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Sazetak

Analiza ponasanja tla u raznim geomehanickim problemima obi¢no se vrsi pomoc¢u ,,mul-
ti-surface” cap konstitucijskih modela kontinuuma koji su sastavljeni od tri plohe, a kojim se
definiraju ponasanja tla za razna stanja naprezanja. Takvi “multi-surface“ modeli pokazuju
numericke probleme kada se stanje naprezanja nalazi blizu spoja tih ploha. U radu je ukratko
prikazan nacin prevladavanja tih problema. Potom je prikazana analiza ponasanja tla pomo-
¢u diskretnoga resetkastog modela, kojim se tlo modelira resetkom koja je sastavljena od
Timosenkovih greda. Na numeri¢kom primjeru izvrSena je usporedba rezultata dobivenih
opisanim metodama.

Kljucne rijeci: rijeci: kontinuum, cap model, resetkasti model, Timosenkova greda, mehanizam
loma

Numerical analysis of soil fracture mechanism
underneath foundations

Abstract

Usually, the analysis of soil behavior in various geomechanical problems is done using the
“multi-surface” cap models of the continuum consisting of three surfaces defining the soil
behavior for various stress states. Such “multi-surface” models have numerical problems
when the stress state is near of the joint of these surfaces. The paper summarizes the way
of avoiding such problems. Further, an analysis of the behavior of soil using a discrete beam
lattice model is presented, by which the soil is meshed with one-dimensional Timoshenko
beam finite elements. The numerical example compared the results obtained with the des-
cribed methods.

Key words: continuum, cap model, lattice model, Timoshenko beam, fracture mechanism
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1. Uvod

Ponasanje tla pod opterecenjem vrlo je kompleksno i ovisi o velikom broju ¢imbeni-
ka koje je tesko kvantificirati. Da bi se obuhvatila sva moguéa ponasanja tla trebalo
bi se koristiti konstitucijskim modelima tla s vrlo velikim brojem parametara za cije
bi utvrdivanje trebalo izvoditi posebne testove. Za analizu standardnih geomeha-
ni¢kih problema pogodni su cap modeli homogenoga kontinuuma kojima se mogu
opisati elastoplasticna ponasanja tla pri razli¢itim stanjima naprezanja. Stoga je za
definiranje uvjeta tecenja potrebno zadati najmanje tri plohe: vlaéna otpornost
obi¢no se definira takozvanom cut-off ravninom, smicanje Drucker-Pragerovim stos-
cem ili Mohr-Coulombovom prizmom, te se radi ograni¢avanja tlacnih naprezanja
upotrebljava cap ploha, koja moZe biti ravnina ili elipsoid, ovisno od vrsti tla. Linije
spoja ovih ploha linije su diskontinuiteta prvih derivacija, Sto dovodi do poteskoca
pri proracunu prirasta deformacija i naprezanja kada dode do tecenja u tom dijelu.
Taj se problem moze prevladati jednostavnim zagladivanjem ploha u zoni presjeka,
$to uzrokuje malu korekciju funkcija tecenja.

Nedostatak je tih modela to Sto oni ne mogu simulirati ponasanje tla nakon sloma.
Prednost diskretnih modela u odnosu na modele kontinuuma u tome je $to se od-
govor konstrukcije izloZzene djelovanju opterecenja dobiva na numerickom modelu
u kojemu je domena diskretizirana jednodimenzionalnim konaénim elementima.
Adekvatnim izborom tipa kona¢noga elementa, diskretnim je modelima moguce
dobiti odgovor konstrukcije prije i nakon dostizanja grani¢noga opterecenja, kao
i predvidjeti odgovaraju¢e mehanizme sloma. Konacnim elementima s ugradenim
diskontinutetima mogucde je opisati fenomen omeksanja, kao i fenomen lokalizi-
ranoga loma, odnosno formiranja jedne makropukotine koja dovodi do potpunog
sloma konstrukcije. Kao Sto je reeno, osnovna je prednost diskretnih modela to sto
je domena diskretizirana jednodimenzionalnim kona¢nim elementima, pa je kon-
vergenciju rezultata i brzinu proracuna znatno lak$e kontrolirati i unaprijediti, nego
u sluéaju primjene dvodimenzionalnih ili trodimenzionalnih konaénih elemenata.
Slom u kohezivnoj vezi znaci formiranje pukotine u konstrukciji. Imajuci to u vidu,
moguce je formirati numeric¢ki model konstrukcije kod koje ¢e domena biti diskreti-
zirana mrezom jednodimenzionalnih konaénih elemenata koji simuliraju ponasanje
kohezivnih veza. Kako jednodimenzionalni konaéni element modelira ponasanje ko-
hezivne veze, izbor tipa konacnoga elementa direktno utjece na kvalitetu makro-od-
govora diskretnoga modela.

Benkemoun et. al (2010, 2012) za modeliranje kohezivne veze upotrebljavaju ko-
nacni element Stapa reSetke s ugradenim diskontinuitetom u uzduznom smjeru. Taj
konacni element moZe opisati formiranje i Sirenje pukotine u modu | (aksijalnom
modu) koji predstavlja otvaranje pukotine. Taj tip kona¢noga elementa upotrijebljen
je kao osnova za oblikovanje dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih diskretnih Sta-
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pnih modela za opis ponasanja i sloma u betonu. Na tim diskretnim modelima au-
tori nisu mogli dobiti odnos 7-10 izmedu jednoosne ¢vrstoce na tlak i vlak. Da bi se
toc¢nije modeliralo ponasanje i slom u konstrukcijama od heterogenih materijala,
konacni element osim moda | mora biti u moguénosti opisati nastajanje i Sirenje
pukotine i u modu Il. Mod Il (transverzalni mod) predstavlja mod Sirenja pukotine
zbog klizanja.

Nikoli¢ et. al (2015) za modeliranje kohezivne veze upotrebljavaju konacni element
TimoSenkove grede s ugradenim diskontinuitetom u uzduZznom i popre¢nom smje-
ru, koji moZe opisati Sirenje pukotine u oba moda. Dvodimenzionalni diskretni mo-
del utemeljen na tom tipu kona¢noga elementa uspjesno je primijenjen za opisiva-
nje ponasanja i sloma u stijenama, pri ¢emu je dobiven odgovarajuci odnos izmedu
jednoosne tlacne i vlacne ¢vrstoce.

2. Madificirani cap model

Na slici 1(a) prikazana je funkcija tecenja za tipi¢an “multi-surface” cap model u
ravnini V., koji je sastavljen od cut-off ravnina, kojom je definirana vla¢na otpor-
nost tla, Drucker-Pragerov pravac, kojim je definirana posmic¢na otpornost, i elipsoid
kojim se definira otpornost tla kada je dominantno tla¢no naprezanje.

b)

kutno

.| fs
podrucje

T e ()i 0 1 a RboE oy,

Slika 1. a) “Multi-surface” cap model; b) modificirani cap model

Tjeme elipsoida ovisi o ukupnoj zapreminskoj plasti¢noj deformaciji, Sto omogucava
Sirenje elastiénoga podrucja zbog nabijanja tla. Taj model dosta dobro opisuje po-
nasanje tla pri analizi standardnih geomehanickih problema, a parametri modela
mogu se utvrditi iz standardnih geomehanickih pokusa (Dolarevi¢, Ibrahimbegovic,
2007). Sasvim je jasno da se, ako se prihvati asocijativni zakon tecenja, javljaju pro-
blemi kada se pri proracunu probna naprezanja jave u kutnim podrucjima. Lako se
moze pokazati da je u koracima u kojima se stanje naprezanja poklapa s presje¢nim
tockama pojedinih linija matrica krutosti singularna. Postoje mnogi postupci kojima
se ovaj problem prevladava, ali nijedan od njih ne osigurava konzistentnost algori-
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tma za proracun prirasta naprezanja i algoritma za oblikovanje konstitucijske matri-
ce, Sto dovodi do spore konvergencije pri rjeSavanju globalnih jednadzbi ravnoteze
Newton-Raphsonovim iteracijskim postupkom.

Taj se problem moze prevladati jednostavnom modifikacijom funkcije tec¢enja. Nai-
me, umjesto da presjecna tocka Drucker-Pragerova pravca i elipse bude u tjemenu
elipse, pomicemo je u tocku u kojoj se tangenta na elipsu poklapa s Drucker-Pra-
gerovim pravcem. Slican se manevar izvodi i na vlacnoj strani, pri cemu se okomiti
pravac zamjenjuje kruznicom. To znaci da je funkcija tecenja sada potpuno glatka i
definirana na sljedeci nacin:

fi(l,Jy)=al,+J, k=0 1M<1<If (1)
» (Il_a)2 2 c

fz(Isz,f(gv )):T+J2—b =0 [ 2] (2)

fi(1,0,)=(1, ~T+R,) +J, =R} 1<I” (3)

gdje su:

k—aé . k b(&) .
p(E)=— "% . =Rb (&)=~ D (E)=—
) aR +V1+a’R? als) te 2 a g\l+a’R? 72 () 1+a’R

R :i 17:5_ RT

T 1
a+N1+a’ a g\l+a’

Primijenjene modifikacije minimalno mijenjaju funkcije tecenja, te je sasvim logic-
no da su rezultati dobiveni modificiranim modelom prakti¢no jednaki onima koji
se dobivaju “multi-surface” modelom, pri cemu su izbjegnuti numericki problemi s
kutnim podrucjima, koja su jednostavno uklonjena.

3. Diskretni gredni resetkasti model

Diskretni gredni reSetkasti model nekog podrucja dobiva se Delaunyjevom trian-
gulacijom podrucja (Edelsbrunner 2001), koja za rezultat daje podrucje podijeljeno
na trokute. Diskretni se model dobiva tako da se na svakoj stranici svakoga trokuta
postavi Timosenkova greda. Vrh svakoga trokuta je osnova za podjelu podrucja na
Voronoijeve éelije. Po definiciji su Voronoijeve celije dijelovi nekog podrucja koji su
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bliZi nekoj odabranoj tocki nego bilo kojoj drugoj odabranoj tocki. U fizickom smislu
struktura materijala prikazana je kao skup Voronoijevih ¢elija. Voronoijeve su celije
zapravo konacni dijelovi materijala koji su medusobno povezani kohezivnim veza-
ma — u ovom slucaju Timosenkovim gredama. U skladu s time, karakteristike svake
od Timosenkovih greda koja je okomita na liniju koja spaja dvije éelije odreduju se
na temelju karakteristika veze koja se ostvaruje preko te zajednicke linije. To znadi
da poprecni presjek jedne Timosenkove grede ovisi o duljini linije koja spaja dvije
celije. Vec je pokazano da takav nacin odredivanja geometrijskih karakteristika daje
dobre rezultate (Ibrahimbegovic and Delaplace 2003). Bitno je naglasiti da Timosen-
kova greda predstavlja vezu izmedu dvije ¢elije koje pak predstavljaju dijelove tijela
koji se analizira. Pukotine u modu I ili modu Il javljaju se kada dode do otkazivanja
veze izmedu pojedinih dijelova tijela, Sto na diskretnom modelu znadi do otkazi-
vanja Timosenkovih greda. U nastavku su dane osnovne jednadzbe za neelasti¢nu
TimosSenkovu gredu (Hadzali¢ at al. 2018).

3.1. Kinematske jednadzbe

Standardna Timosenkova greda u ravnini, duljine L¢ i popre¢noga presjeka A¢, ima
ukupno Sest stupnjeva slobode gibanja — rotaciju i dvije translacije u krajnjim ¢vo-
rovima. Aproksimacija pomaka na razini elementa zadana je tako da je uvedena
mogucnost diskontinuiteta pomaka u uzduznom i popre¢nom pravcu. U matricnom
obliku to izgleda ovako:

u=Nd+Ma (4)
ul
vl
N0 0 N, 0 0 ) a,
N={0 N, 0 0 N, 0 ,{NI,NZ}:{I—%,%},dz a={a,t (5
u
0 0 N, 0 0 N, ? 0
VZ
0,
0, x<x
M(x)=H.—N,(x), H.= 6
()= 3,0, 1= ®

U skladu s tim deformacije se mogu napisati kao

e=Bd+Ga (7)

123



Mini simpozij o numerickim postupcima

.0 0 B, 0 0 O
B=|0 B -N, 0 B, —N, ,{BI,BZ}:{—F,LL} (8)
0 B 0 B
——,  xe[o,¥)u(x L] -\ (=
dM(x) 0, xe[O,x)u(x,L]
G(x)= et I 5. = ~ (9)
-+, X=X o, xX=x

3.2. Jednadzbe ravnoteze

Jednadzbe ravnoteZe standardno se izvode iz integralne jednadzbe ravnoteZe ute-
meljene na Lagrangeovu nacelu virtualnoga rada. Medutim, s obzirom na prisutnost
diskontinuiteta treba u jednadZbu ravnoteZe ukljuciti i virtualni rad sila na diskon-
tinutetu:

n

A I:fint,e _ fext,e:| =0 (10)

e=]

Ve:h® =0 (11)

Jednadzbna (10) je standardna jednadzba ravnoteze u metodi konacnih elemenata
i odnosi se na dio grede u kojemu nema diskontinuiteta. Jednadzba (11) predstavlja
ravnotezu na diskontinuitetu, gdje su

G 0 0
G=lo G o (12)
0 0 0

o —vektor unutarnjih sila uzduz grede, t — vektor unutarnjih sila na diskontinuitetu.

3.3. Konstitucijske jednadzbe

Odnos izmedu uzduznih deformacija i normalnih sila, odnosno posmi¢nih deforma-
cijai poprecnih sila dan je naslici 2. Prvi dio predstavlja linearnoelasti¢no ponasanje
definirano Hookeovim zakonom. Nakon dostizanja granice tecenja element se pla-
stificira s izotropnim oja¢anjem. Nakon dostizanja granice loma dolazi do omeksa-
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vanja koje je definirano eksponencijalnom funkcijom. Sto se ti¢e savijanja, element
se uvijek ponasa linearno elasti¢no.

o
Cu

Oy

&€

Slika. 2. Konstitucijski model za Timosenkovu gredu za uzduzZni i poprecni smjer

JednadZbe plasti¢nosti s linearno izotropnim ocvrséivanjem:

e Ukupna deformacija: 6= g€+ &

e Funkcija energije deformacija u ovisnosti o deformaciji € i unutarnjim varijabla-
ma, plasticnoj deformaciji £” i varijabli ocvrséivanja &:
P 1 P P 1
l//(g, £ ,§)=5($—g )C(s—g )+5.§K§
gdje su C elastoplasti¢ni tangentni modul i K modul oc¢vrséavanja
e Funkcija te€enja:
#(o.q)= |0'|—(ay —q) <0
gdje su o, granica teCenjaig = K& naponska varijabla.

JednadZbe omeksSavanija:
¢ Funkcija te€enja:

#(t.)=lo|-(0, -7)<0

gdje je t unutarnja sila na diskontinuitetu.
¢ Naponska varijabla omeksavanja g:

g=0 |1—exp| —
q=o0, % (’EG_,‘

u

gdje su o, vrino naprezanje i Gfenergija loma.
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4. Numericki primjer

Analizirano je ponasanje tla ispod fleksibilnoga temelja. Na slici 3. prikazane su mre-
Ze Timosenkovih greda razli¢ite gustoce. Isti je primjer analiziran i pomoc¢u opisano-
ga cap modela. Ulazni podaci za cap model su dani u tablici 1. Odgovarajuéi para-
metri za TimoSenkove grede, koji su odabrani tako da se elasti¢ni odgovor poklapa

sa cap modelom, dani su u tablici 2.

u,=0.u =0

J4 11111l

u=0

Slika 3. Mreza konaénih elemenata ze reSetkasti diskretni model (Hadzali¢ & al. 2018.)

Tablica 1. Ulazni podaci za cap model

u,=0, u,~0

Elastic parameters K=172 MPa, G=80 MPa
Plastic parameters c=69 kPa, ¢=20°k=63.6 kPa, a=0.112
Hardening parameters W=0.003 D=1.26 mm?/N R=4
Initial location of the cap » =300 kN/m?
Tablica 2. Ulazni podaci za Timosenkove grede
Young's . , . Yield limit Hardening Fracture limit Fracture
modulus Poisson’s ratio [MPa] modulus [MPa] energy
[MPa] [MPa] [N/mm]
_ _ p,=0.113 _
0,=0.04 K =60 60005 G,,=0.0006
B B _ _ u.=1.130 _
E=205 v=0.3 0,=0.40 K =60 5.20.05 G,=0.05
B B u,=0.133 B
0,=0.07 K =60 6=0.005 G,,=0.02
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Dobivena ovisnost izmedu pomaka i zadanoga optereéenja prikazana je na slici 4.
Resetkasti diskretni model daje gotovo iste rezultate za obje gustoée mreze. Do do-
stizanja vrSnoga opterecenja odgovor je oba modela gotovo isti. Nakon toga, na
reSetkastom modelu dolazi do pojave pukotina koje smanjuju nosivost tla. Narav-
no, cap model zadrZava priblizno istu razinu naprezanja, jer ne postoji mogucnost
omeksavanja.

2k SES B pui i
Slika 4. Usporedba dobivenih rezultata dobivenih reSetkastim i cap modelom

Na slikama 5. i 6. prikazani su mehanizmi sloma dobiveni cap modelom i resetka-
stim modelom. Vidljivo je da je oblik loma priblizno isti, s tim da se plastificirani
elementi kod cap modela prostiru na vecoj povrsini.

= ] LEGEND

D STRAIN HARDENING - CAP

4 . FAILURE - TOP OF ELLIPSE

[ evastic state

Slika 5. Mehanizam sloma dobiven resetkastim modelom: a) Mod; b) Mod II
Zakljucak

Prikazani rezultati pokazuju da reSetkasti model sastavljen od Timosenkovih greda
moze ispravno simulirati slom koherentnoga tla. Prednost je resetkastoga modela
to Sto moZe prikazati i ponasanje nakon dostizanja vrSnoga opterecenja i nastajanja
pukotina. Nedostatak je tog modela to $to nije moguce odrediti njegove parametre
standardnim laboratorijskim ispitivanjima. Stoga treba upotrijebiti mnogo sloZenije
metode identifikacije parametara u kojima se, medutim, mogu obuhvatiti i materi-
jalne heterogenosti.
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