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SaZetak

SAZETAK

U ovom zavrsnom radu obradena je tema izvijanja Stapnih elemenata s posebnim naglaskom
na utjecaj ekscentriciteta. U prvom dijelu definirano je izvijanje i prikazane su razlike u
proraCunu za elasti¢no i plasticno podrucje. Poglavlje koje se bavi izvijanjem u elastic(nom
podrucju obuhvaca izvod formule za Eulerovu kriti¢nu silu za Stap zglobno oslonjen na oba
kraja, te usporeduje razlike u izrazu za razlicite nacine ucvrs¢enja Stapa. Definirano je kriticno
naprezanje i uvedena bezdimenzionalna veli¢ina koju nazivamo vitkost Stapa. Takoder,
prikazane su i objasSnjene razlike izmedu teorijski i eksperimentalno dobivenih vrijednosti
kriticnog naprezanja. Sljedece poglavlje odnosi se na istraZivanje problema izvijanja u
plastitcnom podrucju. Objasnjeno je nekoliko teorija, od kojih su najpoznatije Engesserova i
Shanleyjeva. lzvedene su formule za kriti€nu silu i naprezanje za svaku od tih teorija i
objasnjeno je koju teoriju je pogodno koristiti u praksi. Prikazana je i jednostavna Tetmayerova
teorija koja je odredena empirijski. U nastavku se nalazi kratki osvrt na dimenzioniranje tlacno
opterecenih Stapova. Drugi dio rada usmjeren je na problem djelovanja uzduzne tlacne sile
izvan teZiSta poprecnog presjeka, odnosno na utjecaj ekscentriciteta. lzveden je izraz za
maksimalno naprezanje koje se javlja u Stapu i prikazano je kako gubitak stabilnosti nastupa
prije dosezanja Eulerove kriticne sile. Takoder, obraden je i utjecaj aksijalnog opterecenja na
savijanje Stapa. Na kraju su rijeSena tri numericka primjera.

Klju¢ne rijeCi: izvijanje, Eulerova kriticna sila, plasticno izvijanje, dimenzioniranje,
ekscentricitet
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Summary

SUMMARY

In this final thesis, the topic of buckling of bar elements is elaborated, with special emphasis
on the influence of eccentricity. In the first part, buckling is defined and the differences in the
calculations for the elastic and plastic regions are shown. The chapter dealing with buckling in
the elastic region includes a derivation of the formula for Euler's critical load for a bar hinged
at both ends and compares the differences in the expression for different ways of fixation. The
critical stress is defined, along with a dimensionless value which we call the slenderness of the
bar. Also, the differences between the theoretically and experimentally obtained critical stress
values are presented and explained. The next chapter deals with the problem of buckling in
the plastic region. Several theories have been presented, of which Engesser's and Shanley's
are the best known. The formulas for the critical force and stress for each of these theories are
derived and it is explained which theory is suitable for everyday use. Simple Tetmayer's theory,
which was determined empirically, is also presented. In addition, an overview of the design of
compressive-loaded bars is given. The second part of the paper is focused on the problem of
eccentrically loaded bars, where the direction of the force does not coincide with the axis of
the bar. An expression for the maximum stress is derived and it is shown how failure occurs
before the load reaches the Euler's critical load. Furthermore, the influence of axial load on
the bending of the bar is shown. In the end, three numerical examples were solved.

Key words: buckling, Euler's critical load, plastic buckling, design, eccentricity
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Uvod

1. UvOoD

lzvijanje je pojava gubitka stabilnosti ravnog Stapa ili drugog elementa konstrukcije
opterecenog centricnom tlacnom silom. Do izvijanja dolazi kada uzduzna tlacna sila, koja
djeluje na ucvrséeni stap, dostigne kriti€nu vrijednost, pri ¢emu se Stap savija.

Ova pojava je vrlo vazna zato sto kod nekih elemenata uzrokuje otkazivanje pri naprezanjima
manjima od tlane Cvrstoe materijala, stoga ju je potrebno uzeti u obzir. Najjednostavniji
primjer elementa koji je izloZen riziku od izvijanja je Stap. Geometrijski gledano, to je element
kojemu je jedna dimenzija znatno veca u odnosu na ostale dvije. U stvarnosti postoji niz
primjera kod kojih dolazi do izvijanja uslijed djelovanja tlacne sile.

Stup je vertikalni konstruktivni element koji preuzima optereéenje reSetke ili neke druge
konstrukcije i prenosi ga u tlo. U sluéaju vitkih stupova moze dodi do pojave izvijanja, a gubitak
stabilnosti stupa utjeCe na (ne)stabilnost cijele konstrukcije. Tracnice se uslijed visokih
temperatura nastoje produljiti, a kako je uzduzna deformacija sprijecena, dolazi do povecanja
tla¢nih naprezanja i pojave izvijanja.

Slika 1: Izvijanje tracnica (lzvor: [1])

Stabilnost Stapova aksijalno opterecenih na tlak prvi je prou¢avao matematicar Leonhard Euler.
Izveo je izraz za kritiénu vrijednost sile koja, ako je prekoracena, uzrokuje izvijanje Stapa.
Problem je Sto je formulaizvedena pod pretpostavkom idealnog elasti¢nog Stapa pa se rezultati
nerijetko ne poklapaju s eksperimentalno dobivenim vrijednostima, posebno za Stapove koji
nemaju veliku vitkost.

U stvarnosti izvijanje moZe nastupitii prije nego sto tlacna sila dostigne kritiénu vrijednost zbog
nehomogenosti materijala, pocetne zakrivljenosti osi Stapa ili ekscentri¢nosti tlacne sile. U
ovom zavrSnom radu predmet istraZivanja bit ¢e utjecaj ekscentriciteta na izvijanje.

Zavrsni rad: Egon Belo3evic¢ 1



Uvod

Ekscentricno optereéenje podrazumijeva djelovanje uzduzne sile izvan teziSta presjeka. Javlja
se zbog nejednolike raspodjele opterecenja, geometrijskih nesavrSenosti Stapa ili seizmickog
djelovanja. Stvara se dodatan moment i nastupa otkazivanje elementa prije dosezanja kriticne

vrijednosti tlacne sile po Euleru.

Zavrsni rad: Egon BelosSevic¢



lzvijanje Stapa u elastichom podrucju

2. 1ZVIJANJE STAPA U ELASTICNOM PODRUCJU

2.1 Eulerova kriticna sila

1744. godine Svicarski matemati¢ar Leonhard Euler izveo je izraz za kriti¢nu silu koja se po
njemu naziva Eulerova kriti¢na sila. ,Ideja Eulerove metode sastoji se u odredivanju one sile
pod kojom su podjednako moguci ravan i krivocrtan oblik Stapa“. [2] Za silu koja je manja od
kriticne Stap Ce ostati ravan i tada se govori o stabilnoj ravnotezi. Kriti¢na sila je grani¢na
vrijednost tlacne sile pri kojoj se Stap nalazi u stanju indiferentne ravnoteze. Kada sila premasi
kriticnu vrijednost, ravan oblik ravnotezZe Stapa postaje labilan i dolazi do deformacije.

Postupak odredivanja Eulerove kriticne sile provodi se uzimajuci u obzir sljedece pretpostavke:
e materijal od kojeg je izraden Stap je homogen i izotropan
e 0s Stapa je idealno ravnai sila djeluje u tezistu poprecnog presjeka
e vrijedi linearna ovisnost naprezanja i deformacija (Hookeov zakon)
e Stap je konstantnog poprecnog presjeka
e duljina Stapa je znatno veca u odnosu na dimenzije poprecnog presjeka
e deformacije Stapa su male
e vrijedi Bernoullijeva hipoteza ravnih presjeka
e vlastita teZina Stapa se zanemaruje

Proracun se provodi prema teoriji drugog reda, odnosno jednadzbe ravnoteze postavljaju se
na deformiranom sustavu. Na taj nacin u proracun se ulazi s pove¢anim momentom savijanja
i proracun je na strani sigurnosti. S obzirom na nacin ucvrséenja krajeva Stapa, razlikujemo
Cetiri osnovna slucaja izvijanja. U nastavku je prikazan izvod formule za Eulerovu kriti¢nu silu
na jednostavnom primjeru Stapa zglobno oslonjenog na oba kraja.

Zavrsni rad: Egon BelosSevic¢ 3



lzvijanje Stapa u elasticnom podrucju

2.1.1  Stap zglobno uévriéen na oba kraja

Promatramo Stap duljine / i konstantne fleksijske krutosti El po duljini Stapa. Opterecenje
predstavlja uzduzna tla¢na sila F Ciji se pravac djelovanja podudara s osi Stapa. Kada sila F
dosegne kriticnu vrijednost Fi,, podjednako su mogudi ravan i krivocrtan oblik Stapa. [2]

Slika 2: Stap zglobno oslonjen na oba kraja

Oznacimo li progib s w, moment savijanja u promatranom presjeku iznosi:
M=F- -w (2.1)

Uz pretpostavku malih progiba diferencijalna jednadzba progibne linije glasi:

d*w B M 2.2)

dx?2  Elp, '
ili:

d*w _ Fw (2.3)

dx?  Elgp, '

gdje je Imin minimalni moment tromosti poprec¢nog presjeka Stapa. Uvodenjem oznake:

Zavrsni rad: Egon Belosevic¢ 4



lzvijanje Stapa u elasticnom podrucju

2 il (2.4)
a” = .
EImin
slijedi:
d*w
2 —
W +a‘w=0 (25)

Ovo je homogena diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim koeficijentima Cije opée
rieSenje glasi:

w = Asin(ax) + B cos(ax) (2.6)
Konstante integracije A i B odreduju se iz rubnih uvjeta:
w0)=0iw()=0 (2.7)
Iz prvog uvjeta slijedi B =0 pa je:
w = Asin(ax) (2.8)
Iz drugog uvjeta slijedi:
Asin(al) =0 (2.9)

JednadZba (2.9) ostvarena je ako je A = 0 ili sin(al) = 0. Prvi slucaj daje trivijalno rjeSenje w(x)
= 0, odnosno ravan $tap. Sto se ti¢e drugog sluéaja, funkcija sinus jednaka je nuli kada joj je
argument:

al = nm, n=2012,.. (2.10)
Ako se (2.4) uvrsti u (2.10) i kvadrira, moZe se izraziti sila pri kojoj dolazi do izvijanja Stapa:

2.2 ,
F= % (2.11)

gdje je n broj poluvalova sinusoide na duzini izvijenoga Stapa.

Posto nas zanima najmanja vrijednost sile pri kojoj nastupa izvijanje, u izraz (2.11) uvrStavamo
n = 1isilatadaiznosi:

(2.12)

Ovo je izraz za Eulerovu kriti¢nu silu za Stap zglobno ucvrs¢en na oba kraja.

Zavrsni rad: Egon BelosSevic¢ 5



lzvijanje Stapa u elasticnom podrucju

2.1.2  Duljinaizvijanja Stapa

X X X X
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o \
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— [N 72 A > N/ 2
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Fl F F
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Slika 3: Osnovni nacini ucvrséenja Stapa na krajevima s naznacenim duljinama izvijanja

Izraz za kriti¢nu silu za Cetiri osnovna nacina ucvrséenja Stapa na krajevima redom glasi:

2 . 2 . 2 . 2 .
F = D T g 2 E i AT B 43
12 412 [2 [2
Promatrajuci prethodne izraze vidljivo je da se izraz za kriticnu silu opéenito mozZe prikazati
kao:
7TzEImin
Fpp = ——2 (2.14)
T (ub?
gdje je W koeficijent duljine izvijanja Stapa (u = 1/n).
Uvodenjem oznake:
l; = ul (2.15)

prethodna jednadzba (2.14) moze se zapisati kao:

Zavrsni rad: Egon Belosevic¢ 6



lzvijanje Stapa u elasticnom podrucju

(2.16)

pri ¢emu je li duljina izvijanja Stapa i predstavlja razmak susjednih tocaka infleksije elasti¢ne
linije izvijenoga $tapa. Sto je ova veli¢ina manja, to je veée opterecenje koje $tap moze podnijeti
prije nego Sto dode do izvijanja.

2.2 Kriticno naprezanje

Podijelimo li izraz za Eulerovu kriticnu silu Fir s povrSinom poprecnog presjeka Stapa A dobit
¢emo izraz za kritino naprezanje u Stapu koji glasi:

_ Fkr _ 7TZEImin

Oky 2 = Alz (217)
l
Uz poznati izraz minimalnog polumjera tromosti presjeka:
fim = Ime (2.18)
jednadzba (2.17) moze se zapisati kao:
T2 E i pin”
Ofr = ——5—— (2.19)
li
ili:
m’E
Oy = - (2.20)
pri cemu je:
L.
1= (2.21)
Umin

A je bezdimenzionalna veli¢ina koja se naziva vitkost Stapa. Funkcionalna ovisnost izmedu
kriticnog naprezanja ok i vitkosti Stapa A prikazana je Eulerovom hiperbolom (slika 4).

Zavrsni rad: Egon BelosSevic¢ 7



lzvijanje Stapa u elasticnom podrucju

0'kr
\
\
\
\
\
\
\
\\
op |
| Eulerova
| hiperbola
|
|
|
|
|
' >
0 A A

Slika 4: Ovisnost kriticnog naprezanja o vitkosti Stapa

Iz slike 4 vidljivo je da smanjenjem vitkosti kriticno naprezanje naglo raste, odnosno za velike
vitkosti priblizava se nuli. Eulerov izraz za kriticnu silu, a posljedi¢no i kriticno naprezanje,
temelji se na linearnoj diferencijalnoj jednadzbi elasticne linije, odnosno na valjanosti
Hookeova zakona. [2] S obzirom na to izraz (2.20) koristi se samo u slu¢ajevima kada vrijednost
kriti¢nog naprezanja ok ne prelazi granicu proporcionalnosti o, (okr < 0p). Grani¢na vrijednost
vitkosti koja odgovara granici proporcionalnosti iznosi:

Ay=m |— (2.22)
Op

Prema tome, Stapovi velike vitkosti (A > Ap) izvijaju se u elasti€hom podrucju, a male i srednje
vitkosti (A < Ap, Ok > Op) U plasticnom. [2]

Nakon pocetnih Eulerovih razmatranja, provedena su i eksperimentalna istrazivanja stabilnosti
tla¢no opterecenih Stapova.

Zavrsni rad: Egon BelosSevic¢ 8



lzvijanje Stapa u elasticnom podrucju
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Slika 5: Usporedba Eulerovih i eksperimentalno dobivenih rezultata (lzvor: [3])

Slika 5 u istom koordinatnom sustavu prikazuje Eulerovu hiperbolu i rezultate provedenih
ispitivanja. Svaka tocka oznacava rezultat jednog ispitivanja i definirana je svojom vitkosti i
kriti¢cnim naprezanjem. Iz grafa (slika 5) je vidljivo da se vrijednosti kriticnog naprezanja po
Euleru dovoljno dobro slazu sa eksperimentalno dobivenim vrijednostima za Stapove velike
vitkosti, ali smanjenjem vitkosti teorijske vrijednosti sve visSe odstupaju od eksperimentalnih
zbog nelinearnog ponasanja.

Prema vitkosti $tapova graf se moZe podijeliti na tri dijela. Stapovi velike vitkosti, za koje
Eulerova formula daje prihvatljive rezultate, otkazuju uslijed izvijanja. Stapovi male vitkosti
otkazuju zbog popustanja ili loma materijala uslijed tlachog opterecenja. Podrucje Stapova
srednje vitkosti je zapravo prijelazno podrucje u kojem je otkazivanje Stapova kompleksna
kombinacija prethodna dva slucaja otkazivanja. U tom dijelu nastupa plasti¢no izvijanje, a za
njegov proracun pogodnije su Engesserova ili Shanleyjeva teorija.
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lzvijanje Stapa u plasticCnom podrucju

3. 1ZVIJANJE STAPA U PLASTICNOM PODRUCIU

3.1 Teorijski izrazi

Izvijanje Stapova u plasticnom podrucju prvi je istrazivao njemacki inZzenjer Friedrich Engesser.
PredlozZio je koriStenje tangentnog modula E: umjesto obi¢nog modula elasti¢nosti E, buduci
da radni dijagram nakon granice proporcionalnosti nije viSe linearan.

~
~

~

Slika 6: Radni dijagram materijala (lzvor: [2])

Na slici 6 mozZe se uociti linearna ovisnost izmedu naprezanja i deformacije do tocke P koja
odgovara granici proporcionalnosti. U podrucju naprezanja vecih od granice proporcionalnosti
(o > op) tangentni modul manji je od modula elasti¢nosti pa je i kriti€na sila za neelasti¢no
izvijanje uvijek manja od Eulerove. lzraz za kriti¢nu silu tada glasi:

w2E L,
= — (3.1)
li
a za kriticno naprezanje:
m2E,
Oy = pP (3.2)

Nesto kasnije ruski inZzenjer F.S. Jasinski istaknuo je da Engesserova teorija nije potpuno tocna,
pozivajuci se pritom na istraZivanja Francuza A.G. Considerea koji je otkrio da se prilikom
savijanja Stapa naprezanja na konkavnoj strani povecavaju s tangentnim modulom E;, a na
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lzvijanje Stapa u plasticnom podrucju

konveksnoj strani smanjuju s modulom elasti¢nosti E. 1z tog razloga Stap se moze promatrati
kao da je izraden od dva razli¢ita materijala, jednog modula E: na konkavnoj strani i drugog
modula E na konveksnoj strani. Istrazivanja su pokazala da se Stap zapravo savija kao da mu je
modul elasti¢nosti izmedu ova dva modula i zato je uveden reducirani modul E;. Njegova
vrijednost ovisi o veli¢ini kriticnog naprezanja i obliku poprecnog presjeka Stapa. Na primjer,
reducirani modul za pravokutni presjek je:

5 AEE
" (VE+VE)

Usporedbom diferencijalnih jednadzbi progiba Eulerove i Engesser-Jasinski teorije slijedi da se

(3.3)

izrazi za kriticnu silu i naprezanje u Engesser-Jasinski teoriji razlikuju od Eulerove teorije samo
u koristenju reduciranog modula E;, odnosno vrijedi:

w?E, L, ;
Fy, = # (3.4)
l;
i
m2E,
O = (3.5)

Teorije tangentnog i reduciranog modula bile su vrlo dobro prihva¢ene za rjeSavanje problema
izvijanja u plasticnom podrucju sve do 1946. godine kada je F.R. Shanley objavio svoju teoriju.
Njegovo istraZzivanje pokazalo je da u podrucju plasticnog izvijanja ne postoji jedinstvena
kriticna sila kao Sto je to bio slucaj u podrucju elasti¢cnog izvijanja.

PA
Pl  Bderlad
Reduced-modulus load
-
——— o Shanley
oS, th
B L < eory
Tangent-modulus load
B v

Slika 7: Ovisnost sile o progibu pri izvijanju po Shanleyjevoj teoriji (Izvor: [4])
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lzvijanje Stapa u plasticnom podrucju

Iz slike 7 vidljivo je da je kriticna sila P funkcija progiba v. lzvijanje pocinje pri kriticnoj sili
tangentnog modula i nastavlja se uz poveéanje sile sve dok ne dostigne kriticnu silu
reduciranog modula, $to se teorijski postize za beskonacan progib.

Razlika izmedu vrijednosti kriticne sile dobivene po Shanleyjevoj teoriji i teoriji tangentnog
modula nije znacajna. Iz tog razloga, ali i zbog jednostavnosti formule, u stvarnosti se koristi
teorija tangentnog modula.

3.2 Empirijski izrazi

Empirijski izrazi dobiveni su na temelju provedenih eksperimentalnih istrazivanja problema
stabilnosti tla¢nih Stapova. Brojna istraZivanja potvrdila su valjanost Eulerovog izraza u
elasticnom podrucju. U plastichom podrudju pak, najjednostavniji postupak odredivanja
kriticnog naprezanja predloZio je Ludwig von Tetmayer. Njegov postupak pretpostavlja linearnu
ovisnost izmedu kriticnog naprezanja i vitkosti Stapa u plasticnom podrucju:

Oy = a4 — bl, AT <A< /1p (36)

pri Cemu su a i b koeficijenti ovisni o svojstvima materijala, a At grani¢na vitkost koja odgovara
granici teCenja o7 kod duktilnih materijala, odnosno tlacnoj ¢vrsto¢i om kod krhkih materijala.

[2]

~ Eulerova
% | /" hiperbola
‘ |
\ |
\ |
\ |
‘ |
‘ |
| |
0 A A N

Slika 8: Ovisnost kriticnog naprezanja o vitkosti Stapa po Tetmayerovoj teoriji

Graf (slika 8) se sastoji od tri dijela; horizontalnog pravca u podrudju Stapova male vitkosti (A <
A1), Tetmayerovog pravca za Stapove srednje vitkosti (A\r <A <Ap) i Eulerove hiperbole za Stapove
velike vitkosti (A > Ap).

Zavrsni rad: Egon BelosSevic¢ 12



Dimenzioniranje Stapova kod izvijanja

4. DIMENZIONIRANJE STAPOVA KOD IZVIJANJA

Stap optereéen uzduinom tlatnom silom F moZe otkazati uslijed prekoraéenja Evrstoée
materijala ili uslijed izvijanja. Prema tome, kod dimenzioniranja moraju biti zadovoljena dva
uvjeta. Prvi je uvjet Cvrstoée:

o= al < Gaop (4.2)
Aneto
ili:
F < Fyop (4.2)
gdje je:
Gaop = ‘;—K (4.3)

ok je kriticno naprezanje pri kojem materijal prelazi u nezeljeno stanje. Za krhke materijale to
je stanje loma, a za duktilne pojava trajnih plasticnih deformacija. k je koeficijent sigurnosti, a
Odop dopusteno tlacno naprezanje. Drugi uvjet koji mora biti zadovoljen je uvjet stabilnosti:

F
o; = 2 < Uidop (44)
bruto
ili:
F < Figop (4.5)
gdje je:
Ok Fy
Oidop = k_.r: idop = k_r (4.6)

i i

ok je kriticno naprezanje kod izvijanja, a ki koeficijent sigurnosti za izvijanje. Koeficijent
sigurnosti protiv izvijanja veci je od koeficijenta sigurnosti Cvrstoce zbog toga Sto kod njega u
obzir treba uzeti pojave poput pocetne zakrivljenosti osi Stapa, ekscentri¢nosti sile, nacina

ucvrséenja Stapa.

Proracuni glede izvijanja obuhvacaju odredivanje dopustenog opterecenja ili dimenzioniranje
poprecnog presjeka. U prvom slucaju potrebno je odrediti kriticnu silu ili naprezanje koristeci
se nekim od poznatih izraza, pazeci pritom da su izrazi pogodni s obzirom na vitkost Stapa.
Dimenzioniranje se provodi metodom postupnog pribliZavanja. Za poznato optereéenje Stapa
potrebno je izabrati oblik poprecnog presjeka tako da je razlika izmedu glavnih sredisnjih
momenata tromosti Sto manja. 1z Eulerovog izraza za kriti¢nu silu odredi se minimalni moment
tromosti:

_ Fkyl?

min — ﬁ (4.7)
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Dimenzioniranje Stapova kod izvijanja

i sukladno tome dimenzije poprec¢nog presjeka. Ako se radi o elastiChom izvijanju, Eulerov izraz
je ispravno primijenjen i zadatak je rijeSen. U slu€aju plasticnog izvijanja potrebno je
pretpostaviti ve¢e dimenzije presjeka i odrediti dopusteno naprezanje Gidop prema jednom od
izraza za plasti¢no izvijanje. ,MnoZenjem povrsine izabrana presjeka s tim naprezanjem dobit
¢e se dopusteno opterecenje Stapa Figop. Ako je razlika izmedu Figop i zZadanog optereéenja F
manja od 5%, izabrani presjek zadovoljava, a u protivnom postupak se mora ponoviti“, [2]
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Ekscentri¢no opterecenje vitkih Stapova

5. EKSCENTRICNO OPTERECENIJE VITKIH STAPOVA

Izrazi u prethodnim poglavljima izvedeni su pod pretpostavkom idealnog Stapa kod kojeg
tlaéna sila djeluje centricno. Medutim, u stvarnosti, ¢esto se dogada da sila djeluje
ekscentri¢no u odnosu na teziste Stapa. Pritom se javlja dodatan moment i dolazi do gubitka
stabilnosti prije dosezanja kriticne vrijednosti tla¢ne sile.

X
F l *
| N
g
\ \
| \
| \ b
] |
| e \‘ Wmax=f . i ~
| ) \ cl— Lt —»
| [ w(x) i
I T '
| / d $ y
\ // X
| \ I I IR
i

Slika 9: Ekscentri¢no optereéen Stap

Promatramo Stap duljine | zglobno uévrs¢en na oba kraja koji je optere¢en uzduznom tla¢nom
silom F na udaljenosti e od osi Stapa. Minimalni moment tromosti Stapa je ly. U nekom presjeku
javlja se moment savijanja:

M=F(e+w) (5.1)

Pod pretpostavkom malih progiba diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije poprima oblik:

d?w M 5.2)
dx*  EI, '
ili:
d*’w F F
=——0e (5.3)

— t——w
dx? ' EI, EI,
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Ekscentric¢no opterecenje vitkih Stapova

Uvodenjem oznake:
a? =— (5.4)

slijedi:
d*w
dx?

Ovo je nehomogena diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim koeficijentima cije opce

+ a’w = —a?e (5.5)

rieSenje glasi:
w = Asin(ax) + Bcos(ax) —e (5.6)
Konstante A i B odreduju se iz rubnih uvjeta:
w0)=0iw(l)=0 (5.7)

Iz prvog uvjeta slijedi B = e, a iz drugog A = e-tg(al/2) pa je:
aly |
w=e <tg <?) sin(ax) + cos(ax) — 1) (5.8)

Naprezanja u Stapu posljedica su djelovanja uzduzne tlacne sile i momenta savijanja koji se
javlja zbog ekscentriciteta. Najvece naprezanje javlja se na konkavnoj strani Stapa u sredini
raspona. Na tom mjestu (x = 1/2) progib postize maksimalnu vrijednost koja iznosi:

al\ /al al
f=Wpax =€ <tg (?) sin (?) + cos <7> — 1) (5.9)
ili nakon sredivanja:
al
f=e (sec <7> — 1) (5.10)
Ako uvrstimo (5.4) u (5.10) dobit ¢emo:
T | F
=e|sec|l= |[—|—-1 (5.11)
f 2 |Fpr

gdje je Fxr Eulerova kriticna sila.

Maksimalno naprezanje iznosi:

F M F F(f+e)c
Omax = 21 + Vlrr/lax =—+ - (5.12)

y A Iy

gdje je c najveca udaljenost ruba tlacnog dijela presjeka od neutralne osi (¢ = zmax = b/2).
Uvrstimo li (5.10) u (5.12) dobit ¢emo:

F Fec al F A F 1
Omax = Z + TSEC <7) = Z 1+ Eec secC E_[yi (513)
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Ekscentric¢no opterecenje vitkih Stapova

odnosno:
il P ™ (5.14)
167 =— —ecsec| = [— )
max-— 4 L, 2 | Fir

A4 ‘
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
| R

0 Fo F

Slika 10: Graf F — f za ekscentri¢no optereceni Stap

Funkcija sekans naglo raste s povecanjem argumenta, a za x = /2 odlazi u beskonacnost.
Promatrajuci jednadzbu (5.11) i sliku 10 vidimo da progib f takoder tezi u beskonac¢nost kada
je opterecenje F jednako kritiénoj sili Fi, jer tada argument funkcije sekans poprima vrijednost
n/2. To znadi da gubitak stabilnosti ekscentricno opterec¢enog Stapa nastupa vec prilikom
priblizavanja sile F kriticnoj vrijednosti Fi,, a ne nakon dostizanja te vrijednosti. [2]

Omax

0

Slika 11: Graf F — Omax za ekscentri¢no optereceni Stap
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Ekscentric¢no opterecenje vitkih Stapova

Pogledamo i sliku 11 vidjet ¢emo da maksimalno naprezanje omax takoder naglo raste s
porastom optereéenja, te za odredenu vrijednost teZi u beskonacnost. S obzirom na to moze
se postaviti novi kriterij otkazivanja Stapa koji govori da ¢e Stap otkazati kad se maksimalno
naprezanje omax izjednaci s granicom tecenja materijala or, a to se uvijek dogada pri
opterecenju manjem od kriticne sile. Ako granici teCenja ot pridruzimo grani¢no opterecenje
Fr, ondaizraz (5.14) glasi:

Friy 2 Tt (5.15)
=— —ecsec| = |[=— | |, .
T I, 2 |Fe,
a dopusteno opterecenje je:
F.
Faop = ?T (5.16)
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Utjecaj aksijalnog opterecenja na savijanje Stapa

6. UTIJECAJ AKSIJALNOG OPTERECENJA NA SAVIJANJE STAPA

U ovom poglavlju osvrnut ¢emo se na vitke Stapove koji su istovremeno opterec¢eni uzduznim
i popre¢nim djelovanjem. Za razliku od kratkih Stapova male vitkosti koji su optereéeni na ovaj
nacin, u slu¢aju vitkih Stapova proracun se provodi prema teoriji drugog reda, odnosno uvjeti
ravnoteZe postavljaju se na deformiranome Stapu.

q
F ZiHHHOH [TTITITIT  F X
~ . = - —
7« " 7w
112
3 | _

Slika 12: Stap opterecen centri¢nom tlaénom silom i kontinuiranim popreénim optereéenjem

Promatramo Stap duljine | zglobno ucvrséen na oba kraja koji je optere¢en uzduznom tlachnom
silom F i kontinuiranim popre¢nim opterecenjem g u jednoj od glavnih ravnina tromosti.
MoZemo pretpostaviti da prvo djeluje samo poprecno opterecenje q koje uzrokuje savijanje
Stapa. U promatranom presjeku javlja se moment savijanja Mo i progib wo(x). Ako se na tako
deformirani Stap nanese centri¢na tlacna sila F, Stap ¢e se jos viSe saviti. Javlja se dopunski
progib wi(x). Ukupni progib u promatranom presjeku tada je:

w(x) = wy(x) + wy(x) (6.1)

Ukupni moment savijanja u promatranom presjeku jednak je zbroju momenta savijanja od
poprecnog opteredenja g i momenta savijanja koji stvara sila F djelujuci na kraku w(x) i iznosi:

M=My,+F-w (6.2)
Pod pretpostavkom malih progiba diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije poprima oblik:

d*w
Ely - =—-M=-My—F-w (6.3)
ili:

d2W+ F M, (6.4)
dx* " EL," ~ EL '
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Utjecaj aksijalnog opterecenja na savijanje Stapa

Uvodenjem oznake:
a? =— (6.5)

dobivamo:

d*w M,
dx2 +aw = _E_Iy (6.6)

Ovo je nehomogena diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim koeficijentima cije opée
rjeSenje glasi:

w = Asin(ax) + B cos(ax) — wy, (6.7)
gdje je wp njezino partikularno rjesenje koje ovisi o funkciji Mo.
Ako je poprecno opterecenje simetricno s obzirom na sredinu raspona, elasti¢nu liniju Stapa

mozemo priblizno prikazati u obliku sinusoide. Vrijedi:

w(x) = fsin?, (6.8)

gdje je f progib u sredini raspona. Elasticna linija Stapa od djelovanja samo poprecnog
opterecenja takoder se moZze prikazati u obliku sinusoide:

X
wo(x) = fosinT, (6.9)
gdje je fo progib u sredini raspona izazvan djelovanjem samo poprecnog opterecenija.
Deriviranjem izraza (6.8) i (6.9) slijedi:
d*w T’  mx
7= —l—zfsmT (6.10)
d?w, T’ mx M, (6.11)
T (e R T
UvrsStavanjem izraza (6.10) i (6.11) u (6.6) dobit ¢emo:
w2 X X w2 X
_l_szinT+ azfsinT = —l—zfosinT, (6.12)
odnosno:
fo
f= 1——i (6.13)
Fkr

gdje je Fxr Eulerova kriticna sila izvijanja oko glavne osi tromosti koja je okomita na ravninu
djelovanja poprecnog opterecenja.

Isto tako, promatrajudi izraze (6.8), (6.9) i (6.13) dobivamo:
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Utjecaj aksijalnog opterecenja na savijanje Stapa

d?*w (6.14)
M —EI, dx? _ f 1
Mo _p @wo fo 1_F°
EL, T2 1 —
odnosno:
M,
M=T_"F (6.15)
Fkr
Maksimalno naprezanje iznosi:
o — E + Mmax — E + MOmax
max = 4 W, A W .(1 _L) (6.16)
Y Fkr

Promatrajuciizraze (6.13) i (6.16) moZe se uociti da postoji nelinearna ovisnost izmedu progiba
i uzduzne sile, odnosno izmedu naprezanja i uzduzne sile. Pove¢avanjem iznosa uzduzne tlacne
sile F do kriticne vrijednosti sile po Euleru Fi, deformacije i naprezanja naglo rastu. Gubitak
stabilnosti Stapa nastupa pri sili koja je manja od Eulerove kriticne sile, slicno kao u slucaju
ekscentri¢no optereéenog Stapa.

U zadacima s nosacem optere¢enim uzduznom tlacnom silom i poprecnim opterecenjem,
savijanje uslijed poprecnog opterecenja moZe nastupiti u ravnini najvece krutosti. Zato je
potrebno posebno provjeriti slucaj izvijanja Stapa u ravnini najmanje krutosti zbog djelovanja
uzduzne tlacne sile.
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7. NUMERICKI PRIMJERI

7.1 Primjer1

Celi¢ni stup duljine 2,1 m zglobno je uévri¢en na krajevima. Popreéni presjek stupa je cijev
vanjskog promjera 68 mm i unutarnjeg promjera 60 mm. Stup je opterecen tlacnom silom F=10
kN na ekscentricitetu e=30 mm. Granica proporcionalnosti Celika je 250 MPa, a modul
elasti¢énosti E=210 GPa.

F=10kN

d=60 mm

d>,=68 mm

»i »
<« »

N /

\/
a) Treba izracunati maksimalno naprezanje u stupu.
Povrsina poprecnog presjeka jest:

T -d,? mw-d,’
4= 2 1
4 4

Aksijalni moment tromosti glasi:

T
7 (6,82 — 62) = 8,04 cm?

- d24 i d14 T
I, =1 = - — — . (6,8%— 6%) = 41,34 cm*
2= o4 62 62 C ) cm

210-103 103
Ay = =91,05, A>4,

Stup se izvija u elastichom podrucju pa vrijedi izraz za Eulerovu kriti¢nu silu koja iznosi:
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o _mEl_m?210-10°-4134°10°0
kr — liz - 2’12 - )

Maksimalni progib jest:

m | F
f =e]| sec E/F_ —1]=3-| sec
kr

Maksimalno naprezanje u stupu iznosi:

F  Mpaxy F  F(f+e) 10-10®* 10-10%-(2+30)-34

Omax = w A I "~ 8,04-102 + 41,34 - 104
Omax = 38,76 MPa

10
194,29

NS

—11=02cm

b) Kolika je najve¢a moguca visina stupa ukoliko je dopusteno naprezanje gg,, = 50 MPa.
Vrijedi da je:
Omax < Udop

Iz (5.14) slijedi:

F A T | F
" 1+Eecsec 5 a < Gaop

Nakon sredivanja imamo:

n | F << F) I,
€\ 2[R, | = \%a0p T 1) Fec

odnosno:

n | F - 1
cos| = /—
2 |F - F\ [
") (own —7) T

Fec

Ako uzmemo da je:
F
Fkr

1

1
> = =
cos(u) = F) T, (50 10 - 10° ) #i3a- 10t 0657

%dop ~ 4) Fec T 8,04-102) 10-103-30- 34

u =

NI R

vrijedi:

u < 0,854
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ST

F < 0,854
Fkr_ ,

Nakon sredivanja dobit ¢emo:
Fi, = 33,78 kN

Iz izraza za Eulerovu kriti¢nu silu slijedi:

m2El
o = —5— = 33,78
li
m2EI
L <
33,78
li < 5,04m

Najveca moguca visina stupa je 5,04 m.
7.2 Primjer2

Celi¢ni stup IPN 240 visine 9 m zglobno je u¢vrééen na oba kraja, a bo¢no je pridrzan na polovici
visine u smjeru savijanja oko slabije osi. Treba izraCunati naprezanja u stupu u slucaju
djelovanja ekscentri¢ne sile F=100 kN u slu¢aju A i B. Granica proporcionalnosti celika je 250
MPa, a modul elasti¢nosti E=200 GPa.

A B
F IS
<—r—>T- < £ N
N
y y IIJ
g=20 mm ° ¢ |F
v ¢ v ¢

Karakteristike materijala:

E =200 GPa
o = 250 MPa
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Karakteristike presjeka:

h=240mm

b =106 mm

A = 46,1 cm?

I, = 4250 cm*

[, =959 cm

W, = 354 cm?

I, =221 cm*

i, =220cm

W, = 41,7 cm3

Os y-y:
liy =900 cm
liy 900

1, =—==——=9385

y 9,59

i, 9,
E 200-103
ﬂ.p:TL’ O_—p:T[ W:88,86, /1y>ﬂ'p

Kriti¢na sila izvijanja oko osi y-y jest:

n?El  mw%-200-10°-4250-10"8
Frry = T = 92
Ly

= 1035,7 kN

Buduci da je Ay > A, izvijanje oko osi y-y je u elastic(nom podrucju.

Os z-z:
l;; =450 cm
2 = bz 450 _ 204,55
250, 220 ’

E 200-103
ﬂ.p=7f O_—p=T[ W=88,86, /12>ﬂ.p

Kriti¢na sila izvijanja oko osi z-z jest:

m?El  w?-200-10%-221-1078
Firz =——5= 152 = 215,43 kN

li,z

Bududi da je A; > A, izvijanje oko osi z-z je u elastic(nom podrucju.
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Sila F uzrokuje savijanje stupa oko osi z. Maksimalni progib javlja se na Cetvrtini visine stupa i
iznosi:
m | F 1 5 T 100 1 517
=e| sec| = — =2-|sec| = — =2,17cm
f 2 | Firz 2 .1215,43

Maksimalno naprezanje javlja se na konkavnoj strani stupa na Cetvrtini visine i iznosi:

F' Mpyax _F+F(f+e) _ 100-10® 100-10%- (21,7 + 20)

Omax = gty = At T Tae1-100 T 41,7-10°

Omax = 121,69 MPa
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Sila F uzrokuje savijanje stupa oko osi y. Maksimalni progib javlja se na polovici visine stupa i
iznosi:
= ™k 11=2 T | 109 1]=0,26
f =e]| sec 2 |Fors = sec 2 110357 = 0,26 cm

Maksimalno naprezanje javlja se na konkavnoj strani stupa na polovici visine i iznosi:

F' Mpax F F(f-i—e)_lOO-lO3 100- 103 - (2,6 + 20)

= = = +
Tmax AT W, AT T W, 461-107 354103

Omax = 28,08 MPa

7.3 Primjer 3

Treba dimenzionirati Celi¢ni | nosac¢ opterecen prema skici. Nosac je u sredini raspona bo¢no
pridrzan. Pri proracunu treba uzeti u obzir utjecaj aksijalnog optereéenja na savijanje Stapa.
Granica tecenja materijala je 240 MPa, modul elasticnosti E=200 GPa, granica
proporcionalnosti je 220 MPa, koeficijenti sigurnosti k = k; = 1,5 te dopusteni progib L/700.
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Dimenzioniranje se provodi s obzirom na proracune stabilnosti, ¢vrstoce i krutosti. Uvjet
stabilnosti glasi:

Fkr anImin
F<Fig4op=—"=—>5—,
“or ki li,zzkl
pa slijedi:

, >Fll-,22ki_600-103-30002-1,5
min=Tg2E T 24200 103

Iz tablice proizlazi da je najmanji profil koji zadovoljava ovaj uvjet IPE 270. Njegove

= 410,35 cm*

karakteristike su:

h =270 mm

b =135mm

A = 45,9 cm?

I, = 5790 cm*
iy =11,23 cm
W, = 428,9 cm?
I, = 419,9 cm*
i, =3,02cm
W, = 62,2 cm3

Vitkost nosaca u ravnini najmanje krutosti je:
l;, 300

A, =-2=""2=09934
27, 3,02

E 200-103
ﬂ.p=7f O_—p=T[ W=94’72’ /12>ﬂ.p

Dopusteno naprezanje pri izvijanju jest:

m%E B m?-200-103

= = 133,35 MPa,
A%k, 99,342-15 @

Oidop —

a naprezanje u nosacu:

F _ 600-10°

O = AT 159102

= 130,72 MPa < 04,, = 133,35 MPa
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Uvjet Cvrstoce glasi:

F M
Omax =7 + V”’[;“x < Gaops
y
pri cemu je:
or 240
Ogop = ? = E =160 MPa

Maksimalni moment u nosacu od poprecnog opterecenja g jest:

ql?  20- 62
MOmax = ? = 3 = 90 kNm,

a kriti¢na sila izvijanja:
anIy B m2-200-103-5790 - 10*

Ly 60002

Fyp = = 3174,72 kN

Maksimalni moment zbog zajednickog djelovanja aksijalnog i popre¢nog opterecenija je:

M 90
Mgy = —22% = = 110,97 kNm
_F 600
Fr 317472

Naprezanje u nosacu iznosi:

F Mpg 600-10° 110,97 - 10

Omax = 4T W, 259102 ' 4289-10°

= 389,45 MPa > a4,, = 160 MPa

Profil IPE 270 ne zadovoljava uvjet ¢vrstoce. Prvi veci profil koji zadovoljava je IPN 380. Njegove
karakteristike su:

h =380mm
b =149 mm
A = 107 cm?

I, = 24010 cm*
i, =15cm

W, = 1260 cm?
I, =975 cm*

i, =3,02cm

W, = 131 cm3

Vitkost nosaca u ravnini najmanje krutosti je:

l,, 300
A, =-2="=09934> 1 =9472
27, 3,02 P
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Dopusteno naprezanje pri izvijanju jest:

n?E  m?-200-10°

= - — 133,35 MPa,
Tidov = 3721~ 799,342 -15 ¢
a naprezanje u nosacu:
_F_800-10° o Mpa < — 133,35 MP
= AT 107102 > @S Oidop = 199 @

Prema uvjetu ¢vrstoce kriti¢na sila po Euleru iznosi:

,  m%-200-10%-24010 - 10*
Fip = = = 13164,96 kN

M 60002

Maksimalni moment zbog zajedni¢kog djelovanja aksijalnog i poprecnog opteredenja je:

M 90
Moy = 0’”‘;3‘ = 55— = 9430 kNm
1=%— 1-131626

Naprezanje u nosacu iznosi:

_F Mpgy  600-10° , 9430 106
Omax = 4 T~ T 107102 © 1260 - 103

= 130,92 MPa < 04, = 160 MPa

y
Uvjet krutosti glasi:
f < fdop
faop je dopusteni progib i iznosi:
l 600

fdop = m = m = 0,857 cm

Progib u sredini raspona zbog djelovanja poprecnog opterecenja jest:

l 5 ql* 5 20 - 103 - 6*
fo(555) i

— )= 1 _ > = 0,703
750) ~ 384 EL, 384 200-10°-24010-10-° cm

Maksimalni progib zbog zajedni¢kog djelovanja aksijalnog i popre¢nog opterecenja je:

fo 0,703
f= = = 0,737 cm < fy,, = 0,857 cm
|_F [ __600 P
Fer 13164,96

Profil IPE 380 zadovoljava uvjete stabilnosti, ¢vrstoce i krutosti pa njega odabiremo.

Zavrsni rad: Egon BelosSevic¢

30



Zakljucak

8. ZAKLJUCAK

Tlaéno opterecenje uzrokuje otkazivanje Stapa tlaénim slomom materijala ili gubitkom
stabilnosti uslijed izvijanja. Potonje se javlja kod elemenata velike vitkosti, odnosno kod onih
elemenata cija je visina znatno veca u odnosu na dimenzije poprecnog presjeka. Njih se
proraCunava po Eulerovoj teoriji koja daje zadovoljavajuce rezultate u elastithom podrucju.
Stapovi male vitkosti otkazuju zbog tla¢nog sloma i kod njih izvijanje nema znacajan utjeca;.
Stapovi srednje vitkosti izvijaju se u plasticnom podruéju pa ih se proracunava po jednoj od
odgovarajucih teorija za plasti¢no izvijanje. lako se teorije temelje na pretpostavci idealnog
Stapa, u stvarnosti postoje razni utjecaji koji mijenjaju ponasanje Stapa kod izvijanja. Jedan od
takvih utjecaja je ekscentri¢no djelovanje tlacnog optereéenja zbog kojeg izvijanje nastupa pri
vrijednosti sile koja je manja od kriticne.
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