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Sazetak

SAZETAK

Ovaj rad bavi se analizom ponasanja Stapova pod slozenim opterecenjem koje ukljucuje
kombinaciju savijanja i torzije. S obzirom na viseosno stanje naprezanja koje nastaje pod
ovim opterecenjem, primijenjene su teorije CvrstoCe za izracun ekvivalentnog naprezanja,
sto omogucuje optimalno dimenzioniranje konstrukcijskih elemenata. Poseban fokus
stavljen je na tankostjene Stapove otvorenog poprecnog presjeka, kod kojih je klju¢no
odrediti sredisSte posmika radi eliminacije torzijskih naprezanja. U radu su analizirani
numericki primjeri, ukljucujuci proracun dimenzija kruznog poprecnog presjeka i
koeficijenata sigurnosti pomocu teorija Cvrstoce te pozicioniranje sredista posmika. Analiza
tankostjenih Stapova otvorenog poprecnog presjeka naglasava vaznost preciznog
odredivanja sredista posmika kod elemenata s malom torzijskom krutoscu. Za izracun

vrijednosti unutarnjih sila koristen je racunalni program Tower.

Kljucne rije€i: Savijanje, torzija, kombinirano opterecenje, teorije Cvrstoce, ekvivalentno

naprezanje, srediste posmika

Zavréni rad: Marta Cirjak i



Summary

SUMMARY

This paper analyses the behaviour of beams under complex loading, which involves a
combination of bending and torsion. Given the multiaxial stress state arising from this
loading, strength theories have been applied to calculate the equivalent stress, enabling
optimal dimensioning of structural elements. Special focus is placed on thin-walled beams
with open cross-sections, where it is crucial to determine the shear centre to eliminate
torsional stresses. The paper includes numerical examples, such as calculating the
dimensions of a circular cross-section and determining safety factors using strength
theories, as well as positioning the shear centre. The analysis of thin-walled beams with
open cross-sections highlights the importance of accurately determining the shear centre
in elements with low torsional stiffness. The calculation of internal forces was performed
using the Tower software.

Key words: Bending, torsion, combined loading, strength theories, equivalent stress, shear

centre
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Uvod

1. UVOD

Pri slozenom optereenju Stapova u popre¢nom presjeku djeluju najmanje dvije
komponente unutarnjih sila sto dovodi do viSeosnog stanja naprezanja. Jedan od cestih
primjera slozenog opterecenja je kombinacija istodobnog djelovanja savijanja i torzije. Zbog
slozenosti eksperimentalnog odredivanja kriticnih vrijednosti glavnih naprezanja u takvim
situacijama, primjenjuju se teorije Cvrstoce kako bi se odredilo ekvivalentno naprezanje.
Ekvivalentno naprezanje predstavlja ono naprezanje koje bi, kada bi djelovalo samo,
uzrokovalo jednak slom kao i stvarna kombinacija djelovanja.

Tankostjeni profil definira se kao profil u kojem je debljina stijenke mala u odnosu na ostale
dimenzije konture presjeka. Tankostjeni Stapovi mogu biti otvorenog ili zatvorenog
popre¢nog presjeka. Zatvoreni profili obicno imaju vecu torzijsku krutost, dok su Stapovi
otvorenog poprecnog presjeka manje otporni na torzijska opterecenja [1]. Kada vanjsko
opterecenje prolazi kroz srediste posmika tankostjenog otvorenog poprecnog presjeka,
eliminira se utjecaj torzije. Srediste posmika je tocka u ravnini poprecnog presjeka u kojoj je
suma momenata svih unutarnjih posmicnih sila, pri savijanju bez torzije, jednaka nuli.

U ovom radu analizirat e se ponasanje stapova pod kombiniranim opterecenjem savijanja
i torzije, uz primjenu teorija ¢vrstoce za izracun klju¢nih parametara. Kroz numericke
primjere istrazit e se dimenzioniranje kruznih poprecnih presjeka, koeficijenti sigurnosti te
odredivanje sredista posmika kod tankostjenih otvorenih profila. Ove analize vazne su za
optimizaciju i sigurnost konstrukcija izlozenih slozenim mehanickim opterecenjima.

Zavréni rad: Marta Cirjak 1



Kombinacija opterecenja savijanjem i torzijom

2. KOMBINACIJA OPTERECENJA SAVIJANJEM | TORZIJOM

Kombinacija opterecenja savijanjem i torzijom predstavlja slozen i vazan aspekt u analizi i
projektiranju konstrukcija. U mnogim prakticnim situacijama, konstrukcije su izlozene
istovremenom djelovanju savijanja i torzije, sto zahtijeva detaljnu analizu kako bi se
osigurala sigurnost i pouzdanost konstrukcije.

Ova vrsta slozenog opterecenja nastaje kada se u popretnom presjeku Stapa pojavljuju
momenti savijanja i momenti torzije kao dominantno djelovanje. Moment savijanja uzrokuje

normalno naprezanje, dok moment torzije uzrokuje posmicno naprezanje.

Zajednostavne presjeke, kao sto su pravokutni ili kruzni presjeci, postoje analiticka rjesenja
koja omogucavaju precizno odredivanje naprezanja i deformacija. Medutim, kako bi se
obuhvatili slozeniji oblici poprecnih presjeka i njihova ponasanja, cesto je potrebno koristiti
numericke metode, kao Sto je metoda konacnih elemenata (engl. finite element method,
FEM), kako bi se dobili precizni rezultati.

Promatramo Stap kruznog poprecnog presjeka promjera d koji je istovremeno opterecen
momentom torzije M; i momentom savijanja M. Koristeci princip neovisnosti djelovanja
sila, najprije cemo izracunati normalna naprezanja uzrokovana savijanjem:

o, — normalno naprezanje
M, — moment savijanja
I, — moment tromosti

a zatim posmicna naprezanja uzrokovana torzijom:

T — posmicno naprezanje
M, — moment torzije
L, — polarni moment tromosti

p — udaljenost tocke kruznog poprecnog presjeka od sredista

Zavréni rad: Marta Cirjak 2



Kombinacija opterecenja savijanjem i torzijom

X Tonas
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<

Slika 2.1. Stap kruznog poprecnog presjeka istovremeno optereen momentom savijanja i
momentom torzije [2]

Najvece normalno naprezanje javlja se u rubnim tockama presjeka (A i B), dok posmic¢na
naprezanja zbog torzije imaju najvecu vrijednost po Citavom rubu poprecnog presjeka.
Sukladno opisanome kriticne tocke su A i B. U tockama A i B postoji ravninsko stanje
naprezanja.

Glavna naprezanja u tocki A racunamo prema sljedecim izrazima:

o. 1
o1 =%A t3 /axAz + 473

Gdje je:
Mg _ M M
Oxa =y, =y T ow
y P y
i:
d3 d3
W, = — W, =—
y 32 ' p 16

Zavréni rad: Marta Cirjak 3



Kombinacija opterecenja savijanjem i torzijom

0xa —Normalno naprezanje u tocki A
M — moment savijanja

W, — aksijalni moment otpora

M; — moment torzije

W, — polarni moment otpora

d — promjer kruznog poprecnog presjeka

Kada se stap kruznog poprec¢nog presjeka savija istovremeno u dvije medusobno okomite

Mo = M3+ M2

Kod istovremenog djelovanja poprecnog savijanja i torzije, posmic¢na naprezanja od

ravnine, moment savijanja je:

poprecne sile obi¢no se zanemaruju jer su u odnosu na ostala naprezanja vrlo mala.

Kako bi odredili ekvivalentno naprezanje koje uzrokuje lom materijala pod kombiniranim
opterecenjem pri viSeosnom stanju naprezanja primjenjujemo teorije ¢vrstoce. Ove teorije
kljune su za analizu i projektiranje konstrukcija koje su izloZzene slozenim naprezanjima, kao

sto su kombinacije savijanja, torzije, istezanja i smicanja.

Ekvivalentno naprezanje je hipoteticko naprezanje koje, ako bi djelovalo samo, uzrokovalo
isti efekt (npr. lom) kao kombinacija stvarnih naprezanja. Teorije Cvrstoce pomazu
inzenjerima da predvide kada ¢e materijal puknuti pod kombiniranim opterecenjima, sto je
vazno za osiguranje sigurnosti i pouzdanosti konstrukcija.

Zavréni rad: Marta Cirjak 4



Ekvivalentno naprezanje prema teorijama ¢vrstoce

3. EKVIVALENTNO NAPREZANJE PREMA TEORIJAMA CVRSTOCE

3.1. Jednoosno stanje naprezanja

Tehnicke konstrukcije pri jednoosnom stanju naprezanja zadovoljavaju uvjete Cvrstoce
ukoliko je maksimalno naprezanje koje se pojavi u odredenom dijelu konstrukcije manje od
dopusStenog naprezanja [3].

Uvjet Cvrstoce glasi:

Omax < O-dop

Gdje je:

%aon =

Omax — Maksimalno naprezanje
O40p — dopusteno naprezanje
ox — kriticno naprezanje

k — koeficijent sigurnosti, k > 1

Naprezanje pri kojem materijal prelazi u opasno (granicno) stanje naziva se kriticno
naprezanje, oy, te se odreduje eksperimentalno ispitivanjem materijala pri jednoosnom
stanju naprezanja. Eksperimentalnim ispitivanjima utvrdeno je da je kriticno naprezanje kod
krhkih materijala jednako ¢vrstoci materijala, dok je kriticno naprezanje kod elastoplasticnih
materijala jednako granici tecenja.

3.2. ViSeosno stanje naprezanja

Pri viSeosnom stanju naprezanja cvrstoca pojedinih dijelova tehnickih konstrukcija ovisi o
veli¢ini glavnih naprezanja gy, 0, i 03 i njihovoj kombinaciji. Zbog velike slozenosti uredaja
za ispitivanje i velikog broja mogucih kombinacija djelovanja eksperimentalno odredivanje
kriticnih vrijednosti glavnih naprezanja vrlo je tesko radi cega se uvode teorije Cvrstoce.

Zavréni rad: Marta Cirjak 5



Ekvivalentno naprezanje prema teorijama cvrstoce

Pomocu teorija Cvrstoce na temelju mehanickih svojstava materijala pri jednoosnom stanju
naprezanja prognoziramo mehanicka svojstva materijala pri viSeosnom stanju naprezanja.
One pokusavaju odgovoriti na pitanje kada e dva elementa od istog materijala, neovisno o
stanju naprezanja, imati jednaka mehanicka svojstva. Viseosno stanje naprezanja svodi se
na jednoosno stanje naprezanja ekvivalentno po opasnosti od pojave loma ili plasticnih
deformacija [2].

Opasno stanje elementa na slici 3.1. prikazujemo u sljedecem obliku:

Ock = f(01,02'03'10,/11...) = Ok

0. — ekvivalentno naprezanje
01,05, 03 — glavna naprezanja (o; = o, = 03)
Ao, A4 — parametri ovisni 0 mehanickim svojstvima materijala

ox — kriticno naprezanje pri jednoosnom stanju naprezanja

S

G

Slika 3.1. Troosno i ekvivalentno jednoosno stanje naprezanja

Velicina oznacena kao g, naziva se kriterij loma ili kriterij plasti¢nosti, ovisno o tome
promatramo li proces teCenja ili loma materijala. Teorije koje sluZe kao osnova za definiranje

tih kriterija nazivaju se teorijama cvrstoce.

Zavréni rad: Marta Cirjak 6



Ekvivalentno naprezanje prema teorijama cvrstoce

Ako je:
Ock = Ok
u promatranom e elementu nastupiti tecenje ili lom materijala.
Ako je:
Oer, < Ok

Promatrani ce element imati koeficijent sigurnosti:

Ok
k =—
Oek
Uvjet Cvrstoce glasi:
Ock < Gdop

Zbog slozenosti loma materijala, ne moze se postaviti univerzalan kriterij Cvrstoce za sve
vrste materijala. S fizikalnog aspekta, lom nastaje uslijed djelovanja vla¢nih naprezanja
(odvajanje Cestica) ili posmicnih naprezanja (smicanje Cestica). Jedan materijal moze se
lomiti na razliCite nacine ovisno o naprezanju i uvjetima ispitivanja — kao krhki ili
elastoplasticni.

Na primjer, elastoplasticni materijal moze postati krhak pod troosnim vlacnim naprezanjem,
dok se krhki materijal ponasa elastoplasticno pod troosnim tlacnim naprezanjem.
Kombinirani lom je takoder mogu¢, gdje se u jednoj zoni dogada razdvajanje Cestica, a u
drugoj smicanje. Zbog razliCitih faktora koji utjeCu na Cvrstocu, svaka teorija Cvrstoce
odabire neke od njih, dok ostale zanemaruje. Postoji vise teorija Cvrstoce.

3.3. Teorija najvecih normalnih naprezanja

Teorija najvecih normalnih naprezanja, poznata i kao Rankineova teorija, predvida da ce
materijal puknuti kada najvece glavno naprezanje dostigne granicu ¢vrstoce materijala. Ova
teorija se primjenjuje na krhke materijale koji se lome bez znacajne plasti¢ne deformacije.
Teorija najvecih normalnih naprezanja je jednostavna i intuitivna, ali nije uvijek precizna za

sve vrste materijala i uvjete opterecenja.

Prema toj teoriji, dva elementa od istog materijala nalaze se u istom stanju ako imaju

jednaka najveca apsolutna normalna naprezanja, bez obzira na stanje naprezanja [2].

Zavréni rad: Marta Cirjak 7



Ekvivalentno naprezanje prema teorijama cvrstoce

Ekvivalentno naprezanje je:

Oer = loy| < ili 0, = |o3]

Uvjet Curstoce glasi:
Ock = |01| < Odqop 24 |0'1| > |0'3|
Oek = losl < 040p za lo1| < |os]

Ako su dopustena vlacna i tlatna naprezanja materijala razlicita pri jednoosnom naprezanju

0y aop * Ot aop: A glavna naprezanja imaju suprotne predznake, uvjeti Cvrstoce glase:
Oex = 01 < 0y dop
Ocr = |03| < Ot dop

Oba uvjeta moraju biti istodobno ispunjena.

Prva teorija Cvrstoce uzima u obzir najvece apsolutno glavno naprezanje, dok pretpostavlja
da ostala dva glavna naprezanja ne utjecu na cvrstocu materijala. Teorija najvecih normalnih
naprezanja daje toc¢ne rezultate uglavnom za krhke materijale pod djelovanjem vlacnih
naprezanja, sto je potvrdeno eksperimentima.

3.4. Teorija najvecih normalnih deformacija

Prema toj teoriji, dva elementa od istog materijala, bez obzira na stanje naprezanja, nalaze
se u istom stanju ako su im najvece apsolutne normalne deformacije jednake.

Ekvivalentno naprezanje je:
Oc = loy—v(0; + 03)| za |oy| > |o3]
ili:

ek = |o3=v(01 + 02)| za |0y < |os]

Po ovoj teoriji materijal prelazi u opasno stanje, kada je:
Ok = lo1—v (07 + 03)| = 0g
ili:

Oek = los—v(0y + 03)| = 0

Zavréni rad: Marta Cirjak 8



Ekvivalentno naprezanje prema teorijama cvrstoce

Uvjeti Curstoce glase:
Ock = |O'1—17(O'2 + 03)| < Odop 24 |0'1| > |03|
Oek = |los—v(0y + 02)| < Odop 22 lo1| < |os]
Ako su vlacnai tlacna naprezanja materijala razliCita pri jednoosnom naprezanju g, 4o, #
Ot aop, UVjeti Curstoce su:
lo1—v(03 + 03)| < 0y, dop
los—v (01 + 62)| < 0t aop
Oba uvjeta moraju biti istodobno ispunjena.

Teorija najvecih normalnih deformacija uzima u obzir sva tri glavna naprezanja. Iako se slaze
s ispitivanjima krhkih materijala, cesto je u neskladu s rezultatima za elastoplasticne

materijale.

3.5. Teorija najvecih posmicnih naprezanja

Teorija najvecih posmicnih naprezanja temelji se na pretpostavci da materijal puca kada
najvece posmicno naprezanje (t,,4,) U Materijalu premasi dozvoljeno posmicno naprezanje
(Tqop). Ovu teoriju, koja se jos naziva i treCom teorijom Cvrstoce postavili su Coulomb, Tresca

i Guest.

Prema toj teoriji, dva elementa od istog materijala, bez obzira na stanje naprezanja, nalaze

se u istom stanju ako imaju jednaka najvec¢a posmicna naprezanja.
Ekvivalentno naprezanje je:
Ockx = 01 — 03
Uvjet Cvrstoce glasi:
O = 01 — 03 < Ogop

Teorija se dobro podudara s eksperimentalnim rezultatima za elastoplasticne materijale, ali
ne daje zadovoljavajuce rezultate za krhke materijale. Njen nedostatak je Sto ne uzima u
obzir utjecaj srednjeg glavnog naprezanja na cvrstocu materijala.

Zavréni rad: Marta Cirjak 9



Ekvivalentno naprezanje prema teorijama cvrstoce

3.6. Teorija potencijalne energije deformacija

Prema toj teoriji, dva elementa od istog materijala, neovisno o naprezanju, nalaze se uistom

stanju ako imaju jednaku specificnu potencijalnu energiju deformacije.

Ekvivalentno naprezanje je:

O = \/012 + 0% + 02 — 2v(0,0, + 0,05 + 0307)

Uvjet Cvrstoce glasi:

Ook = Jaf + 0f+0% — 2v(010; + 0,03 + 0301) < Ogop

Ova teorija nije eksperimentalno potvrdena i stoga se rijetko primjenjuje.

3.7. Teorija potencijalne energije promjene oblika

Teoriju potencijalne energije promjene oblika, odnosno petu teoriju ¢vrstoce, postavili su M.,
T.Huber, R. von Mises i H. Hencky. Prema toj teoriji, dva elementa od istog materijala nalaze
se u istom stanju, neovisno o stanju naprezanja, ako imaju jednake specificne potencijalne
energije promjene oblika.

Ekvivalentno naprezanje je:

1
Oek = \/E [(01 — 02)2 + (03 — 03)% + (03 — 01)?]

Ook = Jaf + 07 + 0% — (0,0, + 0,05 + 0307)

Uvjet Curstoce glasi:

1
Ock = \/E [(01 — 02)% + (02 — 03)2 + (03 — 01)?] < Oyop

Teorija potencijalne energije promjene oblika uspjesno odgovara eksperimentalnim

rezultatima za elastoplasti¢ne materijale, dok za krhke materijale ne daje zadovoljavajuce

rezultate.

Zavréni rad: Marta Cirjak 10



SrediSte posmika tankostjenih poprecnih presjeka

4. SREDISTE POSMIKA TANKOSTJENIH POPRECNIH PRESJEKA

Srediste posmika kod tankostjenih poprecnih presjeka je tocka unutar presjeka kroz koju
mora proci rezultantna sila posmika kako bi se izbjeglo uvijanje (torzija) presjeka [4].

Za razliku od punih presjeka, kod tankostjenih presjeka, srediste posmika ne mora biti u
centru geometrije presjeka. Njegova pozicija ovisi o raspodjeli mase i geometriji presjeka.

U praksi, srediste posmika se koristi za analizu stabilnosti, vibracija i dinamickog ponasanja
konstrukcija. To je posebno vazno u aeronautici, gradevinarstvu i strojarstvu, gdje se koriste
tankostjeni elementi za postizanje lakih i ¢vrstih struktura.

Razmotrimo savijanje ravnog stapa kada poprecna sila F djeluje u jednoj od glavnih ravnina
koja nije u ravnini simetrije.

Ravnina opterecenja poklapa se s glavnom ravninom koja prolazi uzduznom osi Stapa i
glavnom sredisnjom osi z, dok se neutralna os poklapa s drugom glavnom sredisnjom osi
tromosti y.

F

ox

e dA ‘ =
M, g _;fh\ 1T

| ax Y =g 1"

v =8 . 1V 1

T n .
z dA" Txz h, i
v ®

Slika 4.1. Savijanje ravnog Stapa (lzvor: [5])

Raspodjela normalnih naprezanja o, opisana je izrazom:

M

y
Oy =—"Z

L,

Osim normalnih naprezanja o,, u poprecnom presjeku Stapa pojavljuju se i posmi¢na
naprezanja T, i Ty,. Posmicne sile na elementu dA izrazene su umnoskom, stvarajuci
moment torzije oko osi x:

Mx:f(fxz 'Y~ Tyyt2) dA
A

Dakle, prisutno je istodobno savijanje i uvijanje stapa.
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SrediSte posmika tankostjenih poprecnih presjeka

U poprecnom presjeku mozemo identificirati tocku kroz koju prolazi rezultanta svih
unutarnjih posmicnih sila — poprecna sila. Tu tocku nazivamo srediStem posmika ili
srediStem uvijanja, a ono se, u opfem slucaju, ne poklapa s tezisStem presjeka.

Za srediste posmika vrijedi:
T,-e= M, Zf(fxz Y~ Txyt2) dA
A

Ako se ravnina djelovanja poprecnog opterecenja pomakne za e, moze se izbjeci uvijanje
Stapa. U tom slucaju, vanjski moment torzije u ravnotezi je s momentom unutarnjih
posmicnih sila. Za savijanje bez torzije, ravnina opterecenja mora prolaziti kroz srediste
posmika, gdje je moment posmicnih sila jednak nuli [2].

Srediste posmika odredujemo kao sjeciste pravaca djelovanja dviju poprecnih sila T, i T,

koje su paralelne s glavnim sredisnjim osima tromosti presjeka.

Za poprecne presjeke stapa, posmicno naprezanje definirano je kao:
TSy

It

T, — poprecnasila,
S,, — staticki moment povrsine,
I, — moment tromosti,

t— debljina stijenke presjeka.

Za simetricne presjeke, srediste posmika lezi na osi simetrije, a kod presjeka s dvije osi
simetrije poklapa se s tezisStem. Srediste posmika ovisi samo o geometriji presjeka, a ne o
velicini ili smjeru poprecne sile. Kod zatvorenih Supljih presjeka, srediste posmika je blizu
tezista jer torzijska krutost smanjuje utjecaj torzije. Za tankostjene otvorene presjeke,
srediste posmika je kljucan parametar jer ti presjeci imaju nisku torzijsku krutost.
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Primjeri racunskih zadataka

5. PRIMJERI RACUNSKIH ZADATAKA

5.1. Dimenzioniranje stapa kruznog poprecnog presjeka

Stap okruglog popre¢nog presjeka promjera d nalazi se u horizontalnoj ravnini i opterecen
je s vertikalnim opterecenjem kao Sto je prikazano na slici. Treba dimenzionirati Stap prema
3. teoriji Cvrstoce, ako je dopusteno naprezanje o4,, = 120 MPa.

70 cm |

d-2 F=12 kN ¥

| 50 cm | 20cm |

Slika 5.1. Numericki primjer 1

Na pocetku zadatka potrebno je odrediti dijagrame unutarnjih sila. Prikazani su dijagrami
uzduznih sila, torzijskih momenata te moment savijanja oko osiy.
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Primjeri racunskih zadataka

T dijagram:

Opt. 1:

Izometrija
Utjecaji u gredi: max T2=-12.00/ min T2=-12.00 kN

Slika 5.2. Prikaz T dijagrama

M, dijagram:

Opt. 1:

Izometrija
Utjecaji u gredi: max M1=4.16 / min M1= 0.00 kNm

Slika 5.3. Prikaz M, dijagrama

Zavréni rad: Marta Cirjak
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Primjeri racunskih zadataka

M, dijagram:

Opt. 1:

Izometrija

Utjecaji u gredi: max M3=2.40 / min M3=-6.00 kNm

Slika 5.4. Prikaz M, dijagrama

Dijagrami unutarnjih sila dobiveni su pomocu racunalnog programa Tower. Nakon izracuna

unutarnjih sila potrebno je izracunati geometrijske karakteristike poprecnog presjeka i

primjenom 3. teorije Cvrstoce odrediti dimenzije poprecnog presjeka.

Vrijednost unutarnjih sila u presjeku A:

M, = 4,16 kNm
M, = 6,0 kNm

Geometrijske karakteristike i naprezanja poprecnog presjeka:

d*m
A=—
d*n
bh=lk="%
d3m
W= =5

Zavréni rad: Marta Cirjak
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Primjeri racunskih zadataka

3. teorija Cvrstoce:

Oek = |log — 03| < Odop

1
Oek =37 /Mtz + Mj < 040p
y

1
FEr V(4,16 -106)2 + (6,0 - 106)2 < 120
32
4> 32 +/(4,16 - 106)2 + (6,0 - 106)?
= 120
d = 85,26 mm
ODABRANO:
d =90mm

Zavrsni rad: Marta Cirjak 16



Primjeri racunskih zadataka

5.2. Odredivanje koeficijenata sigurnosti

Na sustav prikazan na slici djeluje vertikalna sila P = 2 kN. Stap je kruznog popre¢nog

presjeka. Prema 3. i 5. teoriji Cvrstoce treba odrediti koeficijente sigurnosti u presjecima 1-
1,2-213-3.

or = 240 MPa

d =40mm

800 mm

Slika 5.5. Numericki primjer 2

Da bi odredili koeficijente sigurnosti ponajprije je potrebno odrediti dijagrame unutarnjih sila

nastalih pod zadanim opterecenjem.
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Primjeri racunskih zadataka

T dijagram:
Opt. 1:
™~
™~
\
Izometrija
Utjecaji u gredi: max T2=-0.00/ min T2=-2.00 kN

Slika 5.6. Prikaz T dijagrama

N dijagram:

Opt. 1:

2.0

Izometrija
Utjecaji u gredi: max N1=0.00 / min N1=-2.00 kN

Slika 5.7. Prikaz N dijagrama

Zavréni rad: Marta Cirjak
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Primjeri racunskih zadataka

M, dijagram:
Opt. 1:
™~
™~
\
Izometrija
Utjecaji u gredi: max M1=-0.00/ min M1=-0.80 KNm

Slika 5.8. Prikaz M, dijagrama

M, dijagram:
Opt. 1:
Izometrija
Utjecaji u gredi: max M3=0.60/ min M3=-0.80 KNm

Slika 5.9. Prikaz M, dijagrama

Zavréni rad: Marta Cirjak
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Primjeri racunskih zadataka

M, dijagram:

Opt. 1:

Izometrija

Utjecaji u gredi: max M2=0.80 / min M2=-0.00 kNm

Slika 5.10. Prikaz M, dijagrama

Kao i u prethodnom zadatku, dijagrami su dobiveni pomocu racunalnog programa Tower.

Zatim je potrebno odrediti geometrijske karakteristike kruznog poprecnog presjeka, te

ekvivalentno naprezanje prema 3. i 5. teoriji CvrstocCe za svaki zadani presjek.

Geometrijske karakteristike:

d*m
A= - = 1257 mm?
d*m .
Iy =1, = 6_4 = 125663,7 mm
B B d3m B 4031 B s
Wy_VVZ_B_Z_ 32 = 6283 mm

3

W—dn—12566 3
T mm

Zavréni rad: Marta Cirjak
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Primjeri racunskih zadataka

3. TEORIJA CVRSTOCE

Ekvivalentno naprezanje :
Ock = |01 — 02

Presjek 1-1:

Vrijednosti unutarnjih sila:
M, = M, = 0,8 kNm
Glavna naprezanja:

Mg + M
%2 =g,
y

_08-10° 127.33 MP
O1% "go83 U a
0, = 0MPa

Ekvivalentno naprezanje:
Oer = 127,33 MPa
Presjek 2-2:
Vrijednosti unutarnjih sila:
M, = M; = 0,6 kNm

M, = 0,8 kNm

Glavna naprezanja:

1 1
012 = W<MS + M2+ M,_?) =5 (0,6 -10° +/(0,6 - 105)2 + (0,8 - 106)2)
y

o, = 127,33 MPa

o, = —31,83 MPa

Zavréni rad: Marta Cirjak 21



Primjeri racunskih zadataka

Ekvivalentno naprezanje:

Opx = |0y —0,| =1127,33 — (—31,83)| = 159,16 MPa

Presjek 3-3:

Vrijednosti unutarnjih sila:

N =2kN
M, = 0,6 kNm
M, = 0,8 kNm

Mg = |MZ+M2=/06%+08 =1kNm

Ekvivalentno naprezanje:

O = loy — 0yl =02 +412 =0
Mg N 10-10° 2-10°

Ok =y T4 T 6283 T 1257

= 160,75 MPa

0.x = 160,75 MPa

5. TEORIJA CVRSTOCE

Ekvivalentno naprezanje :

Ook = Jaf + 0% — 0,0,

Presjek 1-1:

Vrijednosti unutarnjih sila:

M, = M, = 0,8 kNm

Zavréni rad: Marta Cirjak
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Primjeri racunskih zadataka

Ekvivalentno naprezanje:

_ My _08-10°

= s = 127,33 MP
ek =, T 6283 ¢

Presjek 2-2:
Vrijednosti unutarnjih sila:
M, = M, = 0,6 kNm

M, = 0,8 kNm

Glavna naprezanja:

o, 1
01, = ExiE\/a,g + 4712

_Ms _06-10° _ oo s p
*Tw, T ez
_ M _0810° o s6mp
"W, T 12566 0T

955 1
2= —— % E‘/95’52 + 4+ 63,662

o, = 127,33 MPa
o, = —31,83 MPa

Ekvivalentno naprezanje:

o = \/127,33% + (—31,83)2 — 127,33 - (—31,83)
Oer = 145,87 MPa

Zavrsni rad: Marta Cirjak 23



Primjeri racunskih zadataka

Presjek 3-3:

Vrijednosti unutarnjih sila:

N =2kN
M, = 0,6 kNm
M, = 0,8 kNm

Mg = |[MZ+ M2 =./0,62 + 0,82 = 1 kNm

Ekvivalentno naprezanje:

O =\V0%2+312=0
1,0 - 10° N 2-103
6283 1257

M, N
Ock = W + a1~ = 160,75 MPa
y

Oex = 160,75 MPa

Nakon sto smo odredili ekvivalentna naprezanja mozemo izracunati koeficijente
sigurnosti.

KOEFICIJENTI SIGURNOSTI

Koeficijenti sigurnosti za ekvivalentna naprezanja dobivena prema 3. teoriji ¢vrstoce:

Presjek 1-1:
_ 240 MPa Lag
127,33 MPa
Presjek 2-2:
_ 240 MPa 151
"~ 159,16 MPa

Zavréni rad: Marta Cirjak 24



Primjeri racunskih zadataka

Presjek 3-3:
240 MPa

= 160,75 Mpa _ ¥

Koeficijenti sigurnosti za ekvivalentna naprezanja dobivena prema 5. teoriji cvrstoce:

Presjek 1-1:
_ 240 MPa Le8
127,33 MPa
Presjek 2-2:
_ 240 MPa L6s
"~ 145,87 MPa '
Presjek 3-3:
_ 240 MPa 149
160,75 MPa
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Primjeri racunskih zadataka

5.3. Odredivanje sredista posmika tankostjenog poprecnog presjeka

Za zadani tankostjeni profil potrebno je odrediti srediste posmika i nacrtati dijagram
posmicnih naprezanja.

// O
s o
&
~
e
s
~
( ——
|
|
|
} o
, ™
|
|
y !
: T
|
} o
I m
|
|
|
k —_—
o
™
z
| 30 | 30 |

Slika 5.11. Numericki primjer 3

Kako bi rijesili zadatak prvo trebamo odrediti rezultante posmicnih naprezanja po dijelovima
poprecnog presjeka (S;).
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Primjeri racunskih zadataka

30

® 2
y e
=
o
o

30

q50
@\‘ ®

Slika 5.12. Prikaz rezultanti posmicnih naprezanja po dijelovima poprecnog presjeka

PosmiCna naprezanja racunamo po izrazu:

T,-S,
=12

T
Iy

T, — poprecna sila
S, — staticki moment povrsine
I, — moment tromosti poprecnog presjeka

t — debljina stijenke poprecnog presjeka
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Primjeri racunskih zadataka

Odredivanje aksijalnog momenta tromosti:

3 303 - 60°

o . . 2
I, =4 [Sin45° 12 +3-42,45- (45)“ |+ 12

= 1,123 - 10mm*

Dio 1:

S; - Sin45°

S;=t-sl-(3o+ :

) =t- 51(30 + 0,354‘51)

Z

Tl = t- 51(30 + 0,35451)
Lt
a a TZ 5 TZ a2 a3
Tl = .f Tltdsl = f _(90 ) Sl + 1,0651)d51 = — 90_ + 1,06_
0 o 1y L, 2 3
= Iz 90 42,437 + 1,06 42,437\ _ 0,0943T
©1,123-10° 2 ’ 3 o z

Rezultanta na dijelu 1. Simetrija! T; = Ts

Dio 2:
Sy =90-42,43 + 1,06 - 42,43% = 5727 mm?

Sy Sin45°>

S§=s;+3-sz-<6o— = 5727 4+ 180 - s, — 1,0652

_ L 5727 + 180 - 1,06s2
Tz—I_t( + s, — 1,06s3)
y

a
T2 = ] thdSZ
0

aTZ ,
= ] (5727 + 180 - 5, — 1,0653)ds,
0o 'y
3

T, a? a
=—|5727-a+ 1807— 1,06 —

I, 3

= Iz 5727 - 42,43 + 180 42,43° 10642'433 = 0,337T.
©1,123-10° ’ 2 ’ 3 o z

Rezultanta na dijelu 2. Simetrija! T, =T,
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Primjeri racunskih zadataka

Odredivanje unutarnjih sila:

30

30

Slika 5.13. Shema unutarnjih posmicnih sila T; i poprecne sile T,

T, e =Ty 60+ Ty 60+ Ty - 602
T, e =T, cos45 - 60 + T, - sin45" - 60 + Ty - cos45 - 60 - 2

T, e = 0,337T, - cos45" - 60 + 0,0943T, - sin45" - 60 + 0,0943T, - cos45 - 60-2 /(T,)
e = 26,35 mm

Pozitivan predznak e znaci da je polozaj sile T, dobro pretpostavljen.
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Primjeri racunskih zadataka

Dijagram posmicnih naprezanja:

Slika 5.14. Prikaz dijagrama posmicnih naprezanja
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Zakljucak

6. ZAKLJUCAK

U ovom radu analizirano je ponasanje Stapova pod kombiniranim opterecenjem savijanja i
torzije uz primjenu teorija ¢vrstoce te srediste posmika tankostjenog poprecnog presjeka.
Rezultati pokazuju da kruzni poprecni presjeci, uz primjenu teorija ¢vrstoce, omogucuju
precizno odredivanje sigurnosnih parametara i otpornosti na kombinirana opterecenja. Kod
tankostjenih Stapova otvorenog presjeka, odredivanje sredista posmika kljutno je za
smanjenje djelovanja torzije, Sto omogucuje pojednostavljenje stanja naprezanja. Analiza
tankostjenih Stapova otvorenog poprecnog presjeka naglasava vaznost preciznog
odredivanja sredista posmika kod elemenata s malom torzijskom krutoscu.
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