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SaZetak

SAZETAK

Ovaj zavrsni rad baviti ¢e se odredivanjem pomaka tocaka staticki odredenih ili neodredenih
sistema analitickim i grafoanalitickim postupkom, odnosno usporedbom tih dviju metoda. Za
pocetak ée se obje procedure teorijski obraditi, a kasnije ¢e se kao nastavak prikazati i broj
razli¢itih konkretnih primjera pomocu kojih ¢e se teorijska podloga rada proSiriti na prakti¢nu
primjenu opisanih metoda. Metode koje ¢e se usporedivati su analiticka metoda i
grafoanaliticka metoda (temeljena na Mohrovoj analogiji) odredivanja progiba odnosno
pomaka tocke. Pomak Zeljene tocke prvo ¢emo odrediti preko diferencijalne jednadzbe
progibne linije, a zatim metodom jedini¢ne sile. Dobiveni ¢e se pomaci usporediti s iznosima
odredenim numericki odnosno primjenom grafoanalitickog postupka.

Kljucne rijeci: momentni dijagram; analiticka metoda; grafoanaliticka metoda; Mohrova
analogija; diferencijalna jednadzba progibne linije

Zavrsni rad: Matija Lazié¢ i



Summary

SUMMARY

This thesis will focus on determining the displacements of points in statically determinate or
indeterminate systems using analytical and graphical-analytical methods, specifically by
comparing these two approaches. Initially, both procedures will be theoretically examined,
followed by the presentation of various concrete examples to extend the theoretical
foundation of the work to practical application of the described methods. The methods to be
compared are the analytical method and the graphical-analytical method (based on Mohr's
analogy) for determining deflections or point displacements. One of the analytical methods
will be used to determine the moment diagram values of a given static system, and the
deflection will be obtained using the differential equation of the deflection curve. The
calculated displacements will be compared with the values determined numerically, i.e., by
applying the graphical-analytical method.

Key words: moment diagram; analytical method; graphical-analytical method; Mohr's
analogy; differential equation of the deflection curve
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Uvod

1. uvobD

Tema kojom ce se ovaj zavrdni rad baviti je usporedba odredivanja pomaka tocaka statickih
sistema analitickim i grafoanalitickim postupkom. Analitickim metodama odrediti ¢emo
vrijednost progiba tocke u statickom sistemu. Dobiveni ¢e se analiticki pomaci usporediti s
iznosima odredenim numeric¢ki odnosno primjenom grafoanalitickog postupka. Obje ¢e se
procedure teorijski obraditi. Ova je tema znacajna zbog usporedbe preciznosti rezultata
dobivenih na temelju primjene dvije prethodno navedene metode. Kada odredimo pomak npr.
grafoanalitickom metodom, jednostavnho moZemo provjeriti to¢nost naseg proracuna
analitikom. Vazno je dobro usporediti dvije metode, vidjeti koje su prednosti i mane svake, te
na kraju uz prakti¢nu primjenu svake od njih dobiti traZzene rezultate koje éemo usporediti te
ustvrditi kolika je razlika izmedu njih.

Zavrsni rad: Matija Lazié¢ 1



Razrada teme

2. ODREPIVANJE POMAKA TOCAKA STATICKI ODREDENIH SISTEMA
ANALITICKOM METODOM

U ovome ¢emo poglavlju objasniti postupak dobivanja pomaka u nekoj od promatranih toc¢aka
staticki odredenih nosaca analitickim putem. Za pocetak ¢emo definirati Sto su to staticki
odredeni sistemi, kako se kod njih raCunaju vanjske i unutarnje sile te zatim postupak
konstrukcije momentnog dijagrama koji nam je potreban kako bi u konacnici preko
diferencijalne jednadzbe progibne linije, koja je povezana s momentnom funkcijom,
jednostavno mogli odrediti vrijednost pomaka. Nacin odredivanja vanjskih i unutarnjih sila
statickog sustava analitickim putem zavisi od toga da li je sustav odreden ili neodreden. Kada
bi govorili o stati¢ki odredenom sustavu, to bi u prijevodu znacilo da sve vanjske (reakcije na
leZzajevima) i unutarnje sile (momenti, poprecne i uzduzne sile) tog sustava mozemo odrediti iz
tri osnovne jednadzbe ravnoteze. Tri osnovne jednadzbe ravnoteze ravninskog sustava su :

(1) ZE=0
(2 XE =0
(8) ZMg+X%F+R =0

Izraz (1) kaZe kako suma svih sila koje djeluju na stati¢ki odredeni sustav mora biti jednaka nuli
kako bi tijelo bilo u ravnoteZi. Izraz (2) predstavlja isto kao i izraz (1), samo se odnosi na sve sile
u y smjeru. lzraz (3) kaze kako suma svih koncentriranih momenata i momenata uzrokovanih
djelovanjem sila na odredenoj udaljenosti, mora biti jednaka nuli.

Dakle, staticki odredeni sistemi su konstruktivni sistemi kod kojih se vanjske i unutarnje
sile. mogu izraunati koristenjem iskljuivo uvjeta ravnoteZe. Svako optereéenje staticki
odredenog sistema dovodi do jednoznacnih rjeSenja za sve sile unutar sistema. Drugim
rijeCima, ako se na bilo koji nacin izracunaju sile u sistemu koje zadovoljavaju jednadzbe
ravnoteZe za zadano opterecéenje, to rjeSenje je toc¢no i jedinstveno. (Veselin Simovi¢, 1988.)

Sada éemo jedan primjer staticki odredenog sistema. Na slici 1 prikazan je primjer
stati¢ki odredenog sustava.

A A

K
A

Slika 1. : Stati¢ki odreden sustav br.1 (prosta greda)

Zavrsni rad: Matija Lazi¢ 2



Razrada teme

Dakle, kada bi na nosacu sa slike 1 djelovalo bilo kakvo vanjsko opterecenje, reakcijske sile na
leZzajevima nosaca i unutarnje sile u nosacu mogli bi odrediti koristeéi se jednadZbama
ravnoteze obzirom na to da se radi o stati¢ki odredenom nosacu. Opteretimo li sada nosac sa
slike 1 popre¢nom silom (T') u tocki x = a i jednolikim kontinuiranim poprec¢nim opterecenjem
(g) koje djeluje na rasponu ¢, moZzemo zapoceti sa objasSnjavanjem postupka odredivanja
dijagrama momenata koji nam je potreban za odredivanje pomaka to¢aka nosaca analitickim
putem. UzduZna reakcijska sila u leZaju A jednaka je nuli jer nema zadanog vanjskog
opterecenja u x smjeru, te obzirom da je u lezaju B osloboden pomak u horizontalnom smjeru,
$to znadi da taj lezaj ne preuzima nikakvu horizontalnu silu. Uslijed toga, kada bi horizontalna
sila u leZaju A postojala, ne bi postojala sila koja ju moZe uravnoteZiti, stoga zaklju¢ujemo da je
A, = 0. Prosta greda sa zadanim prethodno opisanim vanjskim optere¢enjem prikazana je na
slici 2.

y a y b y C y
A1 A A1 A

| 1 g
A1 A

Slika 2. : Staticki odreden sustav br.1 sa zadanim vanjskim optereéenjem (lzvor : Simovi¢,
1988.)

Za zadano vanjsko opterecenje potrebno je konstruirati momentni dijagram. Postupak
¢emo objasniti na nacin da éemo i¢i od pocetka nosaca (¢vor A) prema kraju nosaca (¢vor B)
te ga podijeliti na intervale u kojima ¢emo onda odrediti izraz momentne funkcije. Na prvom
intervalu [0 < x < a] jednadZba za moment savijanja glasi :

4 M,=A=*x

Reakcijska poprecna sila u lezaju A jedina je sila koja uzrokuje pojavu momenta savijanja u
nosacu. |z navedenog izraza za moment savijanja na prvom intervalu jasno je da je funkcija
momenta na tom dijelu nosaca linearna. To implicira da ¢e dijagram momenta biti pravac koji
spaja tocke definirane vrijednostima momenata na granicama intervala. Te vrijednosti su za
x=0;My=0izax =a;My=A=*a.Nadrugom intervalu, [a < x < (a + b)], jednadzba
momenata savijanja ima sljededi oblik :

(5) My=Axx—-Tx*((x—a)

Na ovome je intervalu momentna funkcija takoder linearna, pa kontura dijagrama zadrzava
oblik pravca. Jasno je da je u pocetnoj tocki ovoga intervala x = a vrijednost momenta M;

Zavrsni rad: Matija Lazi¢ 3
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jednaka onome u krajnjoj tocki prvom intervala. Vrijednost momenta savijanja u tocki x =
(a + b)iznosi:

(1) M,=Ax(a+b)—T=xb

Za treciinterval, [(a + b) < x <[], funkcija momenata imati ¢e oblik kvadratne funkcije :

(2 M =Bs(-x-2CL

Kako bismo pojednostavili izraz, jednadzba momenta savijanja je formulirana tako da se zbroj
momenata svih sila koje djeluju s desne strane presjeka uzima u obzir. Stoga ¢e na tom dijelu
grede moment biti parabola drugog stupnja. S obzirom na to da su vrijednosti momenata na
granicama podrucja poznate, a mogu se takoder izra¢unati iz prethodno navedene jednadzbe,
graficki prikaz momenata savijanja dobiva se konstrukcijom parabole drugog stupnja koja
prolazi kroz dvije zadane tocke, s poznatom tangentom u jednoj od tih tocaka (tocka 2).
Konstrukcija momentnog dijagrama za sustav zadan na slici 3 prema navedenim koracima
prikazana je na slici 3. (Veselin Simovi¢, 1988.)

@

T q
® | SPTSRTENY
A |
|
| |
| | )
| | 7
| | //
l | (1('2«"‘ /]
| | %
|
i il (1('2;“'8
P
#
A
v 4 v b v c/2 v c/2 v
/ A 4 /1 4
I/ l V
/ 4

Slika 3. : Momentni dijagram (lzvor : Simovi¢, 1988.)

Konstrukcija linearnog dijela momentnog dijagrama lako se dobije iz navedenih
formula. Konstrukcija paraboli¢nog dijela dijagrama provodi se na sljedeci nacin. Za pocetak,
narancastom iscrtkanom linijom spojimo grani¢ne vrijednosti momenta savijanja na intervalu
[(a + b) < x < l]. Zatim, na sredini podrucja djelovanja distribuirane sile (c¢/2) od narancaste

Zavrsni rad: Matija Lazi¢ 4
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2
. . .. *C .ps V. .
linije dva puta nanosimo vrijednost qT. Kada smo to napravili, u tocki kraja prve nanesene

2
.. . *C . . e v . v .
vrijednosti qT crtamo iscrtkanu zelenu liniju paralelnu narandastoj. Sa to¢kom kraja druge

2

nanesSene vrijednosti spajamo grani¢ne vrijednosti momenata na intervalu. To je

naznaceno Zutim linijama. Zuta linija s lijeve strane dijagrama biti ée samo produljenje pravca
momentnog dijagrama na drugom intervalu zato Sto u tocki x = (a + b) ne djeluje nikakva
koncentrirana poprecna sila koja bi prelomila tu tangentu. Sada smo konstruirali sve sto je
potrebno za crtanje krivulje drugog reda. Tangente nase krivulje biti ¢e dvije Zute i zelena
iscrtkana linija. Dijagram momenata ima maksimalnu vrijednost M,,,,, u tocki gdje je poprecna
sila jednaka nuli (P = 0). U toj tocki nagib tangente na dijagram jednak je nuli, odnosno
tangenta je poloZena horizontalno u smjeru osi x. Na taj smo nacin u potpunosti konstruirali
momentni dijagram koji nam je potreban za odredivanje pomaka.

Kako bi odredili pomak u nekoj tocki nosaca, koristit ¢emo se diferencijalnom
jednadzbom progibne linije. lzvod diferencijalne jednadzbe proizlazi iz povezanosti
zakrivljenosti grede K (x) s progibom w(x) preko druge derivacije i iz izraza Hookeovog zakona
za savijanje :

d?w(x)
(6) x(x)=—3

(7) M(x) =EI *k(x)

Izraz (6) predstavlja izraz za zakrivljenost nosaca preko progiba, dok izraz (7) predstavlja
Hookeov zakon za savijanje. Prema Hookeovom zakonu za savijanje (izraz 7), vidimo da je
moment savijanja povezan s zakrivljeno$¢u nosaca. Clan EI predstavlja fleksijsku krutost
nosaca, odnosno otpornost materijala od kojeg je nosac nacinjen na savijanje. Vidimo kako u
oba izraza imamo prisutnu zakrivljenost nosaca k(x). Kada iz izraza (7) izrazimo zakrivljenost
nosaca, dobivamo :

Mx)
El

(8) K(x)=

Sada jednostavno izjednacimo dva razliCita izraza za zakrivljenost, izraz (6) i izraz (8), te
dobivamo:

d’w(x) _ M(x)
dx2 ~  EI

(9)

Izraz (9) predstavlja diferencijalnu jednadzbu progibne linije nosaca. Dvostrukim integriranjem
izraza (9) dobivamo izraz (10) za progib nosaca :

(10) w(x) = %* [ M(x) dx dx + Cix + C,
pri éemu su :

e  M(x) — funkcija vrijednosti momenta po apscisi (x) ravnog nosaca
e El —fleksijska krutost nosaca

Zavrsni rad: Matija Lazi¢ 5
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e (i, C — konstante integracije koje se odreduju iz rubnih uvjeta grede (npr. progib na
krajevima grede)
e w(x) — progib nosaca
Primjenjujuciizraz (10) moZemo za primjer odrediti progib nosaca sa slike 3 u tocki x =
(a+b) + % Kako bi odredili pomak, dvostruko integriramo funkciju momenta za tredi interval

po x. Funkcija momenata glasi :

w(1—2)2
(11) Mx=B*(z—x)—%

Kada ju dvostruko integriramo dobivamo :

—x)3 w(l—x )%
(12) [fm, =B+ -TE 4 cxt g,

Kada uvrstimox = (a + b) + %, dobivamo izraz za progib u toj tocki :

[ 3 [ 4
l-a+b+= qx\l-a+b+-
(13) w(a+b+§)=%*ﬂ<3*( - ) ol ” 2)+c‘5x+c‘6)

Detaljnije odredivanje konstanti integracije pokazat éemo u zadnjem poglavlju na konkretnom

primjeru. Sada imamo opdi izraz za vrijednost progiba u to¢ki nosaéa x = (a + b) + %

Zavrsni rad: Matija Lazi¢ 6
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2.1. ODREDIVANJE POMAKA TOCAKA NEODREDENOG STATICKOG SISTEMA
ANALITICKOM METODOM (METODOM JEDINICNE SILE)

U ovome éemo poglavlju objasniti postupak odredivanja progiba u promatranoj tocki
staticki neodredenog nosaca analitickim putem pomocu metode jedinicne sile. Za pocetak
¢emo definirati Sto je to staticki neodredeni sistem, zatim éemo nabrojiti neke od metoda
pomocu kojih moZemo dobiti iznose vanjskih, unutarnjih sila i pomaka u takvim sistemima.
Zatim ¢emo kroz primjer detaljnije objasniti primjenu metode jedini¢ne sile kako bismo u
konacénici dosli do analiticke vrijednosti progiba na zadanom staticki neodredenom sistemu.

Staticki neodredeni sustavi su geometrijski nepromjenjivi sustavi koji imaju vise veza
nego $to je minimalno potrebno. U takvim sustavima sile se ne mogu izraCunati samo pomocu
jednadzZbi ravnotezZe, vec je potrebno uzeti u obzir i jednadzbe koje povezuju deformacije i
pomake. lako kod staticki neodredenih sustava postoji jednoznacnost rjeSenja, ispravnost
rieSenja ne moze se provjeriti isklju¢ivo pomocu uvjeta ravnoteze. Potrebno je zadovoljiti i
uvjete kompatibilnosti deformacija i pomaka. lako postoji beskonaéno mnogo rjesSenja koja
zadovoljavaju uvjete ravnoteze, ispravno je samo ono koje zadovoljava i uvjete deformacija i
pomaka. (Veselin Simovi¢, Gradevna statika 1)

Formula za odredivanje stupnja staticke neodredenosti sistema glasi :
(14) m = Sk_122_2Z3_3Z4_—"‘
Pri éemu je :
e k- broj zatvorenih struktura u sustavu
® 723,23,24, ... — zglobovi koji povezuju 2, 3, 4, ... Stapova ili diskova
e m - broj prekobrojnih veza / stupanj staticke neodredenosti sustava
(I.P. Prokofjev, 1968.)

Sada ¢emo prokazati primjer jednog staticki neodredenog sistema. Primjer je prikazan
na slici 4.

Slika 4. : Staticki neodreden sustav br.1

U slucaju sa slike 4 nam je zadan primjer staticki neodredenog nosaca sa stupnjem
staticke neodredenostim = 1 (znacdi da ima jednu vezu viSe nego Sto je potrebno da bude
staticki odreden). U ovom se slucaju uz jednadzbe ravnoteze moramo koristiti i nekom od

Zavrsni rad: Matija Lazi¢ 7
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metoda koja u obzir uzima meduzavisnost deformacijske energije i pomaka. Takvih metoda
postoji viSe, od kojih su neke metoda sila, metoda pomaka, metoda konacnih elememata,
iterativne metode i Ritzova metoda (metoda odredivanja minimuma potencijalne energije u
linearno elasticnom modelu). Mi éemo se, za potrebe ovog zavr$nog rada, pri odredivanju
momentnog dijagrama i pomaka static¢ki neodredenih sistema koristiti metodom jedini¢ne sile,
¢iju ¢emo primjenu kroz primjer sa slike 4 detaljnije pojasniti.

Metoda analiza staticki neodredenih konstrukcija putem metode sila temelji se na
nacelu stacionarne vrijednosti ukupne komplementarne energije. Drugi Castiglianov teorem
odnosi se na svojstvo komplementarne deformacijske energije, gdje je derivacija te energije
po vanjskoj sili jednaka pomaku tocke primjene sile u smjeru djelovanja te sile. Kako bi se
odredila komplementarna deformacijska energija, potrebno je poznavati unutarnje sile u Stapu
ili konstrukciji, kao i njihove geometrijske i fizikalne karakteristike. Te karakteristike su
unaprijed definirane. Da bi se izraCunala komplementarna deformacijska energija na staticki
neodredenoj konstrukciji, potrebno je transformirati tu konstrukciju u staticki odredenu
uklanjanjem viska veza. Dakle staticki neodredeni sustav svodimo na staticki odredeni
nepromjenjivi sustav. Uklanjanjem suvisnih veza oslobadaju se nepoznate sile u tim vezama,
koje se oznacavaju kao X;, X5, X3, ..., X;,,. Na taj naCin dobiven staticki odredeni sustav, koji
ostaje nepromjenjiv, naziva se proracunskim ili osnovnim sustavom. Dakle, metoda sila
predstavlja nacin rjeSavanja staticki neodredenih konstrukcija tako Sto se oslobadaju sile u
suvisnim vezama. Sada ¢éemo na primjeru staticki neodredenog sustava sa slike 4 prikazati dva
primjera moguce postavljenih osnovnih sistema. Prvi je primjer osnovnog sistema prikazan na
slici 5, a drugi na slici 6. (Milutin Andeli¢, 2005.)

"

i N
) P@
AV 1 /II/

Slika 5. : Osnovni sustav br.1
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Slika 6. : Osnovni sustav br.2

U prvome smo slucaju uklonili lezaj koji je sprecavao vertikalni pomak na desnoj strani
grede te ga zamjenili odgovaraju¢om silom X; u y smjeru globalnog koordinatnog sustava. U
slu¢aju sa slike 6 oslobodili smo moment na pocfetnom leZaju nosata te ga zamijenili
koncentriranim momentom X; kako bi dobili pripadajuci osnovni sustav.

Uklanjanje suvisnih veza iz staticki neodredenog sustava mozZe se obaviti na nekoliko
razli¢itih nacina. Stoga mogu postojati razli¢iti osnovni sustavi, kao Sto je prikazano u
prethodnom primjeru. Za izbor osnovnog sistema ne postoje ¢vrsta pravila. Mi sami biramo
koje ¢emo veze presjedi, ali je poZeljno je odabrati osnovni sustav na nacin da pomaci duz
pravaca oslobodenih veza budu istog reda velicine. Sile i momenti koje dodajemo u osnovni
sistem umjesto prekobrojnih veza su nepoznate vrijednosti koje prvo moramo izracunati da
bismo proveli staticku analizu sistema. Kako bismo nasli te sile i momente sastavljamo dodatne
jednadzbe temeljene na teoriji I. reda, odnosno postojanja linearnosti kod malih pomaka i
deformacija. Na$ osnovni sustav, na koji djeluju unaprijed zadana opterecenja i nepoznate
veli¢ine X4, X,, X3, ..., X, koje su uvedene umjesto uklonjenih prekobrojnih veza, mora se
ponasati identi¢no kao zadani staticki neodredeni sustav. Drugim rijeCima, sile i pomaci koji su
prouzrokovani u njemu prisustvom optereéenja i navedenih nepoznatih veli¢ina moraju biti
istovjetni sa silama i pomacima koji se javljaju u zadatom staticki neodredenom sustavu.
Sljedecdi izraz predstavlja ukupni pomak na mjestu, u pravcu i smjeru sile u prekobrojnoj vezi,
koji je uzrokovan kako vanjskim djelovanjem tako i silama u prekobrojnim vezama. To je
zapravo uvjet kompatibilnosti pomaka zadanog i osnovnog stati¢ckog sustava (Milutin Andeli¢,
2005) :

(15) 71=1Xj&j + 51'0 =0.

Obzirom da zadani osnovni sustav nema relativnih pomaka na mjestima uklonjenih
prekobrojnih veza, prethodni izraz je jednak nuli. Sada ¢éemo, radi objasnjenja nacina primjene
metode jedini¢ne sile, na nas osnovni sustav sa slike 5 zadati vanjsko distribuirano opterecenje
q duz cijelog nosaca. Osnovni sustav sada izgleda ovako :
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Slika 7. : Osnovni sustav br.1 sa zadanim vanjskim opterecenjem q

Fleksijska je krutost EI konstantna duZ cijelog nosaca. Kako bi za zadani primjer odredili
dijagrame unutarnjih sila potrebno je poznavati reakcije na leZajevima Ay, Ay, My i M,,.
Jednadzba kontinuiteta za zadani staticki neodredeni sistem glasi :

(16) X1 * 611 + 610 == 0
Clan X, * 8, predstavlja vertikalni pomak to¢ke B od sile X;, a &lan &§;, pomak na tom istom

mjestu, ali uzrokovan vanjskim optere¢enjem q. Funkcija momenta uzrokovanog vanjskim
opterecenjem q glasi :

qrx?

(17) M2=-— —.

Funkcija je prikazana na nacin da je vrijednost momenta uzrokovana djelovanjem vanjskog
opterecenja sa desne strane presjeka. Funkcija momenta uzrokovanog silom X; = 1 je:

(18) my =1=*x.

Momentni dijagram uzrokovan vanjskim opterecenjem g prikazan je na slici 8, a momentni
dijagram uzrokovan silom X; = 1 naslici 9.

ql?/2

Slika 8. : Momentni dijagram M2
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X =1
1% T1

Slika 9. : Momentni dijagram m,4

Skica pretpostavljenog pomaka od sile X; prikazan je na slici 10, a od opterecenja g na slici 11.

X1*611
i 1 V
/1 A

Slika 10. : Pretpostavljeni pomak nosaca od sile X;

®

61 0

Slika 11. : Pretpostavljeni pomak nosaca od optereéenja g

Pretpostavka konacnog progiba uzrokovanog silom X; i vanskim optereéenjem q prikazana je
na slici 12.

Slika 12. : Pretpostavka kona¢nog pomaka nosaca
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Izrazi pomocu kojih dobivamo iznose pomaka &;; i §;o u opéem obliku glase :

Li (Myi*¥Nyj My j¥Myy
_ n k xjtxi X j xi
(19) & = ¥k=1 ), ( oA o, )*dx
k4K klk
L (N2xny; = M2xmy;
_\n k x ¥y x*Mxi
(20) 810 = Mty fy* (Rt 4 M) 4 gy
kak klk

Kada primjenimo navedene izraze u nasem slucaju dobivamo sljedece :

(21) 611 = fol% * My * dx

(22) 610 = [ M2 wm,, *dx.

0 Exl
Kada uvrstimo sve $§to nam je iz primjera poznato, dobivamo :
1 1xl
(23) 8y, = —foa*l*l*dx
q+l?

(24) 8y = folﬁ*l*l*dx.

Nakon $to izraze integriramo, dobivamo :

l3

(25) b1 =—5
_ at
(26) 610 =5

(Milutin Andeli¢, 2005.)

Uz direktnu integraciju, vrijednosti koeficijenata fleksibilnosti mozemo dobiti pomocu
Veresc¢aginova teorema. VeresScaginov teorem predstavlja umnozak dvije podintegralne
funkcije od kojih je jedna uvijek prvog stupnja zbog toga Sto predstavlja funkciju unutarnje sile
zbog djelovanja jedini¢ne sile ili momenta. Stupanj druge funkcije ovisiti ¢e o kakvom se tipu
vanjskog optereéenja radi (koncentrirane sile, distribuirana sila, koncentrirani momenti, ...).
»Prema Veres¢aginovom teoremu integral umnoska dvije funkcije od kojih je (barem) jedna
prvog stupnja moZe se odrediti na temelju izraza :

(27) L= f: 91(x) * go(x)dx = Gy * go(x7(Gy1))

Gdje je povrsina izmedu g,(x) i osi x u granicama od x = a do x = b, (x;(G,) je apscisa
teZista povrsine Gy, a g,(xr(G,)) je vrijednost funkcije g,(x) za x = x7(G,).” (Petra Gidak,
Elizabeta Samec, 2022.)

Zatim jednostavnom pretvorbom izraza uvjeta kompatibilnosti dobivamo izraz za
vrijednosti sile X;.

(28) X =-—-—

Uvrstavajuci dobivene vrijednosti f11 i f10 za X1 dobivamo :
q=t*

— **_3ql
(29) X1—81—§I—?

3xEx*]
Obzirom da smo dobili pozitivan predznak X;, znaci da smo na pocetku dobro pretpostavili

njezin smjer. Sada kada nam je poznata vrijednost sile X;, preko jednadzbi ravnoteze
jednostavno bi mogli izracunati nepoznate reakcijske sile koje su nam potrebne za odredivanje
momentnog dijagrama zadanog stati¢ki neodredenog nosaca. Sada kada nam je poznata
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vrijednost sile X1, preko jednadzbi ravnoteZe jednostavho moZemo izracunati nepoznate
reakcijske sile koje su nam potrebne za odredivanje momentnog dijagrama zadanog staticki
neodredenog nosaca.

A@VHHHHHHHH?HHH%A
Q=ql —

)
[l
Ay TBy = 3ql/8
[ 1 I
-1 1

Slika 13. : Zadani neodredeni sustav sa odredenom reakcijom B,,

Zapoceti ¢emo sa odredivanjem vrijednosti koncentriranog momenta u upetom lezaju
A. Ukoliko pretpostavimo smjer koncentriranog momenta u leZaju A kao obrnut od smjera
kretanja kazaljke na satu, suma momenata na tu toc¢ku, prema shemi na slici 13, glasi :

l
(30) XMy = —By*l+Q*5—MA = 0.

Nakon toga, kada izrazimo Ma i uvrstimo sve $to nam je poznato, dobivamo konac¢nu vrijednost

koncentriranog momenta u tocki A :

(31) My = s T —2*q*l *( 4+1 ==

Iz gore ispisane formule lako se povlaci zaklju¢ak da ée uvrStavanjem nekih vrijednosti q i [

vrijednost momenta M, u konacnici biti pozitivna. Obzirom na tu Cinjenicu, znaci da smo dobro
pretpostavili smjer koncentriranog momenta, obrnut od smjera kretanja kazaljke na satu, Sto
znaci da ¢e na dijagramu momenata u lezaju A vrijednost momenta biti negativna (prema
gore). Za silu A, nije se niti potrebno koristiti jednadZbama ravnoteZe kako bi se odredila njena
vrijednost jer je iz sheme nosaca jasno da kada bi ona postojala ne bi postojala sila koja bi ju
mogla uravnoteziti, jer je u lezaju B dopusten horizontalni pomak, a nema zadane vanjske
horizontalne sile. Prema tome, sila A, = 0. Jedina reakcija koja nam preostaje za izraunati je
sila A,, uleZaju A. Nju jednostavno moZemo dobiti iz sume vertikalnih sila koje djeluju na sustav
koji se mora nalaziti u stanju ravnoteze. Suma vertikalnih sila glasi : ) E,=4,-Q+B,=0.

Kada iz tog izraza izvuCemo trazenu silu A, te uvrstimo poznate sile Q i B),, dobivamo :

3 5
(32) Ay=Q—By=q*l—§q*l=§q*l

- . . .. . _ 2, _
Vidimo da je vertikalna reakcijska sila u lezaju a za 5 veca od one u lezaju B. Sada su nam

poznate sve vrijednosti koje su nam potrebne za odredivanje dijagrama unutarnjih sila,
odnosno konkretnije za nase potrebe momentnog dijagrama i momentnih funkcija. Vidimo da
se preko Citavog raspona zadanog nosaca proteze distribuirano opterecenje, sto znaci da ce
¢itav momentni dijagram biti paraboli¢nog oblika. Funkcija momenta savijanja, gledano od
lijeve prema desnoj strani nosaca, glasi :
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*xz

(33) M(x)=-My+A,xx—12

Za pravilnu je konstrukciju momentnog dijagrama potrebno jo$ odrediti u kojoj ¢e tocki nosaca
vrijednost momenta biti jednaka nuli i u kojoj ée tocki vrijednost momentnog dijagrama biti
maksimalna. Kao $to smo to rekli u poglavlju sa stati¢ki odredenim nosac¢ima, maksimalna ce
vrijednost biti u toc¢ki u kojoj je poprecna sila jednaka nuli. Kada bi to iSli zapisati u obliku
funkcije, to bi glasilo :

(34) sz=§q*z—q*x=0.

Iz tog izraza lako dobivamo da je trazena tocka x = gl. Kako bi odredili u kojoj tocki nosaca,

osim u leZaju B, moment iznosi nula, napisat ¢emo funkciju momenata, ali ovaj puta tako da
gledamo sa desne prema lijevoj strani nosaca. Takva funkcija glasi :

*x2 2
(35) M(x)=By*x—%=§*q*l*x—

q*x
2

Sada tu funkciju izjednacimo s nulom i dobivamo :

2

(36) M(x)=%*q*l*x—q*2x

=0

Kada izraz podijelimo s q * [, dobivamo da je x = z * [, gledano s desne prema lijevoj strani

nosaca, odnosno x = i* [ gledano s lijeva prema desno. Dakle, u toj to¢ki momentni dijagram
poprima vrijednost nula. Sada zapo¢nimo sa konstrukcijom dijagrama. U tocki x = 0 je
M(x) = —M,. Zatim spajamo grani¢ne vrijednosti momenata, M(x) = —M, i M(x) =0

. - - y l . -
plavom iscrtkanom linijom. U polovici raspona nosaca, x = b od plave iscrtkane linije dva puta
. . . .. qx1? - . .
vertikalno prema dolje nanosimo zelenu vrijednost P U tocki kraja prve naneSene
. . qxl? . - . - "
vrijednosti qT crtamo crvenu iscrtkanu liniju paralelnu plavoj. Krajnju tocku druge nanesene

. . gxl? . v o T A " .
vrijednosti qupaJamo Zutim iscrtkanim linijama sa grani¢nim vrijednostima momenata. Sada

imamo tri osnovne tangente od kojih svaka dira nasu parabolu u jednoj tocki. Parabola, logi¢no,
ne smije prelaziti preko te tri tangente. Ljubicasta iscrtkana linija predstavlja tangentu na
maksimalnu momentnu vrijednost, nezin je nagib jednak nuli. Konstruirani dijagram
momenata prikazan je na slici 14.
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M,=ql¥/8
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Slika 14. : Momentni dijagram M zadanog static¢ki neodredenog sustava

Metoda jedini¢ne sile primijenjuje se za odredivanje pomaka na mjestu i u smjeru
zadane jedini¢ne sile, neovisno o tome je li sustav koji nam je zadan stati¢ki odreden ili nije.
Sada ¢emo na temelju prethodno konstruiranog momentnog dijagrama sa slike 14 metodom
jediniéne sile odrediti pomak u polovini raspona zadanog nosaca.

Na osnovnom sistemu zadajemo jedini¢nu silu X; = 1. Prikaz zadane jedini¢ne sile na

oshovhom sistemu nalazi se na slici 15.

RSN

v 1/2 I/ 1/2 v

Slika 15. : Jedini¢na sila X; = 1 zadana na osnovnom sistemu

Momentni dijagram osnovnog sistema uzrokovan jediniénom silom prikazan je na slici 16.

m=1/2

1/2 Ve 1/2 ¥

Slika 16. : Momentni dijagram m, uzrokovan jedini¢nom silom X; = 1
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Sada, poznavajuci dijagram momenata M i m,, primjenom VereS¢aginovog teorema
.y . . - Y . . l
dodi ¢emo do vrijednosti pomaka u polovini raspona nosaca. Vrijednost pomaka u tocki x = 5

odreduje se na isti nacin na koji se odreduju koeficijenti fleksibilnosti u metodi sila. Vrijednost
pomaka ce dakle biti jednaka koeficijentu fleksibilnosti &, o. Podjela dijagrama M i m; na
povrsine koje ¢e nam biti potrebne u izraCunu §; o prikazana je na slici 17 i 18. Obzirom da se
u dijagramu sustava M radi o slozenoj povrsini razdjeljujemo ga na trokut (crvene linije) i
parabolu drugog stupnja (plave linije).

L B
ql/16 L 1 T 216
T ——
ql%/8
v 1 g
A1 P
. 1/2 L 1/2 y
A A A

Slika 17. : Podjela momentnog dijagrama M

1/2

v 1/2 |V 1/2 V

Slika 18. : Podjela momentnog dijagrama m,

Izraz (37) za dobivenu vrijednost §; o prikazan je ispod :

1 .q®> 1 1l q* 1 1 2 1 2 q* 1 3 1 1 (ql* 14
(37) So=mr(oataid sty l 2l 2,00, L3 L L (L

El ~16 2 4 16 2 2 3 2 3 8 2 8 2 EI

ql“) _ql*
128) ~ 192+EI

. . e .. - " .- l .
Ovim smo izrazom dobili opcenitu vrijednost pomaka na polovini nosaca u toc¢ki x = > 2a bilo

koje zadane vrijednosti distribuirane sile g, raspona nosaca [ i fleksijske krutosti nosaca E1.
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2.1.1. ODREDIVANIE POMAKA TOCAKA STATICKIH SISTEMA
GRAFOANALITICKIM POSTUPKOM

U ovome ¢éemo poglavlju objasniti primjenu grafoanalitickog postupka (Mohrove analogije) za
dobivanje pomaka tocaka statickih sistema. Ukratko ¢emo predstaviti Sto je to Mohrova
analogija, na kojim nacelima se temelji te kako se primjenjuje kroz konkretan primjer. Na kraju
¢e nam cilj biti usporedba rezultata dobivenih analitickom i grafoanalitickom metodom kako bi
vidjeli kolika su odstupanja. Kod kompliciranijih statickih sistema i zadanih vanjskih
opterecenja, primjena analitickog postupka nije uvijek optimalna. U takvim je slucajevima
znatno jednostavnije i prakti¢nije primjeniti grafoanaliticku metodu, koja je temeljena na
Mohrovoj analogiji, za crtanje progibne linije i nakon toga ocitanje pomaka koji nas zanimaju.
lako metoda nije do tog stupnja to¢na kao analiticka, dobra je kako bi se na temelju jedne skice
dobile priblizne vrijednosti pomaka svake tocke statickog sistema, Sto je prednost u odnosu na
metodu jedini¢ne sile kojom dobivamo pomak samo na mjestu pozicioniranja jedini¢ne sile.
Christian Otto Mohr uspostavio je vezu izmedu povrsSina ispod dijagrama momenata savijanja
i progiba te rotacija u gredama. Ova metoda, koja je dobila naziv Mohrova analogija,
inZenjerima je omogucila lakSu i intuitivniju analizu deformacija u konstrukcijama. Zbog svoje
prakticne primjene, metoda je stekla veliku popularnost i priznanje u inZenjerskim
zajednicama.

Mohr je otkrio povezanost dijagrama momenta savijanja sa progibima i nagibima duz
grede. Shvatio je da diferencijalna jednadzba ravnotezne konfiguracije niti
(38) w0 =-12
(pri ¢emu funkcija g predstavlja vrijednosti zadane distribuirane sile, a H vrijednost napetosti
niti) i diferencijalna jednadzba progibne linije

17 _ M(x)
(39 w'(x) =12
imaju istu strukturu. Bududéi da se ravnotezna konfiguracija niti moZe posmatrati kao dijagram
momenata savijanja u gredi istog raspona i pod istim rasporedenim optereéenjem, zbog toga

Sto diferencijalna jednadzba ravnotezZe
(40)  M"(x) = —q(x)

ima istu strukturu, Mohr je zakljuéio da se linija progiba grede moze nacrtati kao dijagram
momenata uzrokovanih zamisljenim rasporedenim opterecenjem. Vrijednosti progibne lininje
opisane su funkcijom :

(41)  x(x) =22

Ovu ¢emo metodu najbolje objasniti tako da se istovremeno koristimo konkretnim primjerom.
Kao primjer zadana je greda s prepustom ukupne duljine od pet metara te duljinom prepusta
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od jednog metra. Na gredi je zadano vanjsko opterecenje, sila P; u tocki x = 2misila P, na
kraju prepusta, u tocki x = 5 m. Greda je prikazana na slici 19.

la =180 kN JPZ = 120 kN

\

Slika 19. : Greda s prepustom sa zadanim vanjskim optereéenjem (lzvor : Fresl, nepoznata
godina)
Prvi korak je odredivanje reakcijskih sila u lezajevima kako bi mogli konstruirati
momentni dijagram. Obzirom da se u primjeru radi o staticki odredenom sistemu, na
jednostavan nacin pomodéu jednadzbi ravnoteze moZzemo odrediti te reakcije. Sumom

momenata u zglobu A dobivamo vertikalnu reakciju lezaja B.
(42) XM, =120%x5+180%2—-B, x4 =0

Iz te jednadZbe dobivamo B,, = 240 kN. Sada preko sume sila u y smjeru mozemo dobiti silu
Ay.

(43) XFE =240-180-120+4, =0
Prema tome dobivamo da sila A, iznosi 60 kN. Sada ¢emo napisati izraze za funkcije momenta
po duljini nosaca kako bi u kljuénim tockama mogli odrediti vrijednost momenta savijanja te

konstruirati konaéan momentni dijagram. Na intervalu [0 < x < 2] moment je uzrokovan
samo vertikalnom reakcijskom silom A,, pa funkcija momenta glasi :

(44) M, =A, *x

Intuitivno je jasno da ce u tocki x = 0 moment biti jednak nuli. Uvrstavajuci vrijednost A,, =
60 kN ix = 2 muizraz (44) dobivamo da je u toc¢ki x = 2 vrijednost momenta 120 kNm (izraz
45). Vrijednost je momenta pozitivna, tako da ga na dijagramu crtamo s donje strane osi grede.
(45) M, =60%2=120kNm
Na intervalu [2 < x < 4] uzsilu A, na vrijednost momenta utjeCe i koncentrirana sila P, pa
funkcija momenta u opéem obliku glasi :
(46) M, =A,*x—P;*(x—2)

Uvrstavajuci A, = 60 kN, P; = 180 kN i x = 4 u izraz (46) dobivamo da je u tocki x = 4
vrijednost momenta iznosi —120 kNm (izraz 47), sto znaci da ¢e se moment na dijagramu
crtati s gornje strane osi grede.
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(47) M, =60%4—180*(4—2)=—-120 kNm

Obzirom da na kraju prepusta grede ne djeluje nikakav koncentrirani moment, na tome ¢e
dijelu vrijednost momenta biti jednaka nuli te za taj dio nije potrebno ispisivati funkciju
momenta kako bi odredili njegovu vrijednost. Momentne funkcije su na svim dijelovima nosaca
linearne, tako da ¢e kontura dijagrama biti viSe pravaca. Sada imamo sve potrebne vrijednosti
i informacije za pravilnu konstrukciju momentnog dijagrama. Pripadajué¢i momentni dijagram
prikazan je na slici 20.

120
120
| 2 [l 2 Vs 1 V
A A1 A A

Slika 20. : Momentni dijagram grede s prepustom (lzvor : Fresl, nepoznata godina)

Ukoliko na kraju naseg primjera Zelimo ocitati to¢nu vrijednost pomaka, morat ¢emo
definirati neka mjerila. Kao mijerilo duljina uzet ¢emo 1: 100, odnosno 1 cm = 100 cm.
Opcenitiji zapis za mjerilo duljina glasiti ée 1: m.

Sada ¢emo poznati dijagram momenata M(x) zamijeniti dijagramom zamisljene
M(x)

EIl’
nase grede konstantna, dijagram k(x) imati ¢e oblik jednak onomu momentnoga dijagrama.

,distribuirane sile”, dijagramom k(x). Obzirom da je k(x) = a fleksijska krutost ET je duz

Dijagram k(x) prikazan je na slici 21.

120/EI
|
|
|
|
!

120/E1
/|I/ 2 /|V 2 /||/ l /||/
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Slika 21. : Dijagram k(x) (Izvor : Fresl, nepoznata godina)

Veriznu krivulju za nasu zadanu zamisljenu ,distribuiranu silu“ dobiti ¢emo tako da je ucrtamo
u njezin tangentni poligon. Taj ¢e tangentni poligon u stvari biti verizni poligon za sustav
koncentriranih sila koji je static¢ki ekvivalentan distribuiranoj sili. Trokute sa slike 21 oznacene

crvenim, zelenim, plavim i ljubi¢astim linijama zamijenit ¢emo koncentriranim silama cije su
vrijednosti jednake povrSinama tih trokuta. Pravci djelovanja tih sila prolaze tezZistima trokuta.

Po kinemati¢ckom znacenju, funkcija x(x) opisuje zakrivljenost osi nosaca :
(48)  k(x)=-w"(x)

Prema tome, povrsine nasih trokuta jednake su kutu ¢ koji zatvaraju tangente na progibnu
liniju u tockama s pripadnim apscisama. Stoga su zamisljene ,koncentrirane sile” za koje
crtamo verizni poligon vektori Cije su vrijednosti jednake kutovima izmedu tangenata na
progibnu liniju. Sada ¢emo, za na$ zadani primjer, uvesti vektore @, ®,, @3 i @, koji e
djelovati po pravcu tezZista trokuta. Intenzitete tih vektora izracunati éemo kao povrsine
trokuta. Na slici 22 prikazani su vektori ¢4, 02, @3 i @,.

120/E1

Slika 22. : Vektori ¢ (lzvor : Fresl, nepoznata godina)

Vrijednosti vektora iznose :

1 2%120 240 240
(49) @y = ==
EI 2 2EI 2%1,0%x10%

1 1120 120
(50) ;=3 =y ==+ () =11 = 0,006

2 T 2B

=0,012

Pri éemu je za EI je uzeto 1 * 10* kNm?2.

Dalje verizni poligon za vektore kutova radimo prema istim naéelima kao i za obicne
koncentrirane sile. Kako bi mogli napraviti verizni poligon, moramo definirati mjerilo u kojem
¢emo crtati vektore kutova. Za potrebe konstruiranja poligona odabrat éemo mjerilo kutova
1 cm ::0,0025. U tom ¢e mijerilu nasi vektori kutova iz primjera na crteZu biti jednaki ¢, =
4,8 cmi @, = 2,4 cm. Za pravilnu konstrukciju poligona potrebno je odrediti i udaljenost pola
od pravca na kojem se nalaze vektori kutova i polozaj pola na pravcu paralelnom s pravcem
vektora. Tu udaljenost oznaavamo s y. O udaljenosti y ovisi mjerilo u kojem ocitavamo duljine
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pomaka. Ako uzmemo da je y = 1, kutovi koje zatvaraju zrake poligona vektora kutova i kutovi
koje zatvaraju stranice nacrtanog tangentnog poligona jednaki su kutovima izmedu tangenata
na progibnu liniju. S obzirom na to da se radi o malim kutovima, vrijedi sljedeci izraz :

(51) a;=tga; =%= %= Y-

U tom slucaju, duljine odsjeCaka ordinala izmedu zaklju¢ne linije i verizne krivulje bile bi
jednake duljinama progiba, prikazane u odgovaraju¢em mjerilu duljina. No, ako uzmemo da je
1

(52) x=-
jasno je iz gornjeg izraza da ¢e se kutovi izmedu zraka povecati n puta. Kao posljedica toga,
duljine odsjecaka na ordinalama takoder ¢e biti n puta vece. Ako ozna¢imo s w(x) izmjerenu
duljinu odsjecka na ordinali, stvarna duljina pomaka koju trazimo bit ce:

(53)  w(x) == *w(x)

U nasem slucaju, kada bi y bio jednak 1, za odabrano mijerilo kutova 1 cm ::0,0025
udaljenost pola od pravca na kojem se nalaze vektori bila bi ¥ = 40 m. Sasvim je jasno da nam
ta opcija nije pogodna pa uzimamo vedéi n. Uzimajué¢i n = 125 dobivamo

(54) y===0,008

n

Sada y podijelimo sa 0,0025 kako bi dobili koliko )y iznosi u cm, dakle :

(55) j= 010)825 =32cm

Pol éemo postaviti tako da prva i tre¢a zraka poligona budu paralelne s osi grede, odnosno te
dvije zrake biti ¢e horizontalne. To radimo iz razloga sto ¢e u tockama x = 2 i x = 4 progibna
linija dosezati svoje ekstremne vrijednosti, Sto znaci da u tim to¢kama ne smije postojati nagib
tangente, odnosno ona mora biti poloZzena horizontalno. Znajudi taj podatak, imamo sve
preduvjete za crtanje veriznog poligona. Pripadajudi verizni poligon, nacrtan u mjerilu, prikazan
je naslici 23. (KreSimir Fresl, nepoznata godina)
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0
N
4
D4 e
v 1,3 i

P2| |P3 72

Slika 23. : Verizni poligon (lzvor : Fresl, nepoznata godina)

Zraku 0 dobili smo spajanjem pocetne tocke vektora ¢ i pola y. Zraku 1 spajanjem

kraja vektora ¢, i pola y i sve ostale zrake na isti nain samo za pripadajuéi vektor. Sljedeci je

korak crtanje tangentnog poligona. On je prikazan na slici 24.

P | WP4
P47 VP2
T = :oi
5 4
T

Slika 24. : Tangentni poligon

Zavrsni rad: Matija Lazi¢
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Crvena linija oznacava zaklju¢nu liniju veriznog poligona. To je linija koja je odredena rubnim
uvjetima nosaca, od kojih je jedan taj da je vertikalni pomak tocke nosaca jednak nuli. Nasa
zaklju¢na linija spaja tocke grede u kojima je progib w = 0, dakle leZajeve nosaca. Kako bi
odredili vrijednost progiba u tocki nosaca x = 2 m, ocitat ¢emo duljinu crtkane linije izmedu
zakljucne linije (crvene linije) i tangente broj 1 (zelene linije). Oc¢itana vrijednost pomaka (W)
iznosi 1,5 cm. Veza izmedu ocitanog i stvarnog pomaka definirana je izrazom (53). Uvrstavajudi
m=100,n = 125iw = 1,5 cm uizraz (53) dobivamo stvarnu vrijednost pomaka u tocki x =
2 m (izraz 56).

100
(56) wx) = ot 1,5=12cm

Dakle, pomak u tocki x = 2 m dobiven grafoanalitickom metodom iznosi 1,2 cm.
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2.1.1.1. USPOREDBA REZULTATA POMAKA DOBIVENOG RAZLICITIM
METODAMA
Kako bi usporedili rezultate dobivenog pomaka, sve opisane metode ¢emo primjeniti

za dobivanje zasebnih rezultata na jednom primjeru. Zadati ¢emo primjer staticki neodredenog
sustava. Primjer je prikazan na slici 25.

A1 A A A P
i 8 ¥
A A

Slika 25. : Kontinuirana greda

@ lﬁ =75kN © M, = 50 kNm

N

D@

A A A A A
| 8 I
A A

Slika 26. : Osnovni sustav

Uvjet kompatibilnosti pomaka zadanog i osnovnog sistema glasi :
(57) X1 * 511 + 510 =0

Vrijednost §;; predstavlja pomak osnovnog sistema na mjestu i u smjeru jedinicne sile
uzrokovan jedini¢cnom silom X;, a §;, pomak te iste tocke uzrokovan vanjskim optereéenjem.
Sada ¢emo odrediti momentne dijagrame osnovnog sistema uzrokovane vanjskim
optereé¢enjem F; i M; (M2) i jediniénom silom X; (m,). Momentni dijagram M? prikazan je
na slici 27. Dijagram m,, prikazan je na slici 28.
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i
| 95 kNm
i
| 75 kNm
125 kNm
v 2 v 2 v 2 v 2 %
A 7t 7 ya v
v 3 %
A p

Slika 27. : Dijagram M2

2 kNm

il /1 A A A
v 3 v
1 /1

Slika 28. : Dijagram m,

Sada ¢emo pomocu Vereséaginova teorema odrediti koeficijente fleksibilnosti 811 i 81¢-
Podjela momentnih dijagrama M? i m,.; koja nam je potrebna kako bi izradunali koeficijent &,
prikazana je na slikama 29 i 30. Podjela dijagrama za izracun koeficijenta fleksibilnosti §;;
prikazana je na slici 31.

% 2 2 %
A A
i V
A A

Slika 29. : Podjela dijagrama MY (za &;,)
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A A A A A
K 8 V
A A

Slika 31. : Podjela dijagrama m,4 (za 614)

Na taj nacin dobivamo izraze (58) i (59) :

1 1 2 2
(58) 511—m—1()5*(5*2*4*§*2*2)—39375—0,0000508
1 1 2 1 2 1 1
(59) 510__2,1*_105*(5*125*2*5*1+5*125*2*(§*1+§*2)+2*5*100*
2*(3*2+1*1)+1*75*2*(3*1+1*2)+l*25*2*3*1):_ 7005:
3 3 2 3 3 2 3 2,1%10

~1 —000333
300

U izrazu (59) redom smo mnoizili :

1. povrSinu P; sa vrijednoS¢u momentnog dijagrama m,; u tocki x;(P;) = g * 2,
M [ (PD] = 2% 1

2. povrsinu P, sa vrijednoséu momentnog dijagrama m,; u tocki x(P,) = 2 +§* 2,
My 7 (P2)] = %* 1 +§* 2

3. povrsinu P; (P,) sa vrijedno$¢u momentnog dijagrama m, u tocki xr(P;) = 2 + 2 *
2, Myq [27 (P5)] 22* 2 +§* 1

4. povrsinu Ps sa vrijednoS¢u momentnog dijagrama m,, u tocki xr(Ps) = 4 +§* 2,

2 1
My [x7(Ps)] =3* 1+§*2
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5. povrsinu Pg sa vrijedno$¢u momentnog dijagrama m,, u tocki x;(Pg) = 6 +§* 2,
2
My [x7(Pe)] = ¥ 1

Sada ¢emo odrediti silu X; iz izraza (60).

1
(60) X, =C,=—22=_ 30 — 6563 kN

O 39375
Dobiveni predznak od sile X; je pozitivan, Sto znaci da smo dobro pretpostavili njezin
smjer. Sada kad poznajemo veli¢inu X;, odnosno C,, preko jednadzbi ravnoteze mozemo
odrediti preostale reakcijske veliCine Ay, A, i B,. Sumom momenata oko ¢vora B dobivamo
vrijednost reakcijske sile A, :

(61) XMp=A,x8—-75%6+6563x4—50=0
_ 75%6-65,63%4+50

(62) A, = — = 29,69 kN
Kao rezultat iz izraza (62) dobivamo A, = 29,69 kN. Sto se ti¢e reakcijske sile A,, ona je
jednaka nuli jer na zadanom sustavu ne postoji niti jedna sila koja bi ju mogla uravnoteziti.
Stoga, Ay = 0. Sumom sila u smjeru osi y dobivamo zadnju reakcijsku silu B,, :

(63) Y F, =29,69—75+6563+B, =0
(64) B, =75— 29,69 — 65,63 = —20,32 kN

Iz izraza (64) tako dobivamo da je B, = —20,32 kN, dakle pretpostavljeni smjer sile je krivi.
Radi jednostavnosti smo vrijednosti dobivenih reakcijskih sila zaokruzili na dvije decimale.
Dakle vrijednosti reakcijskih sila s kojima ¢emo dalje ulaziti u proracun biti ce : A, = 29,69 kN,
B, =2032kN i C,=6563kN. Prikaz staticki neodredenog sustava sa zadanim
opterecenjem i svim reakcijama prikazan je na slici 32.

lﬁ =75 kN M, = 50 kNm .
A =0 kN @ v © ™ ®
> _/ A
T
TAy =29,69 kN C, = 65,63 kN B, = 20,32 kN

Y

P 2 v 2 [ 2 % 2 d

Pyl A A1 A A

y 8 %

A

Slika 32. : Staticki neodredeni sustav sa prikazom svih reakcijskih sila i vanjskog opterecenja
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Sada ¢emo izraziti momentne funkcije po intervalima nosaca kako bi mogli konstruirati
momentni dijagram. Za interval [0 < x < 2] momentna funkcija dana je izrazom (65).

(65) M;(x) =4, *x
Zainterval [2 < x < 4] momentna funckija dana je izrazom (66).
(66) My(x) =Ay*xx—F x(x—2)
Za interval [4 < x < 6] momentna funckija dana je izrazom (67).
(67) Mz(x) =A,xx—F x(x—2)+Cy*(x—4)
Zainterval [6 < x < 8] momentna funckija dana je izrazom (68).

(68) Mu(x)=Ay*xx—F x(x—2)+Cy*(x—4)—M

31,24 kNm ;40’(5 kNm
| :
| i
| | =
| 9,4 kNm
|
|
59,38 kNm
v 2 > 9 , 9 ) 9 )
A 4 4 | ,
|V 8 )
’ P

Slika 33. : Momentni dijagram M,

Dobiveni momentni dijagram poprima vrijednost nula u dvije tocke sustava. Te dvije tocke
odredene su sljedec¢im izrazima :

(69) 29,69xx—75%xx+150=0=>x=3,31m
(70)  29,69%*x —75*x+ 150+ 65,63 xx — 262,52 =0=>x=554m

Sada ¢emo preko diferencijalne jednadzbe progibne linije analitickim putem odrediti
progib u tocki x = 2.

(71)  w(x) =$*ffM(x) dx dx + Cix + C,

Iduci korak je dvostruka integracija po x svih momentnih funkcija po segmentima iz
izraza (65)-(68). Funkcije progiba za sve segmente nosaca prikazane su u izrazima (72)-(75).

M, (x) 3
(72) ff——= =W1(x)=—Ay*%+C1x+Cz

El
(x—2)3
6E1

My (x) _ x3
(73) [[—=2 —Wz(x)——Ay*a+F1*

o + C3x + Cy
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3 —2)3
78 B2 ) = Ay« T+ RS, s E et g

3
(75) [ =2 = w00 = -4, x T4 xS 4)+Ml*—+C7x+C8

Sad kad smo odredili funkcije progiba za sve segmente nosafa, moramo odrediti
vrijednosti integracijskih konstanti. To ¢emo napraviti pomocu rubnih uvjeta nosac¢a w,(0) =
0, w,(4) =0, w,(8) = 0 i pomocu kontinuiteta progiba i nagiba u tocki 2 i 4 za razliCite

jednadzbe : w,(2) = w,(2), wy(4) = w3(4), dWI(Z) dVl;zx(Z)

. Uvrstavanjem rubnih uvjeta

dobivamo :
(76)  wi(0) = —Ay* =+ C; %0+ C, =0 =>C, =0
(77)  wy(4) = -4, *E"’Fl (4 2) +C3x44+C,=0
(78)  wy(®) = -4, +FE2 ¢, (84)3+M1*—+C7*8+C8=0

A uvrstavanjem uvjeta kontinuiteta progiba i nagiba :

(2 2)

28 28
(79) _Ay*a'i'Cl*Zz_Ay*a—i'Fl +C3*2+C4_

(80) 2C1 = ZC3 + C4_

22 (2-2)%
(81) —Ay*E+C1 A * +F1 W+C3
(82) C;= C3
Ako uvstimo izraz (82) u izraz (80) dobivamo :
C4 = 0
Sada ¢emo iz izraza (77) izraCunati konstantu Cs :
3
(83) —Ay x4 Fy 2 2) B2 L Cx4=0
- 3 23
_ _ 29'6”6*2,1*105 75T6*2,1*105 _
(84) C3=0C; = " = 0,000258

Sada mozZemo izra¢unati progib u to¢ki x = 2. Diferencijalna jednadzba za progib na tom
segmentu glasi :

(85) wyi(x) =-A, *— + Cix
Uvrstimox = 2iC; = 0,000258 te vrijednost sile A, i fleksijske krutosti EI i dobivamo :

(86)  wy(2) =—29,69 * -+ 0,000258 * 2 = 0,00033

6%2,1x1

Dakle, dobivamo da je vrijednost progiba u toc¢ki x = 2 jednaka w; 4(2) = 0,33 mm.

Sada ¢emo primjeniti metodu jedini¢ne sile za izraun pomaka u tocki x = 2. Kako
bismo pomak odredili na ovaj nacin, jedini¢nu silu zadajemo u tocki u kojoj Zelimo dobiti
vrijednost pomaka u smjeru tog pomaka. Dakle, za na$ slucaj zadat éemo jedini¢nu silu X; = 1
na osnovni sistem u tocki x = 2. To je prikazano na slici 34.
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4
A A / A A
K 8 g
A A

Slika 34. : Jedini¢na sila na mjestu i u smjeru trazenog pomaka

Potrebno je konstruirati momentni dijagram za zadanu jedini¢nu silu. Da bi to napravili
potrebne su nam vrijednosti reakcijskih sila A, , i By ;. Reakciju A, ; dobivamo iz sume
momenata na ¢vor B.

(87) Ay1*x8—-1x6=0
6
(88) Ayq= 5= 0,75 kN

|z izraza (88) dobili smo vrijednost A, ;. Sada sumom sila u smjeru osi y dobivamo vrijednost
sile By, 1.

(89) 0,75—1+B,, =0
(90) By, = 0,25 kN

C C C C
i 2 - 2 ld 2 % 2 s
A A 71 A A
v 8 v
A A

Slika 35. : Momentni dijagram m,

Iduci korak u postupku odredivanja pomaka u Zeljenoj to¢ki ovom metodom je izracun
koeficijenta fleksibilnosti §; 5. Njega ¢emo dobiti tako Sto ¢emo primijeniti VereSc¢aginov
teorem na funkcije momenata m, i M,. Podjela na povrsine dijagrama M, i m, potrebna za
izraun &, o prikazana je na slikama 36 i 37.
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91,94 kKNm 40,6 kKNm
|, ]
P-.;i I)1 l)i P(i
: O 51
P, i Py 9,4 kNm
| 2
|
59,38 kNm
. 0,69 - 0,46
v 2 131 ), 154 ) 2 Vv
A A i A A A
v 3 %
A p

Slika 36. : Podjela dijagrama M,

v 2 L30T, 14 ) 2 v
A r A A A A 71
v 3 v
A 71

Slika 37. : Podjela dijagrama m,

Izracun koeficijenta fleksibilnosti &, o dan je u izrazu (91) :

1

(91) 610 = 57708

*(1*59,38*2*3*1,5+1*59,38*1,31*(1*1,173 +3*1,5)—
2 3 2 3 3
1*31,24*0,69*(5*1+1*1,173)—1*31,24*1,54*(1*0,615 +5*1)+1*
2 3 3 2 3 3 2
9,4*0,46*(§*0,5+§*0,615) —%*40,6*2 *%*0,5) = 0,00033 m = 0,33 mm

Dobili smo da pomak odreden metodom jedini¢ne sile u tocki sustava x = 2 iznosi §; oy =
wims = 0,33 mm, sto je isti pomak kao i onaj dobiven preko diferencijalne jednadzbe.

Za usporedbu rezultata dobivenog pomaka jo$ nam je preostalo proci kroz ovaj primjer

grafoanalitickom metodom. Momentni dijagram M, zamijeniti ¢emo dijagramom momenata

k(x) = M‘;—(Ix) izazvanim zamisljenom distribuiranom silom. Taj je dijagram prikazan na slici 38.
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31,24/E1 ;4(),6/ EI
| I
‘ |
! i
I ‘ :
| 9,4/EI
|
59,38/E1
o 0,60 . 046
K 2 v 1,51 l/’ v 1,\)4 |/, , 2 )
A vl 4 4 ¥ r
| 8 )
’ pl

Slika 38. : Dijagram k(x)

Obzirom da se radi o grafoanalitici, moramo definirati mjerilo duljina. Mjerilo u kojem
¢emo crtati biti ¢ée 1: 50, Sto znaci da je m = 50 obzirom da je opéeniti zapis mjerila 1: m. Sada
¢emo izraCunati vektore kutova za pripadne povrsine dijagrama k(x).

(92) @, = ——*=x59,38%2 = 0,000283

T 2,1%105 2

(93) x % %5938 % 1,31 = 0,000185

_ 1
#2 = 2 1a0
(94) @5 = o=z * 231,24 % 0,69 = 0,0000513

2
1

1
(95) @4 =577gs ¥ * 31,24 ¥ 1,54 = 0,000115

1
(96) @5 =570 ¥ * 94 * 0,46 = 0,0000103
1 1
(97)  P6 = 577gs ¥ * 40,6 2 =0,000193

Vektori kutova prikazani su na slici 39.

@ (]
) -
o9 1 009 sy 04605
A A A Pl Pl 1
/|I/ 8 /|l/

Slika 39. : Vektori kutova ¢y, ..., @¢
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Sada ¢emo konstruirati tangentni poligon s vektorima kutova. Mjerilo za crtanje
poligona vektora kutova biti ¢e 1: 0,00010. U tom ée mjerilu duljine nacrtanih vektora kutova
biti : ¢; = 2,83 cm, @, =1,85cm, ;3 =0,513 cm, ¢, = 1,15¢cm, s = 0,103 cm i g =
1,93 cm.

Kako bi odredili udaljenost pola od pravca na kojem leZe vektori kutova uzet éemo da
jen = 2000. Tada dobivamo :
(98) x =—— = 0,0005

2000
_ _0,0005

= =5cm
0,0001

(99)

U izrazu (85) smo podijelili vrijednost y sa mjerilom crtanja u poligonu kako bi dobili stvarnu
udaljenost pola od pravca y. Sada znamo udaljenost pola od pravca, ali ne znamo na koju
poziciju ga postaviti. Postaviti éemo ga tako da zraka 3 u poligonu bude horizontalna jer je
progibna linija u tocki x = 4 jednaka nuli, Sto u prijevodu znaci da je njena tangenta u toj tocki
horizontalna. Poligon vektora kutova prikazan je na slici 40, a tangentni poligon na slici 41.

P Qs

" e 3T

Slika 40. : Poligon vektora kutova ¢y, ..., @4
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Slika 41. : Tangentni poligon kontinuirane grede

Zaklju¢nu smo liniju (narancasta linija) konstruirali spajanjem tocki lezajeva A, B i C jer
je u tim to¢kama rubni uvjet taj da je progib jasno jednak nuli. O¢itana vrijednost pomaka u
tocki nosaca x = 2 iznosi w, = 1,31 cm. Pravu vrijednost pomaka dobivenog grafoanaliti¢ckim
postupkom dobivamo iz izraza (100) :

(100) Wy ==2=+1,31 = 0,033 cm = 0,33 mm

Vrijednosti dobivenih pomaka razli¢itim metodama su :

Analiticka metoda preko diferencijalne jednadibe : w, , = 0,33 mm
Analiticki metodom jedinicne sile : w, ;s = 0,33 mm
Grafoanaliticki (Mohrova analogija) : w, ; = 0,33 mm
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3. ZAKLJUCAK

U ovome smo zavrSnom radu prosli kroz i opisali viSe razli¢itih metoda koje se mogu
koristiti za odredivanje pomaka tocke statickih sistema. Metode dobivanja vrijednosti pomaka
koje smo obradili su :

1. analiticka metoda preko diferencijalne jednadzbe progibne linije
2. analiticka metoda pomodu jedinicne sile koju zadajemo na mjestu i u smjeru pomaka
3. grafoanaliticka metoda zasnivana na Mohrovoj analogiji

Kako bi primjenili bilo koju od ovih metoda, mora nam biti poznat momentni dijagram i
momentne funkcije statickog sustava. Koraci odredivanja momentnog dijagrama variraju
ovisno o tome kakav je staticki sustav.

Staticki sustav moze biti odreden ili neodreden. Staticki odreden sustav je onaj koji ima
to€no potreban broj veza kako bi bio u stanju ravnoteze. Staticki neodreden sustav je sustav
koji ima prekobrojne veze koje mu nisu potrebne kako bi se nalazio u stanju ravnoteze. Kod
staticki odredenih sustava na jednostavan nacin preko jednadzbi ravnoteze dolazimo do svih
potrebnih reakcija za odredivanje momentnog dijagrama. Kod stati¢ki neodredenih sustava,
moramo se koristiti metodom jedini¢ne sile kojom zamjenjujemo prekobrojne veze te tako
dobivamo osnovni sustav i preko uvjeta kompatibilnosti dolazimo do vrijednosti prekobrojnih
veli¢ina. Zatim takoder pomocu jednadzbi ravnoteZe raunamo preostale reakcije. Kada nam
je poznat momentni dijagram, kreée proces odredivanja pomaka razli¢éitim metodama.
Analitickom metodom preko diferencijalne jednadzbe progibne linije dvostruko integriramo
moment u tocki u kojoj trazimo pomak te tako integriranu vrijednost momenta pomnozimo sa
recipro¢nom vrijednoscu fleksijske krutosti nosaéa EI kako bi dobili vrijednost progiba. Kod
metode jedini¢ne sile za odredivanje pomaka zadajemo jedini¢nu silu na osnovnom sistemu
na mjestu i u smjeru trazenog pomaka. Zatim odredujemo momentni dijagram na osnovnom
sistemu uzrokovan zadanom jedini¢cnom silom, a nakon toga raunamo vrijednost pomaka na
isti nacin na koji raCunamo koeficijente fleksibilnosti, dakle primjenom Veres$¢aginovog
teorema. Kod grafoanaliticke metode momentni dijagram zamjenjujemo dijagramom
zamisljene distribuirane sile, zatim ra¢unamo vrijednosti vektora kutova te crtamo poligon
vektora kutova, a zatim i tangentni poligon. U tangentnom poligonu zakljuénu liniju crtamo
tako da spajamo tocke statickog sustava u kojima postoje rubni uvjeti. Jedan od mogucih
rubnih uvjeta je da je progib jednak nuli. Kod ove je metode bitno sve crtati u odredenim
mjerilima kako bi mogli oéitati to¢nu vrijednost pomaka tocke statickog sistema.

Na temelju dobivenih rezultata iz primjera kroz koji smo prosli koristeéi se svim
navedenim metodama, dolazimo do zakljucka da je za odredivanje vrijednosti pomaka neke
tocke statickog sistema svejedno kojom ¢emo se metodom koristiti. Sve tri metode dale su (na
drugu decimalu zaokruzen) isti rezultat. Obzirom na taj rezultat, kao najpogodniju metodu
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mogli bi smatrati grafoanalitiku, iz tog razloga Sto sa jednom skicom dobivamo priblizne
vrijednosti pomaka svih tocaka statickog sistema.
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