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1. SAZETAK RADA I KLJUCNE RIJECI

1.1. Sazetak rada i kljucne rijeci

Nosaci na elasti¢noj podlozi predstavljaju konfiguraciju u kojoj nosac, obi¢no izraden od ¢vrstog materijala,
pociva na deformabilnoj ili elasti¢noj podlozi. Ovakav tip sustava susrece se u raznim inZenjerskim primjenama,
kao Sto su gradevinarstvo, konstrukcijsko projektiranje i geotehnicko inzenjerstvo, gdje se strukture poput
mostova, zgrada i platformi povezuju s tlom. Nosaci na elasticnoj podlozi su stati¢ki neodredeni sustavi kojima
ne mozemo utvrditi vanjske reakcije jednadzbama ravnoteze kao §to mozemo kod slucaja stati¢ki odredenih
nosaca, pa je potrebno traziti rubne uvjete u nekim karakteristi¢nim tockama. Za razliku od neodredenih i
odredenih statickih sustava kojem su vanjske reakcije prikazivane kao koncentrirane sile ili momenti, vanjska
reakcija podloge je kontinuirano opterecenje. Ta pretpostavka je temeljena Winklerovom teorijom da je reakcija

podloge proporcionalna ulegnucu podloge.

U radu su obradene neke od osnovnih metoda proracuna unutarnjih sila i deformacija za primjere sustava nosaca
oslonjenih na elasti¢nu podlogu, te usporedene s rezultatima dobivenim softverskom analizom programa
SpBeam koji radi na principu metode krutosti, odnosno metode konacnih elemenata. Usporedbom rezultata

dobivenih ih analiti¢kih proracuna i rezultata softvera se dobije razlika rezultata oko 10%

Kljuéne rijeci: Winklerova teorija, elasti¢na podloga, beskonacno dugi nosaci, polubeskonacno dugi nosaci,

nosaci konacne duljine na elasti¢noj podlozi.



1.2. Abstract of the paper and key words

Elastic foundation supports represent a configuration in which a beam, typically made of a solid material, rests
on a deformable or elastic foundation. This type of system is encountered in various engineering applications,
such as civil engineering, structural design, and geotechnical engineering, where structures like bridges,
buildings, and platforms are connected to the ground. Elastic foundation supports are statically indeterminate
systems for which external reactions cannot be determined by equilibrium equations as in the case of statically
determinate beams. Therefore, it is necessary to find boundary conditions at certain characteristic points. Unlike
determinate and indeterminate statically determined systems where external reactions are represented as
concentrated forces or moments, the external reaction of the foundation is a continuous loading. This assumption

is based on Winkler's theory that the foundation reaction is proportional to the foundation deflection.

The paper discusses some of the basic methods for calculating internal forces and deformations for examples of
beam systems supported on an elastic foundation and compares them with the results obtained from the software
analysis of the SpBeam program, which operates on the principle of the stiffness method, or finite element
method. By comparing the results obtained from analytical calculations and software results, a difference of

approximately 10% is observed.



2. OPCENITO TEORIJSKE POSTAVKE O NOSACU NA ELASTICNOJ PODLOZI

Nosac konstantnog poprecnog presjeka koji je cijelom svojom duzinom oslonjen na neprekinutu elasti¢nu (slika
1.1) podlogu mozemo shvatiti kao nosa¢ na kojeg je spojen niz elasti¢nih opruga koje nisu medusobno povezane.

(slika 1.2) Uz takav model mozemo zakljuciti da je intenzitet reakcije podloge razmjeran progibu nosaca u toj

tocki.

qrz_k*w

(2.1)

Slika 1.1. Nosac na elasticnoj podlozi

F

Slika 1.2. Idealizacija nosaca na elasticnoj podlozi



Negativni predznak pokazuje da je reakcija podloge usmjerena suprotno od pozitivnog smjera progiba. Reakcija

podloge moze biti usmjerena prema gore ili prema dolje, ovisno o usmjerenju progiba (slika 1.3)

Slika 1.3. Ovisnost reakcije o progibu

Uz iznos progiba, za odredivanje reakcije podloge u proizvoljnoj tocki nosaca je takoder potrebno poznavanje
krutosti podloge. Krutost podloge karakterizira koeficijent podloge koji oznacava reakciju podloge na jedinici

duljine nosaca za progib jednak jedinici (fablica 1.1). Koeficijent podloge se racuna formulom:

k=k, *b

(2.2)

h kojoj b oznacava Sirinu nosaca, a k; modul podloge koji odredujemo pokusima



Tablica 1.1. Moduli podloge za materijale

Materijal podloge Modul podloge k;
[MN/m?]
SvjeZe nasut pijesak, mokra glina 1-5
Slegnuti pijesak, vlazna glina 5-50
Potpuno slegnuti pijesak, malo vlazna glina 50-100
Pjeskovita glina, tvrda glina 100-200
Sljunak 4000-6000
Beton i armirani beton 8000-15000

E. Winkler, 1867. godine, je prvi uveo teoriju da deformacija elasticne podloge ovisi samo o pritisku u tocki

kojoj odredujemo deformaciju. U njegovu cast je koeficijent podloge k dobio ime Winklerovim koeficijentom.



3. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA ELASTICNE LINIJE NOSACA NA

ELASTICNOJ PODLOZI

S obzirom da nosaci na elasti¢noj podlozi nisu stati¢ki odredeni sustavi, nedovoljne su jednadzbe ravnoteze za

odredivanje reakcija podloge ¢,, stoga promatramo deformaciju nosaca koja nastaje utjecajem vanjskih

djelovanjem opterecenja (slika2.l).

Slika 2.1 Nosac opterecen koncentriranim silama

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije nosaca glasi:

EI d'w =-M
dx?
Dvostrukim deriviranjem po x dobivamo:
d‘w  d’M
dx* ~  dx?

Desni ¢lan izraza je jednak rezultantnom kontinuiranom opterecenju kojim je nosac opterecen:

d2
—(@+a) =77
d*w
EIW =—kw+ q

(3.1)

(3.2)

(3.3)



(34)

d4w+k q
dx* "E1" T EI

(3.5)
Ako oznacimo:
L = 4a*; a= s
El 4E1
(3.6)
dobivamo izraz:
6:: -+ 4atw = %
(3.7)

Parametar a ovisi o odnosu krutosti nosaca i elasticne podloge. Ukoliko je nosac na elasti¢noj podlozi opterecen

samo koncentriranim optereéenjima, onda g=0, te jednadzba poprima oblik:

d*w

W+4Q4W=0

(3.8
Opce rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe trazimo u obliku:
w = erx
(3.9
Cetverostrukim deriviranjem po x dobivamo:
d*w
dx4 — eTX * r4—
(3.10)
Uvrstavanjem izraza u formulu dobivamo:
(r*+4at)e™ =0
(3.11)



r*+4a*=0

r=xa(l+i), i=v-1

Uvrstimo li gornje izraze za r u izraz dobijemo opce rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe u obliku:

w =e*[Acosax + Bsinax] + e *[C cosax + D sin ax]

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Izrazi A, B, C, i D su konstante integracije koje odredujemo iz unaprijed zadanih uvjeta problema za: w, w’, w” =

M ,w’” 0 T. Na svakom kraju nosac¢a imamo dva rubna uvjeta:

e Krajnosaca je upet: w=0, w'=0
e Krajnosaca zglobno oslonjen: w=0; w”=M=0

e Krajnosaca slobodan: w”=M=0; w’”’=T=0

Opce rjesenje jednadzbe takoder se moze zapisati u obliku:

w = e [Acosax + Bsinax] + e”**[C cosax + D sinax] + w,

Ukoliko na nosa¢ djeluje jednoliko kontinuirano opterecenje (slika 2.2):

q = q, = konst

do
Wp = ?
%
0 YROPTERYRTYITITOTYITeTeY X

Slika 2.2. Nosac na koji djeluje jednoliko kontinuirano opterecenje

(3.15)

(3.16)



U op¢em slucaju odredivanje konstanti integracije se svodi na rjeSavanje sustava od 4 jednadzbe, zbog Cega se

rjesenje zadanog problema nastoji rijesiti principom superpozicije jednostavnijih poznatih rjesenja.



4. BESKONACNO DUGACKI NOSAC NA ELASTICNOJ PODLOZI

4.1. Beskonac¢no dugi nosac optere¢en koncentriranom silom

Ukoliko je beskonacno dugi nosa¢ opterecen jednom koncentriranom silom F (slika 3.1), mozemo jednostavno
do¢i do rjesenja sustava. Postavimo ishodiste sustava na lokaciju djelovanja koncentrirane sile F. Zbog simetrije
sustava je dovoljno gledati samo desni dio nosaca (slika 3.2). Prvi rubni uvjet je kada x — oo, progib w i sve
derivacije progiba su jednake 0. Ako su ovi uvjeti ispunjeni onda desni dio nosaca glasi:

w = e *[Ccosax + D sinax]

(4.1)

Slika 3.1. Reakcije nosaca na koncentrirano opterecéenje

F/2
Mo

O\
—— A B - S—

jilhii

ZvW qr

X

Slika 3.2. Desni dio nosaca

Druge rubne uvjete dobivamo za ishodiste koordinatnog sustava, odnosno lokaciju djelovanja koncentrirane sile.

U toj tocki su zadani nagib tangente elasti¢ne linije; w’(0)=0, i veli¢ina poprecne sile, T = —EIw"’(0) = —g

Deriviranjem jednadzbe po x dobivamo:

10



w = —ae %[(C + D)sinax + (C — D) cos ax]

w(0)=0=—ae *[(C+D)sina*0 + (C —D)cosa *0]

w'(0) = —a[(C - D)]

c=D

(4.2)

Uvrstavanjem u jednadzbu te uzastopnim deriviranjem dobivamo:

w = Ce~“*[cos ax + sin ax]
(4.3)
w' = —2aCe”* sinax
(4.4)
w’ = —2a?Ce~%[cos ax — sin ax]
(4.5)
w” = 4Cade™% cos ax

(4.6)

Uvrstavanjem u uvjet dobivamo: T = —EI w”’(0) = —EI 4 C a3 = —;

c=_F
8EI a3

(4.7)

Uvrstavanjem izraza u jednadzbu dobivamo:

— F —-ax 3
W= e [cosax —sinax];x =0
(4.8
w= SEl a3 e~ [\/Esin(ax +%];x =0

(49

11



1z oblika jednadzbe mozemo uociti da elasti¢na linija nosaca ima valoviti oblik. Amplitude valova

eksponencijalno opadaju kako se udaljavamo od ishodista, odnosno hvatista sile F. Duljina valova A iznosi :

a k-

(4.10)

Ako u gornje izraze uvrstimo vrijednosti dobijemo iznose kutova zaokreta, momenata savijanja i popre¢nih sila:

p=w= —4E1;aze‘“" sinax
(4.11)
M=—-EIw" = %e‘“"[eos ax — sin ax]
(4.12)
T=—-EIw” = —ge‘“" cos ax
(4.13)
Uvodimo izraze:
fi(ax) = e~ **[cos ax — sin ax]
(4.149)
f(ax) = e sinax
(4.15)
f3(ax) = e~ **[cos ax — sin ax]
(4.16)
fa(ax) = e™* cosax
(4.17)

Za dane izraze imamo numericke vrijednosti funkcija koje se nalaze u tablici

12



Izrazi vrijede za x > 0

Iznosi funkcija u tocki x=0:

F
Y=g E o 1)

F
=" TEre 1)

F
M = Hfs(ax)

_ F
T= _Efz;(ax)
f1(0) =1
f£(0)=0
£0) =1
f2(0) =1
F F
w(0) = Wpax = 8El a3 = %
®0)=0
F
M(0) = My, = H

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

13



T(O) = Tmax =—3

2
(4.26)
F
0
——— S, o X,
s ﬁf’x‘.’ff”rf;':r//;':f s
Ziw
T
2m ™ 0 T 21 | W)
- ety | | P i O T I
11 I /4 f I
74
2T m 0 m 21 (W'
W
gl ] ) | I
[ 77 S I T e
2T m 0 Ll 21 tM}
o I o i R B P v v SN L
F=1 T T I =
2m m 0 m 2m {@
N =~ I MO e NN P e S R T
N T e 17 I I &
4

Slika 3.3. Grafovi pomaka i unutarnjih sila

Tocke u kojima je progib nosaca jednak nuli dobivamo iz uvjeta:

filax,) = e™*[cos ax, —sinax,] =0

cosaxy +sinaxy, =0

tanax, = —1
3 7 11
axy =ZT['ZT['TT[."

14



_ 3 7 11
N 4an' 4q i 4an

(4.27)

1z izraza dobivamo vrijednosti w(m) = 0,043 w4, i w(21) = 0,0019 w,,,,,, odnosno da na udaljenosti x = %ﬂ

od hvatista sile progib iznosi tek 0,19% maksimalnog iznosa progiba. Iz te ¢injenice donosimo pretpostavku da

su svi progibi ¢ija je udaljenost ax > 5, jednaki nuli.

Pomocu izraza za nosace na elasticnoj podlozi opterecenih jednom koncentriranom silom i zakonom
superpozicije mozemo odrediti progib beskona¢no dugog nosaca na elasti¢noj podlozi zbog djelovanja neke

druge vrste optere¢enja

15



4.2. Slucaj beskonac¢no dugackog nosaca optere¢enog nizom koncentriranih sila

0
e e < X,
7
X2

Slika 3.4. Beskonacno dugi nosas opterecen nizom koncentriranih sila

n

n
1 _ . 1
w(0) =577 a3ZFi e”**i[cosax —sinax] = o= a3lei fr(ax;)
=

i=1

(4.28)
1 X 1N
—_  pTAX| g e . .
¢ (0) TEl aZZF’e sin ax 2 El azzFl fa(ax;)
i=1 i=1
(4.29)
1% 1\
M(0) = mz F;e™*i[cos ax — sinax] = ﬂz F; f3(ax;)
i=1 =1
(4.30)
BN 15
T(0) = _Ez Fie™*icosax = _Ez F; fa(ax;)
i=1 i=1
(4.31)

U izraze x; ulazi kao apsolutna vrijednost udaljenosti ishodiSta do hvatiSta promatranih sila zbog simetrije u

poprecnim presjecima jednako udaljenim od koncentrirane sile.

16



4.3. Slucaj beskona¢nog nosaca optere¢enog jednolikim kontinuiranim opterec¢enjem
duljine /.

4.3.1. Tocka A unutar opterecenog dijela nosaca.

F
dx
q
TR A P A TR TP v ey X
< Ai 7777777 AN
a ‘ b

Slika 3.5 Kontinuirano optereceni beskonacno dugi nosac

Zbog elementarnog opterecenja F, = g dXx, jest:

dw = q.dx e~ %[cos ax — sin ax]|
8EI a3
(4.32)
Progib u tocki A zbog opterecenja raspodijeljenog na duzini / bit ée:
@ gqdx b g dx
w = fo SEl o e~ *[cos ax — sin ax] + fo SEl e~ [cos ax — sin ax]
W=t (2 — e *@cosaa — e~*" cos ab)
8 El a*
4 -aa —ab
w=—(2-e “cosaa — e’ cosab)
2k

(4.33)

17



4.3.2. Tocka A4 izvan optere¢enog dijela nosaca.

dx X

q

TERRTETRITERITERITIRITYRLY X

Slika 3.6 Kontinuirano optereceni beskonacno dugi nosac

Progib u tocki A izvan opterecenog dijela nosaca.

_fa q dx —ax| ; ] Jb q dx —ax| ; ]
w = . 8Eld3e cosax — sinax , S EI a3e cosax — sinax

(e~ cos ab — e%* cos aa)

8 El a*

q _ _ _
w (e~ cosab — e~%* cos aa)

~ 2k
(4.34)

Kada udaljenosti a 1 b rastu, progib se smanjuje i tezi nuli.

18



4.4. Beskonacno dugacki nosac na elasti¢noj podlozi opterecen koncentriranim

momentom

Beskonacno dugacki nosa¢ na elasti¢noj podlozi optere¢en koncentriranim momentom M kojeg zamijenimo

parom sila (slika 3.7) F, F x e = M,; e =0

F, F
! |
| o
\m X
e e ————— P, S
4t
e ‘ X
ZwW

Slika 3.7 Beskonacno dugi nosac optere¢en momentom sile

F M,  fila(x +e)] - fi(ax)
My | fila(x +e)] - fi(ax) M, dfi(ax)
w=- lim =— *
8 El a3 e-o0 e 8El a3 e
My i M,
W= e smax—4EIa2f2(ax)
(4.35)
Deriviranjem izraza dobijemo formule za kut zaokreta, moment savijanja i popre¢nu silu

W= TEl a2 200
(4.36)

0 =g filan
(4.37)

M,
M =22 fi(ax)

(4.38)

19



7= M, «
= _Tfl(ax)

(4.39)

20



5. POLUBESKONACNO DUGI NOSAC NA ELASTICNOJ PODLOZI

Polubeskonac¢no dugi nosac na elasticnoj podlozi je na lijevom kraju opterecen silom Fy; momentom M, (slika

5.1)

K

Slika 5.1 Polubeskonacno dugi nosac opterecen silom i momentom

Kako progib w i sve njegove derivacije u x = oo postaju jednake nuli, konstante integracije 4 i B su takoder

jednake nuli te osnovna jednadzba elasticne linije ovog sistema glasi:

w = e *[C cosax + D sin ax]

(5.1)
Rubni uvjeti sustava na lijevoj strani su:
M = —EIw"(0) = M,
(5.2)
T = —EIw”(0) = —F,
(5.3)
Deriviranjem izraza dobijemo:
w” = —2a?e~**[D cos ax — C sin ax]
w” = 2a3e”[D (sin ax + cos ax) — C (sin ax + cos ax)]
(5.4)

21



Uvrstavanjem uvjeta u izraze dobivamo:

po Mo
2El a?
(5.5)
. Fy —aM,
"~ 2Ela?
Kada izraze uvrstimo u osnovnu jednadzbu dobivamo:
e 1
w=oms [Fo cosax —aM, (cosax — sin ax) = Bl 2% [Fofilax) — aM,f;(ax)]
Za x=0 dobivamo progib ispod opterecenja:
w(0) = Fg ;Iaa]‘;[0
(5.6)
Deriviranjem jednadzbe dobivamo izraze za kut zaokreta, moment savijanja i poprecnu silu:
¢ = T2FEl a? [Fofi(ax) — 2aM, fy(ax)]
(5.7)
M =~ [Fofalacx) — Mo ()]
(5.8
T = —[Fyf3(ax) + 2aM, f, (ax)]
(5.9

22



5.1. Proracun slozenijih problema principom superpozicije

Pomocu tih izraza i zakona superpozicije mozemo rijesiti slozenije probleme. Prikazan je primjer rjeSavanja

(slika 4.2) polubeskonacnog nosaca opterecenog koncentriranom silom F na udaljenosti ¢ od slobodnog kraja 4

a)
b)
c I
T ziw
M_
io iiiii AN,
b
T ziw

Slika 4.2 Primjer rjeSavanja zadataka superpozicijom

Progib zadanog nosaca iz primjera a) mozemo dobiti superpozicijom progiba nosaca iz primjera b) i c).

W, =W, + W,

(5.10)
_F
Wy = a3 (@)
(5.11)
W = 5 (T fifa(x + O +aM - fila(x + O]}
(5.12)
__F 1
Wa = grrga 1) +opra (T filaG + Ol +aM - filaGx + )L}
(5.13)
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6. NOSAC KONACNE DULJINE NA ELASTICNOJ PODLOZI

b)

T

Slika 5.1 Nosac konacne duljine na elasticnoj podlozi

Nosac¢ konacne duljine na elasti¢noj podlozi opterecen koncentriranom silom u sredini. Opce rjeSenje

diferencijalne jednadzbe moze se prikazati u sljede¢em obliku:

w = (; sinax * sinh ax + C, sin ax * cosh ax + C5 cos ax * sinh ax + C, cos ax * cosh ax

(6.1)

w' = (C, — C3)a * sinax * sinh ax + (C; — C,)a * sin ax * coshax + (C; + C,)a * cos ax * sinh ax

+ (C, + C3)a * cos ax * cosh ax

(6.2)

w” = 2C,a? cos ax * coshax + 2C,a? cos ax * sinh ax — 2C;a? sin ax * cosh ax — 2C,a? sin ax * sinh ax

(6.3)
w"” = 2(C, — C3)a® * cos ax * coshax + 2(C; — C,)a® * cos ax * sinhax — 2(C, + C,)a® * sin ax * cosh ax
— 2(C, + C3)a® = sin ax * sinh ax +
(6.4)
Za x=0 rubni uvjeti glase:
M=—EIlw’(0)=0
(6.5)

T=—Elw”(0) =0
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(6.6)

1z uvjeta simetrije slijedi da je za x = 3

T =—Elw” (£> _F
2 2
(6.7)
Iz uvjeta dobivamo:
w”(0) =2Ca®>=0
;=0
(6.8)
1z uvjeta dobivamo:
w”(0) = 2(C, — C3)a® =0
C,=0C;
(6.9)
1z uvjeta dobivamo:
l l l . l l l l
w' (E) & =Cax [cos (az) -sh <a2> —sin (LZE> -ch (azﬂ + C32a - cos (a§> -ch (a§> =0
(6.10)
l l l . l l i l l F
w'’ (E) = —C,2a3 [cos (az) -sh <a5> + sin <a5> -ch (azﬂ — C34a3sin <a E) -sh (a E) =—op
(6.11)

Rjesenje sustava jednadzbi glasi:

pa sn(e}) e () cos (1) sn ()
6327. shal + sinal
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(6.12)

B 2Fa ' cos (a%) -ch (a%)

Tk shal + sinal
(6.13)
Ukoliko te izraze konstanti integracije uvrstimo u izraze dobivamo:
Fa | sin (a%) -ch (a %) — Cos (a %) sh (a %)
w= — , [sinax - chax + cosax - shax] +
k shal + sinal
2cos (a %) -ch (a%)
- cosax-chax;; za0<x <-—.
shal + sinal 2
(6.14)
Zbog simetrije nosaca s obzirom na hvatiste sile deformacije nosaca za 0 < x < é odredujemo simetrijom.
1z jednadzbe dobivamo veli¢ine progiba za x=0i x=I/2
l l
(0 = 2Fa COS (aj) - ch (aj)
Wa = w0 = T el fsinal
(6.15)
_ (l) _Fa 2+ cosal +chal
we=W\2) T 2k shal + sinal
(6.16)
Mozemo dobiti odnose progiba u presjecima:
l l
wy_w(©) _4cos(ag)-ch(a)
we W(%) "~ 2+ +cosal +chal
(6.17)

Graficki prikaz odnosa progiba u presjecima (slika 5.2):
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A
W, /W,
1 —e
0.5
0 .
| | ~——

Slika 5.2. Graf odnosa progiba i velicine al.

Odnosi progiba krajnjeg i srednjeg presjeka nosaca uveliko ovise o veli¢ini al. Za al < 1 progibi srednjeg i
krajnjeg presjeka su skoro jednaki stoga nosa¢ smatramo apsolutno krutim. Za al > 3 utjecaj koncentriranog
opterecenja koje djeluje u sredini nosaca na deformacije krajnjih presjeka nosaca jest neznatan pa se moze
zanemariti i nosa¢ smatrati beskonacno dugim. Za 1 < al < 3 utjecaj koncentriranog opterecenja koje djeluje na

deformacije krajnjih presjeka nosaca jest znacajan, stoga nosaci konacne duljine su svrstani u 3 skupine:

Kratki nosaci, al < 0,6. Nosac se smatra apsolutno krutim, te pretpostavljamo linearnu raspodjelu reaktivnog

opterecenja (slika 5.3). Pomake podloge racunamo izrazom:

F
ki

w =

(6.18)

Slika 5.3. Linearno rasporedena reakcija sustava

Nosaci srednje duljine, 0,6 < al < 5 Nosa¢ promatramo kao nosa¢ konac¢ne duljine
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Dugacki nosaci, al > 5. Nosa¢ uzimamo kao beskonacno dugacki nosa¢

Za nosa¢ konacne duljine rjeSenja mozemo dobiti superpozicijom rjeSenja za beskonacno i polubeskonacno

dugacke nosace.
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7. NOSAC NA JEDNAKO RAZMAKNUTIM ELASTICNIM LEZAJEVIMA

F -
o x,
7
|
— 4T
|
ZlW

Slika 6.1 Nosac na jednako razmaknutim elasticnim leZajevima

Promatramo dugacki nosac na jednako razmaknutim elasti¢nim leZajevima. Problem moZemo pojednostavniti
ako lezajeve zamijenimo neprekinutom elasticnom podlogom. Ta zamjena je moguca samo uz pretpostavku da
su razmaci susjednih lezaja mali, te da je koncentrirana reakcija zamijenjena ekvivalentnim jednoliko

raspodijeljenim opterecenjem. U prakticnim proracunima ograni¢avamo a < ﬁ. Ovdje je K krutost elasticnog

lezaja 1 ima dimenziju N/m.

Intenzitet reaktivnog opterecenja iznosi:

R Kw
a a 1
(7.1)
Uz pretpostavku daje g = kw
Dobivamo koeficijent elastiéne podloge koja je ekvivalentna nizu elasti¢nih lezajeva
K
k=—
a
(7.2)

29



8. RJESENJE NOSACA NA ELASTICNOJ PODLOZI METODOM KONACNIH

DIFERENCIJA

Progibe nosaca na elasti¢noj podlozi mozemo odrediti numericki metodom konacnih diferencijala koja se osniva

na zamjeni diferencijalne jednadzbe nosaca sustavom diferencijalnih jednadzbi.

Umjesto funkcije neprekinutog argumenta w = w(x) razmatramo funkciju diskretnog argumenta (slika 7.1),

definiranu u diskretnim to¢kama koje nazivamo ¢vorovima

Slika 7.1 Graficki prikaz progiba u cvorovima

Derivacije funkcije w(x) u ¢vorovima aproksimiramo odgovaraju¢im centralnim diferencijama. Tako dobivamo

priblizne izraze za odgovarajuce derivacije funkcije w(x) u ¢voru k

dw 1
(a)k = (Wk+1 - Wk-1)

(TTV;/)k N (dx) A [(dx>k+1 ( ) ] -z (Wicer — 2wi + Wi_q)
d3w d /d*w d2w Pw
(F>k B E(Wl 21 [(dx2>k+1 B <d—>k—1] =

= ﬁ(wk+2 = 2Wgpq F 2Wog — Wi_2)

(), =ae () ~7l(6e) -2(5), (&)=
dx* y dx? \ dx? y 22|\ dx? 1 dx? y dx? o1

= Wiz — 4Wieiq + 6wy — 4wy + wyp).

(8.1)

Pri zamjeni diferencijalne jednadzbe sustavom diferencijskih jednadzbi, prvi korak je da uvodimo

bezdimenzijonalnu koordinatu:

30



X
{=7(ax=0, §{=0;zax=1, {=1)

(8.2)
Tako jednadzba dobiva oblik:
d*w N k14 _ ql*
aer " E1 Y T E
(8.3)
Pretpostavimo da je & u intervalu (0,1) podijeljen na m jednakih dijelova, tako da je korak 1 = %, gdje jem
prirodan broj. PomnoZimo li jednadzbu s 1* = #, dobit ¢emo:
dw  kl* ql*
+ w =
dé*  m*El m*EIl
(8.4)

Ako u diferencijalnoj jednadzbi ¢etvrtu derivaciju izrazimo Cetvrtom diferencijom, dobit ¢emo diferencijsku

jednadzbu za ¢vor k:

k14 gl
Wiz = 4Wy_g + 6Wy — 4Wpyy + Wiy, + =
k

miEl) ~ \m*El
(8.5)
Akoje C = "’:4[;:
c ql*
Wiy — 4wy + (W + 6) Wy — 4Wyiq + Wiyp = (m)k
(8.6)

Rubne uvjete svodimo na diferencijacijski oblik uvjetima.

Rubni uvjeti zglobno oslonjenog kraja nosaca (slika 7.2):
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Slika 7.2. Progib zglobno oslonjenog kraja nosaca

w=20
M = —EI dtw =0
dx?
(8.7)
Diferencijski oblik:
w, =0
Wir1 = Wi
(8.8)
Rubni uvjeti upetog kraja Stapa glase (slika 7.3):
Kk
Wial N Wi
ALA
Slika 7.3. Progib upetog kraja nosaca
w=20
aw _
dx
(8.9)
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Diferencijski oblik:

Wk=0

Wit1 = Wi—1

Rubni uvjeti slobodnog kraja Stapa glase (slika 7.4):

Diferencijski oblik:

M=—e1Y o
N dx?
r=——p%Y g
N dx3

Wiy =2 Wi + Wiy =0

Wiy = 2Wiys +2 Wiy =Wy, =0

AX __AX __AX __AX

ik-l N ‘k ‘k+1

‘k+2
i -

W W W,,,

w,,, X

Slika 7.4 Progib slobodnog kraja nosaca

(8.10)

(8.11)

(8.12)
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Kod rjesavanja nosaca na elasticnoj podlozi, podrucje nosaca podijelimo na jednake intervale. Za unutarnje
¢vorove postavljamo diferencijsku jednadzbu, a za rubne ¢vorove rubne uvjete izrazavamo u diferencijskom

obliku. Tako rjeSavamo sustav diferencijskih jednadzbi.

d?w EI
My = | —EI axz) = _ﬁ(WkH — 2 Wy + W)
K
(8.13)
d3w EI
Ty, = _Elﬁ ~ _2_/13(Wk+2 =2 Wiy1 + 2 Wig — Wi3)
K
(8.14)
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9. NUMERICKI PRIMJERI

1.Zadatak

Promatramo betonski nosa¢ E=25 GPa oslonjen na elasti¢nu podlogu k=20 MPa. Betonski

nosac je Sirok 1.2 metra, a visok 0.5 metara. Duljina nosac¢a iznosi 26 metara i opterecen je po

sredini nosaca
a) Silom F=80 kN
b) Momentom M=40 kNm

¢) Silom F=80 kN i Momentom M=40 kNm

Karakteristike materijala i popre¢nog presjeka

b _12:05°

- _ 4
=1 17 0,0125m

RILEE 80 = 106 _oasse
“= 1461~ |4+25+101000125

alL >5; 0,3556 % 26 = 9,24 > 5

f1(0) =1
f2(0) =0
f:(0)=1
f2(0) =0
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a) Silom F=80 kN

80 kN
00
n 13 m N 13 m 1
‘ ‘ ‘
n 26 m 1
‘ ‘

Slika 9.1 Beskonacni nosac opterecen silom

w(0) = Wﬁ(o)
. 80 000 ,
= *
w(0) =5 25+ 1019001257
w(0) = 0,712 mm
9(0) = == £,(0)
. 80 000 .
— *
¢(0) = =555+ 1019 001252
p(0)=0m™*

F
M©) = -5

M(0) =

80000

— %
*0,0125

M(0) = 56,24 kNm
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F
7(0) = ~ 5 £(0)

80000

T(0) = ———— % 1
2

T(0) = —40 kN

Rezultati rac¢unalne analize

Shear Diagram- KN

Moment Diagram - kNm

-60.0

60.0

Slika 9.2. Dijagram unutarnjih sila beskonacnog nosaca optere¢enog silom

-11.7811.78

-0.720.72

-5.44L

-11.7811.78

+8.00

-0.72t

0.72

Mood
52027
2R
14 23
H.231.23 .89 189043 243 4g 0.18
0.18 018545 244189189 (42323
Jrwazn
-QE&
-palmp 77
_ho ouBT

Slika 9.3. Dijagram momenta savijanja beskonacnog nosaca opterecenog silom

B.79

=5
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Slika 9.4. Dijagram progiba beskonacnog nosaca opterecenog silom

Tablica 9.1. Usporedba rezultata proracuna i racunalne analize

Usporedba podataka Proracunate vrijednosti | Racunalna analiza Odstupanja [%]
SpBeam

w(0) 0,607 0,712 14,75

M(0) 51,94 56,24 7,65

T(0) -40,00 -40 0,00
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b) Momentom M=40 kNm

Slika 9.5 Beskonacni nosac opterecen momentom

w(0) = sz(o)
. 50 000 .
= *
w0 = 325+ 1019- 001252
w(0) = 0 mm
0 =—— ¢
9(0) = == 2(0)
. 50 000 .
— *
¢(0) =~ 525+ 1010+ 00125

p(0)=1125m?

M
M©) = 2 f5(0)

50000

1
> *

M(0) =
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M(0) = 25 kNm

Ma
T(0) = ——f2(0)

T(0)) = -

Shear Diagram- kN

Moment Diagram - kNm

2(0
= £(0)
T(0) = —8,89kN
Rezultati racunalne analize
9 11
B21— B2
55330 5230
3.68.68 3 68.68
.00 1.00 [1.00 1.00
r0.19 -0-1%.0.40 -0.40 L0.40 -0.40r0-19 -0.19
Slika 9.6. Dijagram unutarnjih sila beskonacnog nosaca optere¢enog momentom
-p2|65127.65
-f \?Q-18_10
-1&@-11.91
&-5.5&;
-0 ?5M'1'96 -0:04£0.04
0.04" 88—
i 1.9601 96 0.750.75
5.5&;5\.§N
1'hj49
1.9417 .94
178
18.10) 0
805
22|88t Hes

50000 * 0,0125

Slika 9.7. Dijagram momenta sila beskonacnog nosaca opterecenog momentom

40



-0.092

£
£
%
= L ——
& ——
| |
0.092
Slika 9.8. Dijagram progiba beskonacnog nosaca opterecenog momentom
Tablica 9.2. Usporedba rezultata proracuna i racunalne analize
Usporedba podataka Proracunate vrijednosti | Racunalna analiza Odstupanje [%]
SpBeam
w(0) 0 0 0,00
M(0) 25 22,65 10,38
T(0) -8,89 -9.91 10,29
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¢) Silom F=80 kN i Momentom M=40 kNm

80 kN
50 kN

13 m

26m R

i

Slika 9.9 Beskonacni nosac opterecen silom i momentom

w(0) = wy(0) + w,(0)

w(0) =0,712+0

w(0) = 0,712 mm

9(0) = ¢1(0) + ¢, (0)

p(0)=0+0

p(0) = 1,125 10"*m™!

M:M1+M2

M = 56,24 + 25

M = 81,24 kNm

T=F1+F2

T =-40-8,89
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T =

—48,89 kN

Rezultati rac¢unalne analize

Shear Diagram- kN

Moment Diagram - kNm

[30|6q
23[B3|67
18685
7784
0.01 0.01 058 56 089 089283 283 57 037
2.03 -2.032 89 -2 89
17 90.90
-ppoes
-3p3aA7
-11le8) 88
-49.40
Slika 9.10. Dijagram unutarnjih sila beskonacnog nosaca opterecenog silom i momentom
s oteof 1 E1H182910.9 -11.74111.749 ogl9 95
Lok R w-a.ﬁ 4 47k .47
0.04p.04 8 0.12p.12
B.881388
20/7230 mf’zo.?a
f 7 5.08
SG’I 02

Slika 9.11. Dijagram momenta sila beskonacnog nosaca opterecenog silom i momentom
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-0.633

Instantaneous Deflection - mm

0633
Slika 9.12. Dijagram progiba beskonacnog nosaca opterecenog silom i momentom
Tablica 9.3. Usporedba rezultata proracuna i racunalne analize
Usporedba podataka Proracunate vrijednosti | Racunalna analiza Odstupanje [%]
SpBeam

w(0) 0,712 0,663 7,39

M(0) 81,24 66,62 21,95

T(0) -48,89 -49,40 1,85
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2.Zadatak Promatramo betonski nosa¢ E=25 GPa oslonjen na elasticnu podlogu k=20 MPa. Betonski

nosac je Sirok 1.2 metra, a visok 0.5 metara. Duljina nosaca iznosi 13 metara i opterecen je na jednom

od rubova nosaca

a) Silom F=40 kN
b) Momentom M=40 kNm

c) Silom F=40 kN i Momentom M=40 kNm

Karakteristike materijala i popre¢nog presjeka

I_bh3 _1,2%0,5°
T 12 12

RILEE 80 = 106 _ oasse
“= 1461~ |4+25+10000125

il =1

= 0,0125 m*

f2(0)=0
f3(0) =1
f2(0) =0
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a) Silom F=80 kN

40 kN

o T

Slika 9.13 Polubeskonacni nosac opterecen silom

1
w(0) = o [Fofa(ax)]

2Ela3
0) = 1 [40 000 ]
w0 =335+ 1010- 001257
w(0) =1,42 mm
1
p(0) = ~SEla? [Fofi(ax) — 2aM, fa(ax)]
1

0(0) = — [40 000 ]

2%2,5%1010 %0,0125 2

@(0) = —5,061%10"* «xm™1

1
M(0) = —

a [Fof2(ax) — aM,f; (ax)]

1
M(0) = —

Z[40 000 % 0]
a
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M(0) =0

T(0) = —[Fof3(ax) + 2aM,f,(ax)]

T(0) = —[40 000 ]

T(0) =-40 kN

Rezultati rac¢unalne analize

400
i B27 827
471 471 4.76 476
| 013
. 5300
1 -tesas
-3¢ 80|81
-89(94-39.94
Slika 9.14. Dijagram unutarnjih sila polubeskonacnog nosaca opterecenog silom

-37.10:37.10

1] - 120%\@@-30.04

=4 62742 \

_ 13:49113.49

.112/:2 \
4

0.790.79 0.780.78

Slika 9.15. Dijagram momenta sila polubeskonacnog nosaca opterecenog silom




-1.538

Instantaneous Deflection - mm

1538

Slika 9.16. Dijagram progiba polubeskonacnog nosaca opterecenog silom

Tablica 9.4. Usporedba rezultata proracuna i racunalne analize

Usporedba podataka Proracunate vrijednosti | Racunalna analiza Odstupanje [%]
SpBeam

w(0) 1,42 1,538 7,68

M(0) 0 0 0,00

T(0) -40 -40 0,00
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b) Momentom M=40 kNm

Slika 9.17 Polubeskonacni nosac opterecen momentom

w(0) = 2Elad [—aM, f3(ax)]
0 1 [ —0,3556 * 40 000 ]
= — *
w0 =335+ 1010 - 001257 ’
w(0) =0,512
@ (0) = ~SEla? [—2aM, fa(ax)]
1
»(0)=- [—2 % 0,3556 * 40 000 |

2%2,5%1010%0,0125 2

@ (0)—72 *101%m™*

1
M) = — a [—aM,fi(ax)]
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1
M(0) = —=[—0,3556 * 40 000 |

—
a

M(0) = 40 kN

T(0) = —[Fofs(ax) + 2aM, f,(ax)]

T(0) = —[2 * 0,3556 * 40 000 *

T(0) =0

Rezultati rac¢unalne analize

o
L1 1 Jo

0]

=
k4 -
£ - 0.36 0.36
5
& 044002 0.01 0.01
b 1132 132
¥
s 404
_{dag
- — 537 -5.37
. 16.20)
- 8 5656-8.46-8.46
90 BEIS6
Slika 9.18. Dijagram unutarnjih sila polubeskonacnog nosaca opterecenog momentom
400
e 4
.
£ - 2.14t2.14
[= N 003
w
s - /v\aﬂ o1 0.050.05
| =
s
£
s A /5%12.55
] ?525.25
1] 336063 .80
amabatPod 4

Slika 9.19. Dijagram momenta sila polubeskonacnog nosaca opterecenog momentom
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-0.522

Instantaneous Deflection - mm

0.522
Slika 9.20. Dijagram progiba polubeskonacnog nosaca optere¢enog momentom
Tablica 9.5. Usporedba rezultata proracuna i racunalne analize
Usporedba podataka Proracunate vrijednosti | Racunalna analiza Odstupanja [%]
SpBeam
w(0) 0,512 0,522 1,92
M(0) 40 40 0,00
T(0) 0 0 0,00
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¢) Silom F=40 kN i Momentom M=40 kNm

40 kN
40 KNm

K\

Slika 9.21 Polubeskonacni nosac opterecen silom i momentom

w=oms [Fofa(ax) — aM, f3(ax)]

1
T 2,5% 1010 %0,0125 3

w [40 000 — 0,3556 * 40 000 ]

w=110mm

¢ = [Fofi(ax) — 2aM, fy(ax)]

" 2Ela?

1
T 2%2,5%1010 x0,0125 2

@ = [40 000 — 2 * 0,3556 * 40 000 ]

@ =-128%10"3xm™1

M = =~ [Fof(@x) - aMy i @)

1
M =——[ —03556+40000]
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M =40 kN

T = —[Fof3(ax) + 2aM,f, (ax)]

T = —[40 000 ]

T =—-40 kN

Rezultati rac¢unalne analize

400
=
z
e poo  2.90P.44 3.44
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Slika 9.22. Dijagram unutarnjih sila polubeskonacnog nosaca opterecenog silom i momentom
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Slika 9.23. Dijagram momenta sila polubeskonacnog nosaca opterecenog momentom




-1.016

Instantaneous Deflection - mm

1.016

Slika 9.24. Dijagram progiba polubeskonacnog nosaca opterecenog silom i momentom
Tablica 9.6. Usporedba rezultata proracuna i racunalne analize
Usporedba podataka Proracunate vrijednosti | Racunalna analiza Tocnost [%]
SpBeam
w(0) 1,10 1,016 8,27
M(0) 40 40 0,00
T(0) 40 40 0,00
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10. ZAKLJUCAK

Zakljucak rada o prednostima i primjeni nosaca na elasti¢noj podlozi u kratkim konstrukcijama jasno
pokazuje da ovi nosaci donose znacajne koristi i imaju Siroku primjenu. Ovaj rad istaknuo je klju¢ne
prednosti upotrebe ovih nosacéa, ukljucujuéi bolju raspodjelu opterecenja, poveéanu stabilnost i smanjenje
vibracija u strukturi. Elasti¢na podloga uc¢inkovito ublazava negativne uéinke koncentriranih opterecenja i

nejednakih sleganja, $to rezultira dugotrajnijom i otpornijom konstrukcijom.

Takoder, vazno je napomenuti da su nosaci na elasticnoj podlozi izuzetno prilagodljivi i mogu se koristiti u
raznim inZenjerskim situacijama, kao $to su temelji zgrada, potporni zidovi mostova i postolja za razlicite
strojeve. Njihova svestranost €ini ih vrijednim alatom za optimizaciju izvedbe konstrukcija i smanjenje

troskova odrzavanja.

Sve u svemu, integracija nosaca na elasti¢noj podlozi u kratke konstrukcije pruza pouzdano i u¢inkovito
rjeSenje za rjeSavanje razlicitih inzenjerskih izazova. Prednosti u distribuciji opterecenja, poboljSanju
stabilnosti i smanjenju vibracija doprinose cjelokupnoj trajnosti i funkcionalnosti struktura. Daljnja
istrazivanja i razvoj u ovom podrucju mogli bi otkriti jo§ viSe potencijalnih koristi i primjena ovih nosaca u

buduéim projektima gradnje i inZenjeringa.
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