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1. uvoD

Ovaj zavrsni rad tematski je fokusiran na podruéje koje se bavi ravnotezom nosivih
gradevnih konstrukcija koje podnose razlicita stati¢ka opterecenja i druge staticke utjecaje.
Statika gradevnih konstrukcija je osnova za projektiranje nosive konstrukcije pomocu koje se
odreduju lezajne 1 unutra$nje sile i deformacije, a cilj ¢e mi biti objasniti postupak odredivanja
utjecajnih linija na stati¢ki neodredenim sistemima na tipu okvirnog sistema. U vecini
slucajeva utjecajne ¢emo linije konstruirati kinemati¢kim postupkom, stoga, rad ¢e biti
podijeljen u dva dijela, u prvom dijelu rada dokazat ¢u kinematicki postupak, dok ¢u u
drugom dijelu primijeniti taj postupak za rjeSavanje utjecajnih linija na staticki neodredenim

sistemima. Sve skice i sheme su crtane u programu AutoCAD.

2. STATICKI SISTEMI

2.1.  Staticki odredeni sistemi

Konstrukcija se smatra staticki odredenom ako se sve lezajne i unutrasnje sile za bilo
kakvo opterecenje mogu odrediti iz uvjeta ravnoteze. Svakom opterecenju odgovara samo
jedno rjeSenje za navedene sile. Promjene u temperaturi, pomaci lezaja i nepreciznosti U
izvedbi ne uzrokuju leZajne i unutrasnje sile, dakle, ako nema opterecenja, nema ni lezajnih ni
unutrasnjih sila. Ali, ako se jedan od elemenata konstrukcije slomi, slomit ¢e se cijela
konstrukcija, jer nema redistribucije unutrasnjih sila kao u stati¢ki neodredenim
konstrukcijama. Najéesci stati¢ki odredeni sustavi su staticki odredene grede, trozglobni
okviri, trozglobni lukovi 1 sloZeniji staticki odredeni okviri. Staticki odredene grede mogu biti
konzole, grede na dva lezaja ili proste grede i stati¢ki odredene sastavljene ili Gerberove
grede.! Na staticki odredenim sistemima utjecajne funkcije su linearne funkcije ili konstante,
pa su utjecajne linije uvijek sastavljene od dijelova pravaca, dok su kod stati¢ki neodredenih

sistema utjecajne linije nelinearne, odnosno krivulje.

! Hrvatska tehni¢ka enciklopedija. Statika gradevnih konstrukcija (Osnove stati¢kih odredenih sustava) 12.
svezak: Sat-Teo, 1992.
https://tehnika.lzmk.hr/tehnickaenciklopedija/statika_gradevnih_konstrukcija_osnove_statickih_odredenih_susta
va.pdf (preuzeto: 8.9.2023.)



https://tehnika.lzmk.hr/tehnickaenciklopedija/statika_gradevnih_konstrukcija_osnove_statickih_odredenih_sustava.pdf
https://tehnika.lzmk.hr/tehnickaenciklopedija/statika_gradevnih_konstrukcija_osnove_statickih_odredenih_sustava.pdf

2.2.  Staticki neodredeni sistemi
Razlikujemo dvije razli¢ite definicije staticki neodredenog sistema: Staticku i

kinematicku.

Prema statickoj definiciji ,,staticki neodredeni sistem je spojeni sistem koji moZe ostati
u stanju ravnoteZze pri bilo kakvom opterecenju, ali je broj nepoznatih vrijednosti sila u
vezama, vanjskim ili unutarnjim ili i vanjskim i unutarnjim, ve¢i od broja neovisnih jednadzbi
koje izrazavaju uvjete ravnoteze, pa te uvjete zadovoljava beskona¢no mnogo vrijednosti
sila.*? S ovog stajalista, ,,stupanj stati¢ke neodredenosti jednak je razlici broja nepoznatih
vrijednosti sila i broja neovisnih uvjeta ravnoteze koje mozemo postaviti za konstrukciju kao
cjelinu i za pojedine njezine izdvojene dijelove. Ako je n stupanj staticke neodredenosti nekog

nosaca, kazat éemo i da je taj nosaé n puta staticki neodreden.*®

Kinematicka definicija kazuje kako je stupanj staticke neodredenosti jednak razlici
ukupnog broja veza i najmanjega broja potrebnog za geometrijsku nepromjenjivost sistema,
drugim rije¢ima, taj je stupanj jednak broju ,,suvignih* ili ”prekobrojnih” veza.* Shvacanje
”suvis$nih” veza kao “nepotrebnih” je krivo, naime, te su veze suvisne samo pri zadovoljenju
uvjeta geometrijske nepromjenjivosti. Upravo su zbog tog “’viska” veza neodredeni nosaci s
gledista geometrijske stabilnosti povoljniji od odredenih — kod njih ne mora do¢i do rusenja
ako se neka veza raskine.® S kinematic¢koga je pakK stajalista ,,stati¢ki neodredeni sistem
geometrijski nepromjenjivi sistem u kojem je broj veza, vanjskih ili unutarnjih ili jednih i

drugih, ve¢i od najmanjega broja nuznog za njegovu geometrijsku nepromjenjivost.®

2.3. InzZenjerska metoda pomaka
Inzenjerska metoda pomaka je metoda prorac¢una stapnih sistema u kojima su
nepoznanice orijentirane duljine translacijskih pomaka i kutovi zaokreta odabranih toc¢aka
sistema nazvanih ¢vorovima.” U ovoj metodi nepoznanice nisu duljine svih translacijskih
pomaka ¢vorova, nego samo neovisnih translacijskih pomaka, stoga se najéesce oblikuju

samo jednadzbe ravnoteze momenata u ¢vorovima te se sustav nadopunjava jednadzbama

2 Fresl, K. 2017. ,,Gradevna statika 1 Sveudiliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 215.
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs1/gsl.pdf

8 Ibid.

4 |bid.

5 Ibid.

5 Ibid.

" Fresl, K. 2017. ,,Gradevna statika 2 Sveudiliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 3.
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf
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virtualnih radova na neovisnim translacijskim pomacima.® Prora¢un nekom od metoda
pomaka provodi se na osnovnomu sistemu koji oblikujemo dodavanjem zamisljenih veza koje
sprecavaju translacijske pomake i zaokrete ¢vorova, dakle, najprije na osnovni sistem
nanosimo zadane sile i sva ostala zadana djelovanja (slijeganje lezajeva i temperaturnih
promjena).® Mogucim ili dopustivim stanjem pomaka nazivamo svako polje pomaka koje
zadovoljava uvjete neprekinutosti i stvarne leZajne uvjete; stvarno stanje pomaka izvornoga
sistema dobijemo tako da stanju sprijecenih pomaka ¢vorova pribrojimo stanje prisilnih
pomaka ¢vorova pri ¢emu ti pomaci i zaokreti moraju biti takvi da reakcije, koje se zbog njih
razvijaju u zamisljenim vezama poniste reakcije izazvane zadanim djelovanjima.® Dakle,
kada reakcije iS¢eznu, na ¢vorove osnovnoga sistema djelovat ¢e samo one sile koje djeluju na

&vorove izvornog sistema.*!

2.4. Relaksacijski postupak

Relacijski postupak: usporedba Caliseva i Crossova postupka.

Konstantin Cali$ev je bio prvi koji je po¢etkom dvadesetih godina primijenio
iteracijski postupak u rjeSavanju okvirnih konstrukcija. U postupku rjesavanja static¢ki
neodredenih sistema potrebno je postaviti broj linearnih jednadzbi koji odgovara broju
nepoznanica tog sistema, no nerijetko je broj nepoznanica toliko velik da je nemoguce dobiti
direktno rjeSenje jednadZzbi. Moguce je smanjiti broj nepoznanica, koristenjem brojnih
pojednostavljenja te pogodnijim izborom suviSnih nepoznanica, medutim, ako i dalje postoji
prevelik broj nepoznanica, najbolje rjeSenje je koristiti nacin postupnih aproksimacija.
Crossov postupak sli¢an je Calisevu. vezu s Crossovim postupkom Caligev je opisao u
udzbeniku: ” Odredivanje kutova ¢, ima zapravo prolazno znacenje. Svakoj promjeni ¢,
odgovara promjena momenata koji djeluju na krajeve stapova. 1z osnovne formule

Myij = mg (@i @) + Myj = 4kp i + 2y jyo; + My
za momente koji djeluju na krajeve stapa vidimo da promjena kuta ¢; zaokreta ¢vora i ima za

posljedicu promjenu momenata, koji djeluju na krajeve stapova, koji pripadaju tom ¢voru za
veliginu AM; ; "D = 4k, - A, HD = — ., () (49) i da se na protivnim

krajevima tih stapova moment promijeni za veli¢inu

8 Ibid., str. 4.
9 Ibid., str. 3.
10 1pid.
1 1pid.



AMji,i("i“) = 2k j, A it D = %AML ji(ni“) (50). Prema tome broj¢ano izracunavanje

kutova ¢4 mozemo izostaviti, te racunati dodatne momente prema formulama (49) i (50),
kako to ¢ini prof. Cross.”*? U postupku po Crossu prihvaéaju se pretpostavke koje vrijede u
inzenjerskoj metodi pomaka, a oba postupka zapocinju istom fazom (fazom upetosti): za
nepomicne stati¢ke sisteme onemogucuju se rotacije krutih i mjesovitih kruto-zglobnih
¢vorova, te se odreduju momenti upetosti elemenata nastalih od utjecaja vanjskoga djelovanja.
Cvorovi statickoga sistema sa sprije¢enim zaokretima (u fazi upetosti) nisu u stanju ravnoteze.
Dodavanjem momenta savijanja u jedan neuravnotezeni ¢vor intenziteta jednakoga iznosu
neuravnotezenoga momenta (odabranoga ¢vora), a suprotnoga smisla vrtnje, odabrani je ¢vor
postigao stanje ravnoteze. Opisanim je postupkom ¢vor uravnotezen zakretanjem za kut
(iznos kojega u postupku po Crossu ne treba odrediti) potreban da se uravnotezi moment
savijanja iz faze upetosti, dakle stanje je upetosti odabranoga ¢vora "oslabljeno", odnosno
relaksirano.'® U slucaju pomiénih stati¢kih sistema prethodno opisani postupak ne daje
kona¢ne momente savijanja na krajevima elemenata, ve¢ treba nastaviti proraun uzimajuci u
obzir moguénost pomaka. To¢nije, u fazi upetosti pomicnih stati¢kih sistema sprecavaju se
(dodavanjem veza) moguce rotacije ¢vorova i moguci translacijski pomaci $to uzrokuje
pojavu reaktivnih sila u dodanim vezama kao posljedica Crossovoga relaksacijskog postupka
za uravnotezenje momenata savijanja. ProSirenje Crossovoga postupka ukljucuje dopustanje
svake translacije pojedinacno te (iteracijsko) odredivanje momenata savijanja u ¢vorovima

sistema nastalih od omoguéene translacije.*

3. UTJECAJNE LINIJE

Utjecajna funkcija prikazuje promjenu vrijednosti staticke veli¢ine s obzirom na
polozaj jediniénoga opterecenja.'® Graficki prikaz utjecajne funkcije na $tapnim nosac¢ima
naziva se utjecajnom linijjom, a na ploSnim nosac¢ima utjecajnom plohom. Utjecajna linija za
neku veli¢inu je, prema tome, linija ¢ije ordinate daju vrijednosti te veli¢ine ako jedini¢na sila

djeluje u to¢kama za koje oitavamo te ordinate.®

12 |bid., str.48-49.
13 Gidak, P.; Samec, E. 2022. ,,Stati¢ki neodredeni sistemi” Sveuéiliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 140.

http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/e _sns.pdf

14 1pid., str. 141.
15 1pid., str. 190.
16 |hid.


http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/e_sns.pdf

3.1.  Uporaba utjecajnih linija
Utjecajnim se linijama jednostavno i vrlo pregledno odreduju mehanicke velicine

konstrukcija zbog djelovanja vertikalnih opterecenja i momenata savijanja, drugim rije¢ima,
Utjecajne linije imaju vaznu ulogu u projektiranju konstrukcija koje trebaju izdrzati velika
opterecenja, npr. u dizajnu mostova, tracnica, transportera itd., na kojima se teret kre¢e preko
njihova raspona. Pomocu njih moguce je utvrditi Kriticne pozicije vozila ili vlakova u odnosu
na most ili neku drugu konstrukciju, odnosno mogu se proucavati ucinci opterecenja koja
zauzimaju razlicite poloZaje na odredenu konstrukciju. Postupak ovisi o vrsti pokretnog

optere¢enja. Utjecajne linije mogu se odrediti stati¢kim ili kinemati¢kim postupkom.

3.2.  Staticki postupak
,U statiCkomu postupku utjecajne funkcije nalazimo, u skladu s njihovom definicijom,
kao funkcije apscise x hvatista jedini¢nih sila koje se kao optereéenje ’krecu” po gredi.
Buduéi da su na ravnome Stapu, kao §to znamo, uzduzna i poprecna djelovanja medusobno
neovisna, pogodno je na gredu postaviti zasebice jedini¢nu silu koja djeluje na pravcu
njezine osi i jedini¢nu silu koja djeluje okomito na os.“!’
U stati¢kom postupku neposredno slijedimo definiciju utjecajne funkcije: iz uvjeta

ravnoteze nosaca opterecenoga jedini¢nom silom u po volji odabranoj tocki x izvodimo

funkcijski izraz za vrijednost veli¢ine F u tocki X.8

3.3.  Kinematicki postupak
Kinematicki se postupak temelji na teoremu Muller—Breslaua. Za staticki odredeni
sistem utjecajnu liniju moZemo nacrtati kao plan pomaka mehanizma nastaloga raskidanjem
veze koja u izvornom sistemu prenosi promatranu silu, ako je po pravcu djelovanja te sile
zadan jedini¢ni pomak njezina hvatista, suprotan od smisla njezina djelovanja. Ako je pak
izvorni sistem staticki neodreden, sistem koji ostaje nakon raskidanja odgovarajuce veze

geometrijski je nepromjenjiv, pa crtamo njegovu progibnu liniju.®

Kinematicki je postupak u nekim sluc¢ajevima jednostavniji i brzi od statickoga, au

mnogim je slu¢ajevima pregledniji.

" Fresl, K. 2017. ,,Gradevna statika 2” Sveudiliite u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 83.
http://master.grad.hr/nastava/qgs/gs2/gs2.pdf

18 Fresl, K. 2017. ,,Gradevna statika 1" Sveuciliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 317.
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs1/gsl.pdf

19 https://www.scribd.com/document/672291776/9-studenti
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3.4.  Teorem Muller - Breslau
Na teoremu Miiller—Breslaua temelji se kinematicki postupak odredivanja utjecajnih
linija staticki neodredenih sistema, metoda je dobila ime po njemackom inzenjeru Heinrichu
Miiller-Breslau koji ju je razvio 1886. godine te je jedna od jednostavnijih metoda
odredivanja utjecajnih linija. Utjecajna linija jednaka je progibnoj liniji nosac¢a zbog pogodno
odabranog prisilnog pomaka odredene njegove tocke. Ovo ¢u dokazati na primjeru teorema o

uzajamnosti radova na kojemu se temelji teorem Mdiller - Breslau.

RavnoteZno prvo stanje | ] 0 RavnoteZno drugo stanje
NI l ' NI
b—4 b—a
T ’ T ’
e Lo
|r L . |r L lp
A . N i
Pomaci prvog stanja Pomaci drugog stanja
§ N |
N N w(x)
o
le L le
A &

Slika 1 — Primjer stati¢kog sistema s dva razlicita optereCenja

U prvom ravnoteznom stanju su prikazane vanjske sile i uravnotezujuce sile.
Primjenom teorema o uzajamnosti radova sile na prvom ravnoteznom stanju vrse rad na
pomaku drugog stanja. Lijevi leZaj je nepomican 1 ne zaokrece se pa rad vrse jedini¢na sila i

silang, (x).
Rad sila prvog stanja na pomacima drugog stanja: —ng (x) - 1,0 + 1,0 - w(x)

U drugom ravnoteznom stanju su prikazani prisilni pomak i uravnoteZujuce sile.
Primjenom teorema sile na drugom ravnoteznom stanju vrse rad na pomaku prvog stanja.
Lijevi leZaj je nepomican i ne zaokrece dok desni je takoder nepomican pa je suma rada

jednaka nuli.
Rad sila drugog stanja na pomacima prvog stanja: 0

Iz Bettijeva teorema o uzajamnosti radova onda slijedi da jednakost radova prvog i

drugog stanja:



—np,(x)-1,0+1,0-w(x) =0

ns,(x) = w(x)
Iz toga zaklju¢ujemo da je utjecajna linija jednaka progibnoj odnosno problem
odredivanja utjecajne funkcije svodi se na problem odredivanja funkcijskog izraza za
progibnu liniju.

_M(x) 20
EIl

w"(x) =

3.5.  Teorem Enrica Bettija 0 uzajamnosti radova
Rad je, prema Bettijevom teoremu, ,,sila prvoga stanja na pomacima drugog jednak
radu sila drugoga na pomacima prvog stanja.“?! Teorem ¢emo dokazati promatrajuci sile koje
nastaju neovisno jedna o drugoj te pomake koje one uzrokuju. Pretpostavimo da je na

promatrano elasti¢no tijelo najprije nanesena prva kombinacija sila te rad iznosi:

Te imamo rad koji obave sile prve kombinacije na pomacima druge kombinacije:

m
RI,IIZZFR'6 k
k=1

Ukupni rad je:
R == RI + RII + RI,II
Ako obrnutim redoslijedom nanesemo kombinacije sila tada rad iznosi:

R = RII + RI + RII,I

20 https://www.scribd.com/document/672291778/10-studenti

2 Fresl, K. 2017. ,,Gradevna statika 2” Sveugiliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 88.
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf
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Gdje je:

n
RII,IzzF ]'6]
j=1

Rad ne ovisi o redoslijedu nanosenja kombinacija sila pa iz toga slijedi da je:

RII,I = RI,II

m n

Z Flk . 6llk — Z F”] 6\/]
k=1 j=1

Pomak & na mjestu i u smjeru sile F’' i pomak 8, na mjestu i u smjeru sile F”’; nastali su

zbog zajedni¢kog djelovanja sila prve kombinacije.

Pomak §"; na mjestu i u smjeru sile F”’; i pomak 8", na mjestu i u smjeru sile F’, nastali su

zbog zajednickog djelovanja sila druge kombinacije.??

3.6. Mohrova analogija
Mohrova analogija zasniva se na sli¢nosti diferencijalnih jednadzbi. Otto Mohr je
1868. godine uocio da diferencijalna jednadzba ravnotezne konfiguracije niti

% ima jednaku strukturu kao diferencijalna jednadzba progibne linije.

w'(x) = —
Kako se ravnotezna konfiguracija niti, odnosno verizne krivulje, moZe smatrati dijagramom
momenata savijanja u gredi istoga raspona i pod istom distribuiranom silom, jer je

diferencijalna jednadzba ravnoteze M" = —q(x) treca jednadzba jednake strukture, Mohr je

zakljucio da se progibna linija grede moze nacrtati kao dijagram momenata izazvanih

zami$ljenom distribuiranom silom ¢ije su vrijednosti opisane funkcijom x(x) = %.24
da? daz .. L
M) = —q(x) W) — YD pakle, odnos funkcije momenta savijanja i

dx? dx? EI

opterecenja je isti kao odnos progibne linije i dijagrama momenta podijeljenog s krutos¢u EI

pri Cemu se moraju poStovati rubni uvjeti koji su razli¢iti za momente i progib.

2 https://www.grad.unizg.hr/_download/repository/7 i 8 predavanje%5B1%5D.pdf

2 Fresl, K. 2017. ,,Gradevna statika 2” Sveugiliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 90.
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf

2 1bid.
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4. UTJECAJNE LINIJE NA STATICKI NEODREDPENIM SISTEMIMA

4.1. Odredivanje utjecajne linije za reakcije u lezaju
Na primjeru okvirnog sistema staticki neodredenog sistema ¢emo prikazati postupak
odredivanja utjecajnih linija. Za odredivanje momentnog dijagrama ¢u koristiti inzenjersku
metodu pomaka. Na slici 2 za zadani staticki sistem odredit ¢u utjecajnu liniju za horizontalnu
reakciju u lezaju ¢vora 1. Definirani su ¢vorovi 1,2,3 1 4 te njihovi nepoznati zaokreti i pomaci

(zaokret ¢vora 2, ¢,, zaokret ¢vora 3, @3, i uzduzni pomak elementa 2-3, u, 3).

" 6 "4

g 7
@ El © }
2FI El <

@ @ A

poozzad T .

Slika 2 — Staticki sistem
U prvoj fazi inZzenjerske metode pomaka sprje¢avamo pomake dodavanjem veza na
staticki sistem (slika 2). Na statickom sistemu sprijecenih pomaka zadajemo jedini¢ni pomak
leZaja u ¢voru 1 te na temelju plana pomaka zglobne sheme odredeni su kutovi zaokreta
elemenata te momenti upetosti na krajevima tih elemenata. Stati¢ka odredenost je S = —3. 1z
zglobne sheme zadanog sustava se dobije da je staticka odredenost S = +1, tj. da sistem ima

jedan pomak u; 3.

® ®
Ol £l -3

2EI El

1,0 @

e 7

Slika 3 — Stanje sprijecenih pomaka



Momenti upetosti uzrokovani jedinicnim pomakom u ¢voru 1:

_ 2EI 1 3EI
M1‘2:_6'k'l/)12_6'_4 :__4
_ 2EI 3EI
My =6k =6 —= 7=~

2

1
K
%]

11 @

; @
10% é

Slika 4 — Plan pomaka zglobne sheme za jedini¢ni pomak u lezaju ¢vora 1

Nakon odredenih momenata upetosti na krajevima elementa u fazi sprije¢enih pomaka,

dopustaju se zaokreti ¢, i @3 te translacijski pomak u, ;.

Momenti na krajevima elemenata za zaokret ¢vora 2 su:

2E1
m1,2=2'k'§02=2'T'§02=E1¢2
2EI
m2,1:4'k'<P2:4'T'(P2:251<P2
El 2EI
m2,3:4'k'§02:4'?'<ﬂ2:?‘l’2
El El
m3,2=2-k-<p2=2-?-<p2=?(p2

10



Slika 5 — Stanje dopustenih pomaka za ¢,

Momenti na krajevima elemenata za zaokret ¢vora 3 su:

El El
m2,3=2-k-g03=2'z-(p3=?(p3
El 2E1
m3,2=4'k'§03=4'z"ﬂ3=7§03
El
m3,4=4-k-go3=4-?-g03=E1(p3
El El
m4,3=2-k-<p3=2-z-<p3=7<p3

@ ®

Slika 6 — Stanje dopustenih pomaka za ¢

11



Momenti na krajevima elemenata za translacijski pomak u, 5 su:

2E1 Upz 3EI

My, =—6-k-Y,=-6" 7 ) 4): 4u2,3
2E1 Upz 3E]

My, =—6-k-Y,=-6" 7 ) 4) 4u2,3
El Upz 3E]

Mgy = —6-k- Py =—6 Z (—T) = 7“2,3
El Upz 3EI

Mmys3 = =6k -y =—-6 I (_T) = ?uz,s

II

I

Slika 7 — Plan pomaka zglobne sheme za translacijski pomak u; 3

Konaéni momenti na krajevima elemenata su:

3EI 3EI
M1,2 = ——4 EIQDZ + _u2‘3

4

3EI 3EI
MZ,l = ——+ ZEIQDZ +_u2'3

4
2EI El
M,; = 3 P2 +?‘P3
El 2E]
M3, = ERL +T‘P3
3EI
Mz, = Elps + g Y23
El 3EI
M3 = 7‘.03 + ?uzs

4

12



Izracunavanje nepoznatih zaokreta i pomaka se vrsi sastavljanjem sustava jednadzbi
ravnoteze momenata u ¢voru nepoznatog kuta zaokreta te na temelju teorema o virtualnim

pomacima. Sustavi jednadzbi za ravnoteze ¢vorova 2 i 3 te jednadzbi virtualnog rada za

pomak u, ; = 1,0 glase:

(1) _M2,1 - M2,3 =0

3EI 3EI 2E1 El
— — 2El ¢, _Tuzs _Tfpz _?fps =0

4

3EI 8EI El 3EI
T T3 s e

(2) —M3,2 - M3,4 =0
El 2E1 3EI

—?(Pz —T<P3 — Elg; —?uzs =0

EIl 5EI 3El
—?fpz _T(P3 _?uzs =0

@ Mg (=) Mo (=5) + Maa (=) + Maa (

—E+E1<p2+Eu23—ﬁ+2E1¢2+ﬁu23+
4 4 = 4 4 ©
+El@; +ﬁu23 +E<p3 +ﬁu23=0
8 ~ 2 8
3E1¢2+E¢3+Eu23—ﬁ=0
2 4 ~ 2
0F) =+%, @3 = _5_96» Uz 3 =+i_z

Uvrstavanje u izraze za kona¢ne momente savijanja na krajevima elemenata sistema dobijemo

vrijednosti:
19E1 El
Ma="T13 Ma="3
El El
M3,2:—E M3’4:+1_6

M2’3 =+

M4_’3 =+

EIl

28

EIl

7

13



=

T

=3

7] FE
"'LLLU.L

19EI

11

~=

Slika 8 — Momentni dijagram

=

.§@|~
!

I

QS
1
5

Slika 9 — Dijagram zakrivljenosti

224

14



Odabrano po volji: 1m° = 12,88cm

o, =270 1361 s B, = —0L 1288 = 1,805cm
22423 2 2576 2576 '
1161 _ 1 _ 1

/1 1y 1 33 _ 33
®3‘<%+R)'E'6_Em B3 = 12,88 = 3,795cm
1281 7 _ 7

@4 16.§.§ 184m ¢4—ﬁ 12 88 = 0,49cm

_ 1641 32 _ 32

H=1m° - H=1288m - n=4 - H=3.22cm

ol

L. ~
5 /;7//
N 1, 3,22 L // N
al b 2\ # 7 /2 0«

Slika 10 — Postupak skiciranja utjecajne funkcije za horizontalnu reakciju u lezaju ¢vora 1



Nr1

Slika 11 —Utjecajna linija reakcije Rin za prikratu jednaku 4

Mr1

1,0

Slika 12 — Utjecajna linija reakcije Rin

Za isti zadani staticki sistem odredit ¢u utjecajnu liniju za moment savijanja u lezaju
¢vora 1. U statiCkom sistemu ¢emo sprijeciti pomake dodavanjem dodatnih veza, kao i u
prvom primjeru, te nam vrijede isti momenti od stanja dopustenih pomaka, ali su drugaciji

momenti upetosti zbog razli¢itog jediniénog pomaka, odnosno jedini¢nog zaokreta.

7 2El

My =4k (=10) =4 —=-(-10) = —2EI
7 2El

Mpy =2k (=10) =2 —=(-10) = —EI

16



0 Q

Slika 13 — Stanje sprije¢enih pomaka

Momenti na krajevima elemenata za zaokret ¢vora 2 su:

2E1
m1,2=2'k'§02=2'T'<P2=E1§02

2EI
m2,1:4'k'<P2:4'T'(P2:251<P2

El 2EI
m2'3=4-k-<p2=4-?-<p2=7(p2

El El
m3,2=2-k-<p2=2-€-<p2=?<p2

Slika 14 — Stanje dopustenih pomaka za ¢,

17



Momenti na krajevima elemenata za zaokret ¢vora 3 su:

El El
m2,3=2'k'¢3=2'€'<ﬂ3=?¢3
El 2EI
m3,2:4'k'§03:4'?'§03:T(P3
El
m3,4=4-k-<p3=4-z-<p3=E1<p3
El El
m4,3=2'k'<P3=2'I'<P3=7(P3

@ ©)

Slika 15 — Stanje dopustenih pomaka za @3

Momenti na krajevima elemenata za translacijski pomak u, 3 su:

myp, =—6-k -y, =-6 4 4 7 Y23
m2,1=—6-k-1,l},=—6-251-(—u23)=3flu2_3
m3,4=—6-k-¢”1=—6-%-(—%)=%u2_3
My,3 :—6'k'¢111:—6'%'(—%) —%uzs

18



II

Slika 16 — Plan pomaka zglobne sheme za translacijski pomak u, 3

Kona¢ni momenti na krajevima elemenata su:

3EI
M1,2 = _ZEI + El(pz + Tuzs

3EI
M2,1 = _EI + ZEI(/)Z +Tu2,3

2E1 El
M, = T‘Pz +?<P3
El 2E1
M;, = ERL +T§03
3EI
M3, = Elps + ?uzs
El 3EI
Mys = 7§03 + ?uz.B

Sustavi jednadZbi za ravnoteze ¢vorova 2 i 3 te jednadzbi virtualnog rada za pomak
u, 3 = 1,0 glase:
(1) My —My3=0
3El 2E1 EIl
EI - 2El ¢, —Tu2,3 —Tq’z —?‘P3 =0

8EI El 3EI
El ===, =5 93 =~ U3 =0

19



@)

3)

—Ms,z - M3,4 =0

El 2EI 3EI
—?(Pz —T<P3 — Elg; —?uz,s =0

El S5EI 3El
T3 Y23 e M =0

(2 (D) (3 () -
3EI 3EI
—2El + Elp, + Y23 EI + 2Elp, + 7 Y23 +

3EI El 3EI
+E1(p3 +?u2,3 +7(p3 +?u2,3 = 0

3EI 9EI 3EI
3El(p2 +T(p3 +Tu2,3 —T =0
1

_ _ 5, _
$P2="%g P3= —p ez = T

Uvrstavanje u izraze za kona¢ne momente savijanja na krajevima elemenata sistema dobijemo

vrijednosti:

23EI] El El
1,2 = _W 21 = 7 M2,3 = _7
El El 3EI

Myp=—— My, =+—
3,2 4 3,4

4 M4,3 =

+ —
7

M|

|
o

—

Slika 17 — Momentni dijagram

s
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23
56

e [[F5]

Slika 18 — Dijagram zakrivljenosti

(23 1\ 1 27
0= (5t 12) 7 4= 5™
1241 12
Do=g 2= 7™
_1 42 1_21 0
=31z mm
_1 28 1_ 7 0
%=1 192 3"
3481 72
=7 19'2 " 139™

H=1m° - H=4,0cm

Mijerilo fiktivnih sila: 1m° = 4,0cm

_ 27 27

@1 = % ' 4-,0 = 7 = 3,857C7’Tl

_ 12 48

@2 = ﬁ . 4-,0 = ﬁ =~ 0,623C7’Tl

_ 21 21

D5 = v 4.0 = I ~ 1,909cm

_ 7 14

D, = 38 4.0 = e ~ 0,737cm

_ 72 288

Qs = 139 40 = 139 ~ 2,072cm

21



Slika 19 — Postupak skiciranja utjecajne funkcije za moment u lezaju ¢vora 1

MMt

Slika 20 — Utjecajna linija za moment u lezaju ¢vora 1

22



4.2. Odredivanje utjecajne linije za sile u presjeku
Na primjeru okvirnog sistema staticki neodredenog sistema ¢emo prikazati postupak
odredivanja utjecajnih linija za moment u presjeku t-t. Za odredivanje momentnog dijagrama

¢u koristiti relaksacijski postupak.

6 "
+ 4
y 2, 4 p
g 7 7
@  t_ E O,
i
t
2EI EI =
@% @'//z %
Slika 21 — Staticki sistem
Momenti upetosti uzrokovani jedini¢nim zaokretom u presjeku t-t:
Mo = —4-k 5k _4E1<2>2E11_E1
2,3 — 11lJII ¢III - 6 3 6 3 - 3
M;,=-2"k 4-k —2E1(2>4E11—0
32 = Y Y = 6 3 6 3~

U izrazima za momente upetosti koji nastaju zbog zaokreta ;; i ¥;;; razlika je u
odnosu na izraze iz faze dopustenih pomaka inZenjerske metode pomaka (u slu€aju postojanja
nepoznatih kutova zaokreta ¢vorova elementa zadanoga sistema), u predznaku ispred
konstanata 2, 3 i 4. Razlog lezi u teoremu Miiller—Breslaua prema kojem je progibna linija
jednaka utjecajnoj ako je skicirana za slucaj djelovanja jedini¢noga opterec¢enja na mjestu, ali
suprotnoga smjera od dogovornoga pozitivnog smjera stati¢ke veli¢ine za koju se utjecajna
linija odreduje. S druge strane, u fazi dopusStenih pomaka inzenjerske metode pomaka,
pretpostavljamo uvijek pozitivan smjer (nepoznatih) kutova zaokreta, te su i momenti

savijanja na krajevima elemenata u navedenoj fazi metode uvijek pozitivni.?®

%5 Gidak, P.; Samec, E. 2022. , Stati¢ki neodredeni sistemi” Sveugiliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet, str. 219.
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/e sns.pdf

23


http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/e_sns.pdf

&
T
Lulllw)
<
e
H
I

I Py I
.
@ q I @ \
(o, O C
12 23 3.4 S

%] . v g

® @

Slika 22 — Plan pomaka zglobne sheme za relativni zaokret u presjeku t-t

Koeficijenti krutosti:

2E1 EI
k1,2 = k2,1 = T = 7
El
k2,3 = k3,2 = ?
El
k3,4 = k4,3 = Z

Rotacijske krutosti od zaokreta ¢; = 1,0:

El
ki =k'y1 =4 ki, =4k, = 4_7: 2E]

k'ss=k'3, =4k, =4"k —4E1—2E1
2,3 — 3,2 — 2,3 — 32 = e = 3
El
k*3‘4 = k*4‘3 = 4 . k3‘4 — 4 . k4’3 — 4 _I — EI
Sume krutosti u ¢voru:
2E1 8EI
' ' 3 3
2EI S5EI

Zkg = k*3’2 + k*3’4, == T'i‘ EI == T

24



Razdjelni koeficijenti:

Hz1 = Sk, 4 H32 = Sks 5
Hz3 = Tk, =2 H3 e = Tks T

Pri prvoj Crossovoj iteraciji ¢emo Koristiti za potrebe preciznosti u izracunu ovog

zadatka sumu beskona¢nog geometrijskog niza koja glasi:

. a,
gllzfos"_1 q
El 40 S5EI
R BT RTY
El 40 10E1
Mo ==3'38= " 39
El EI 40 EI 40 10E]
Mysz =+——=5- =

3 1239712039 T 39
e~ El 40+EI 40 EI
327 24 39 60 39 39

. = EL 40 EI
37740 397 39
M 4 El 40 - El
* 7780 39 78
1 T4 3
3 3| | f %
! 'FII _|_£.fl5 40
i B
i e [+ | el
-em s -1;%0%
5 _u L EL t3g
B L5200 96000 — £y
By gl
bz bz
Slika 23 — Crossova iteracijska shema 1
ZMl = O

Tz'l " 4'm + Ml,Z + MZ,I == O

4 SEL_10EI _
21" M =39 " 39
5EI

T,, = +—0
21= g3



2M4 = O
—T34-4m+ My3+ M5, =0

oam ELVEL
3,4 aM 39 78_
roo

347 7104

JE, =0

T2,1 - T3'4 — Reross1 =0

S5EI EI

52 104 — Reross1 = 0

9EI
Riross1 = +m

@@

=
&

@ % R,
%
7

D

.ﬁ
r Y

-
s
®

vl
=
[z

L

~

=
o0

Slika 24 — Odredivanje reakcije u pridrzanju nakon prvog Crossovog postupka

Momenti na krajevima elemenata za translacijski proizvoljni pomak u, ; = 1,0:

My, =—6"k-{; = _6.2E1 ) (_uz,s) _ 3EI

4 4 4
m2,1=—6-k-¢1=_6.251_(_u£21-,3)=3fl
m4,3=—6-k-¢,,,:_6.%.(_%) :%



Slika 25 — Plan pomaka zglobne sheme za translacijski pomak u, 3

Pri drugoj Crossovoj iteraciji ¢emo Kkoristiti, za potrebe preciznosti u izracunu ovog

zadatka, sumu beskona¢nog geometrijskog niza:

" _+3EI 9EI+27EI 40 +51E1
L2774 32 71280 39 104
" _+3EI 9EI+27 40 +3EI
21774 16 ' 640 39 13
" 3EI 9EI 40+9EI 40 _ 3EI
2377796 160 39 ' 640 39 13
" 3EI 9EI 40 9EI 40  21EI
32733 780 39171280 39 104
" +3EI 27E1 40 _ 21EI
34 =T 7g 160 39 T104
3EI 27EI 40 15EI
3=+ 5 " 330°39- T 55
' 8 320 39 52
1 2 &
3 | | ip §
T3 -
ez s . ¥
il Il L
A
T poosnoa

Slika n — Crossova iteracijska shema 2




IM, =0
_T2,1 “4m + M1,2 + MZ,I = O

o am 51EI N 3EI
21" M T 04 T3 T
- 75EI
217 7 416
M, =0
_T3‘4 " 4‘m + M4‘3 + M3‘4 = 0
_— +15131+21151_
34 M T T T 04
S— 51EI
347 1 416
JE, =0

_T2,1 - T3,4 + Reross2 = 0
75E1 51EI

216 416 + Reross2 = 0
63EIl
Reross2 = +W
— @ _ @ % R,
N T;, f
7N 1N
___} —_—r
Tz,l T34
Tl |
O N

Slika 26 — Odredivanje reakcije u pridrzanju nakon drugog Crossovog postupka



Ravnoteza pridrzanja:
—Riross1 T Rerossz ~ @ =0

Rcrossl _ E

RCTOSSZ 7

Kona¢ni momenti savijanja na krajevima elemenata:

Mi,j = Mi,j cross1 T Mi,j cross2

El 4E] 4E]

M1,2 = +_84 MZ,l == __21 M2’3 = +_21
El El 2E1
3257 M=t Mis=+o7

M
EI 2E1
84 21
Slika 27 — Momentni dijagram
D,
K|, 0,
= 1
" | ; 0,
O
s
1 2
168 20

Slika 28 — Dijagram zakrivljenosti
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Mijerilo fiktivnih sila: 1m° = 6,3cm

2 14 1 17 — 17

0= (i 1e8) 74 ~w” P gg 037 LaTsem
4 13y 1 29 _ 29

®2=<H+Q)'E'2=Qm ¢Z—Q-6,3—2,175cm
13 1y 1 10 — 10

0= (5t 5) 74 =" Ps =31 3= 30em
1281 7 _ 7

RV T Tl P4 =5p7 63 = 04%m
2 321 32 — 32 _

Szﬁﬁzzﬁm @5—E'6,3—O,64cm

H=1m° - H=63cm - n=4 - H=1575m

1,575

[=]]

1,575

S
.

1.
168

o
—

Slika 29 — Postupak skiciranja utjecajne funkcije za moment u presjeku t-t

1,575
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T Mit-

Slika 30 — Utjecajna linija za moment u presjeku t-t, prikrate 4

T M-t

Slika 31 — Utjecajna linija za moment u presjeku t-t

Za isti zadani staticki sistem odredit ¢u poprecnu silu u presjeku t-t. U statiCkom
sistemu ¢emo sprijeciti pomak dodavanjem pridrZanja kao i u prvom primjeru te nam vrijede
isti momenti od stanja dopustenih pomaka (Cross2), ali su drugaciji momenti upetosti zbog

razli¢itog jedini¢nog zaokreta, odnosno jedini¢nog pomaka.
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7 4 7
@ t  EI ® R
: s
2EI EI =
@'7; @'//z “

Slika 32 — Staticki sistem

Momenti upetosti uzrokovani jedini¢nim pomakom u presjeku t-t:

_ El 1 El
Moz = =62k = =605 =%
_ El 1 El
M3'2:_6'k'¢”1:_6'?'8:_€

po=1

16 I

1.0
1 V=45

1,20 1 I 3,4\@ )

A ‘A

Slika 33 — Plan pomaka zglobne sheme za prisilni pomak u presjeku t-t



Staticki sistem je nepromijenjen u odnosu na proraun momenta u presjeku te razdjelni
koeficijenti ostaju isti. Pri prvoj Crossovoj iteraciji ¢emo koristiti sumu beskona¢nog

geometrijskog niza:

" +EI 7EI 40_+251
27 716 640 39 = 39
" +EI 7EI 40_+4EI
217 78 320 39 39
" El EI+7EI 40 7EI 40  4EI
23 6 24 240 39 960 39 39
" EI+EI+7EI 40 7EI 40 _ 7EI
3.2 6 48 120 39 1920 39 78
" _+7EI 40 7EI
347 180 39 ' 78
" _+7EI 40_+7EI
37 7160 39 ' 156
T 2 \
4T 5! §
| FEE
20— | 20
840 _TEL __IEL “eano
‘l‘H EEEN] .-§8[)0 _|_:'J'.|.
‘1_9 19:2%][:'0 160
oA T
Slika 34 — Crossova iteracijska shema 1
M, =0
_TZ,l . 4‘m + M1,2 + M2,1 = O
— +2EI+4EI_
21" M T 39 739 ~
T +E1
2,1_ 26

33



IM, =0
_T3’4 “4m + M4_’3 + M3'4 = 0

7El  7EI
7EI
34 =208

JE, =0

_T2,1 - T3,4 + Rirpss1 = 0
El 7EI

_%_ﬁ-l' Reross1 =0

R - 15E1
crossl — 208

@ @ o
LS TSR
’ 34

D D
. T
@{__TIQ T‘1{3__@

Slika 35 — Odredivanje reakcije u pridrzanju nakon prvog Crossovog postupka

Momenti na krajevima elemenata za translacijski proizvoljni pomak u, ; = 1,0:

my,=—6-k-{,=-6

4 4 4
2El ; ups 3EI

myy = —6 k=6 (-—2) ==
El , ups 3EI
M3q = =6k Py = —6'1'(—7) =3
El ; uys  3EI
My3 = =6k P = —6'1'(—7) =3



Slika 36 — Plan pomaka zglobne sheme za translacijski pomak u, 3

Pri drugoj Crossovoj iteraciji ¢emo koristiti, za potrebe preciznosti u izracunu ovog

zadatka, sumu beskona¢nog geometrijskog niza:

" _+3EI 9EI+27EI 40 +51E1
L2774 32 71280 39 104
" _+3EI 9EI+27 40  +3EI
217 1y 16 ' 640 39 13
" 3EI 9EI 40+9EI 40 _ 3EI
2377796 160 39 ' 640 39 13
" 3EI 9EI 40 9EI 40  21EI
32733 780 39171280 39 104
3EI  27EI 40 21EI
34 =+~ =+t Tor
8 160 39 104
3EI 27EI 40 +1551
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Slika 37 — Crossova iteracijska shema 2
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Slika 38 — Odredivanje reakcije u pridrzanju nakon drugog Crossovog postupka



Ravnoteza pridrzanja:
+Reross1 T Rerossz * @ =0

Rcrossl _ 5
a = — —_— e —_—
Rcrossz 21

Kona¢ni momenti savijanja na krajevima elemenata:

Mi,j = Mi,j cross1 T Mi,j cross2
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Slika 39 — Momentni dijagram
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Slika 40 — Dijagram zakrivljenosti
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Mijerilo fiktivnih sila: 1m° = 21cm
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14217 _ 7 _

o= 5iasiy = Tom 0, = 55+ 21,0 = 1,225cm
11y 1 11, s
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Slika 41 — Postupak skiciranja utjecajne funkcije za poprecnu silu u presjeku t-t
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Nrt-t

Slika 42 — Utjecajna linija za popre¢nu silu u presjeku t-t, prikrata 4

N1e-t

11,0

Slika 43 — Utjecajna linija za popre¢nu silu u presjeku

5. ZAKLJUCAK

Utjecajne funkcije nam pomazu da pomocu jednog dijagrama mozemo dobiti
vrijednost odredene staticke veli¢ine za bilo koji slucaj optere¢enja. Utjecajna funkcija moze
se odrediti statickim ili kinemati¢kim postupkom. U ovom radu, radi jednostavnijeg pristupa
rjeSavanju, koristio sam kinematicki postupak na statickom neodredenom okvirnom sistemu.
Za proracun momentnog dijagrama, uzrokovanog prisilnim pomacima, koristio sam
inzenjersku metodu pomaka i relaksacijski postupak. Sve skice su crtane i konstruirane u
programu AutoCAD. Staticki neodredeni okvirni sistemi, ovisno o kompleksnosti sistema,

mogu biti vrlo komplicirani za odredivanje utjecajnih funkcija.

39



6. LITERATURA

Fresl K.: Gradevna statika 1: Predavanja

http://master.grad.hr/nastava/qgs/gs1/gsl.pdf

K. Fresl: Gradevna statika 2.: Predavanja

http://master.grad.hr/nastava/qs/gs2/gs2.pdf

Gidak, P.; Samec, E. 2022. ,.Stati¢ki neodredeni sistemi” Sveuciliste u Zagrebu, Gradevinski

fakultet
http://master.qrad.hr/nastava/qgs/qs2/e sns.pdf

https://www.scribd.com/document/672291776/9-studenti

https://www.scribd.com/document/672291778/10-studenti

http://grad.hr/nastava/gs/dim/dim.html

Internet izvori

Hrvatska tehnicka enciklopedija. Statika gradevnih konstrukcija (Osnove statickih odredenih

sustava) 12. svezak: Sat-Teo, 1992.

https://tehnika.lzmk.hr/tehnickaenciklopedija/statika gradevnih konstrukcija osnove staticki

h_odredenih_sustava.pdf (preuzeto: 8.9.2023.)

Utjecajne linije na staticki odredenim sistemima
http://www.grad.hr/nastava/gs/zb1/node35.html (preuzeto: 02.09.2023)
http://grad.hr/nastava/gs/prim.html (preuzeto: 02.09.2023.)

Rak, M.; Gelo, D. 2016. “Proracun konstrukcija”, Tehni¢ko veleuciliste u Zagrebu.

https://bib.irb.hr/datoteka/899781.PK_spojeno_v4.pdf (preuzeto: 08.09.2023.)

https://www.grad.unizg.hr/_download/repository/7_i_8 predavanje%5B1%5D.pdf (preuzeto:

10.09.2023.)

40


http://master.grad.hr/nastava/gs/gs1/gs1.pdf
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/gs2.pdf
http://master.grad.hr/nastava/gs/gs2/e_sns.pdf
https://www.scribd.com/document/672291776/9-studenti
https://www.scribd.com/document/672291778/10-studenti
http://grad.hr/nastava/gs/dim/dim.html
https://tehnika.lzmk.hr/tehnickaenciklopedija/statika_gradevnih_konstrukcija_osnove_statickih_odredenih_sustava.pdf
https://tehnika.lzmk.hr/tehnickaenciklopedija/statika_gradevnih_konstrukcija_osnove_statickih_odredenih_sustava.pdf
http://www.grad.hr/nastava/gs/zb1/node35.html
http://grad.hr/nastava/gs/prim.html
https://bib.irb.hr/datoteka/899781.PK_spojeno_v4.pdf
https://www.grad.unizg.hr/_download/repository/7_i_8_predavanje%5B1%5D.pdf

