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Iz povijesti razvoja iteracijskih postupaka 
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1 Uvod

KonstantinČališev zapǒcinje članak [4] obrazlǒzenjem
motivacije i svrhe primjene iteracijskih postupaka uštap-
noj statici:

”
Da se odrede suvišne nepoznanice statički

neodredenih sistema, obično se postavi potreban za to
broj linearnih jednaďzbi, koje dobivamo na osnovi pro-
matranja deformacije toga sistema. Broj ovih jednadžbi
mora da odgovara broju nepoznanica.Često se mǒze
desiti, da je ovaj broj tako velik, da je praktički nemo-
guće direktno rijěsenje [sic] dobivenih jednaďzbi. Zgod-
nim izborom suvǐsnih nepoznanica na temelju različitih
ujednostavnjujúcih pretpostavaka, iskorišćenja uvjeta si-
metrije i t. d. mǒze se znatno umanjiti broj nepoznanica
i katkada se dobiva sistem jednadžbi, koji se daje upora-
bom narǒcitih nǎcina rijěsiti razmjerno jednostavno. Ako
je nakon sviju ujednostavnenja [sic] broj jednaďzbi ipak
prili čno velik, zgodno je da se upotrijebi način postepenih
aproksimacija.”

Čališev je,čini se, bio prvi koji je, pǒcetkom dvadese-
tih godina, primijenio iteracijski postupak u rješavanju
okvirnih konstrukcija [7, 9, 15, 21]. U [22] Timǒsenko
piše:

”
Tijekom idúcega semestra Hardy Cross je prika-

zao svoju metodu proračuna okvirnih konstrukcija. Ni-
kada nisam̌cuo o Hardyju Crossu, ali sam odmah uočio
da je njegova metoda vrlo blizǔCališevljeve metode, ko-
ju sam dobro poznavao, i prikaz koje je bio objavljen u
Zagrebu prije gotovo deset godina. Očito se tu nije radi-
lo o plagijatu, jedino o dilemi tko je bio prvi.”Čališev-
ljev je rad, naime, prěsao granice Kraljevine Jugoslavije
tek godine 1936. kada je u njemačkom prijevodu pred-
stavljen na kongresu IABSE-a u Berlinu [32].1 U [15]
autori navode da jěCališev metodom uzastopnih aproksi-
macija rjěsavao samo okvire s translacijski nepomičnim
čvorovima, nočitajući članak [4] doznat́cemo da je uz
to predlǒzio i dva postupka prorǎcuna

”
pomǐcnih” okvira

opterécenih horizontalnim silama ǔcvorovima.

Uz Čališeva, jǒs su nekǐclanovi Zavoda za tehničku me-
haniku zagrebǎckoga Gradevinskog fakulteta doprinije-
li razvoju iteracijskih postupaka rješavanja sustava jed-
naďzbi inženjerske metode pomaka u linearnoj, ali i u
nelinearnojštapnoj statici. Técemo doprinose potanje
prikazati u nǎsemčlanku.

2 Postupak K.Čališeva

U članku [3]Čališev je opisao
”
kako se jednostavno mo-

gu odrediti sporedna naprezanja kod rešetkastih nosǎca,
koja nastaju uslijed krutosti spojeva učvorovima, ako pri-
mjenimo [sic] na njih metodu postepenih aproksimacija”,
a u [4] je pokazao

”
kako se mǒze primjeniti isti nǎcin kod

1 O dubini jezǐcnoga jaza ponešto govori i navod naslova rada [4] u [9]:
Izračunavanje vǐsestruko statici neodredenik sistemy pomoču postepe-
nik aproksimacija.

izračunavanja okvirnih konstrukcija.” U prikazu
”
hoda

prorǎcunavanja” slijedit́cemo izlaganje u drugoměclan-
ku, uz prilagodbu predznakâ te osuvremenjivanje i usu-
glǎsavanje oznaka.
Čališev zapǒcinje primjerom jednoetǎznoga okvira s ver-
tikalnim stupovima i horizontalnom gredom.

”
Pod dje-

lovanjem vanjskih silǎcvorovi nosǎca zaokrenut́ce se u
općenitom slǔcaju za neke kutoveϕ♦ i uz to pomaknuti za
veličinu u, koja je za svěcvorove grede zajednička”, jer

”
promatramo samo deformaciju uslijed savijanjaštapova

i zato ne uzimamo u obzir pomaknuća uslijed stlǎcivanja
ili rastezanjǎstapova”.
Zadáca se, prema principu superpozicije, može rijěsiti u
dva koraka:

”
U prvom dijelu odredit́cemo momente na

krajevima pojediniȟstapova, koji nastaju uslijed djelova-
nja vanjskih sila, técemo uz to pretpostaviti, da je jedan
čvor nosǎca spojen sǎcvrstim tlom jǒs pomócu horizon-
talnogštapaA, te će radi toga pomaknućeu biti jednako
nuli. U drugom dijelu odredit́cemo momente, koji na-
staju pod djelovanjem same horizontalne sile, koja je jed-
naka i protusmjerna sili ǔstapuA.” Rastavljanje zadáce
u dva dijela odgovara formulaciji iňzenjerske metode po-
maka koju je A. Bendixsen objavio 1914. godine. Danas
uvriježeno oblikovanje sustava jednadžbi u kojima se kao
nepoznanice pojavljuju i kutovi zaokretačvorova i (ori-
jentirane) duljine pomaka razradio je A. Ostenfeld

”
tek”

1921. godine [9].

2.1 Sistemi s translacijski nepomičnim čvorovima

”
Pǒsto su krajevištapova učvorovima kruto spojeni i

centričvorova su nepomični, to se deformacija sastoji sa-
mo u okretanjǔcvorova, téce se uslijed toga krajevišta-
pova, koji pripadaju jednom̌cvoru, okrenuti za isti kut
ϕm,i = ϕm.” Ti zaokreti uzrokuju savijanjěstapova, pa je
ukupna vrijednost momenta na krajum štapa(m, i), ako
je prizmatǐcan, dana poznatim izrazom

Mm,i = 4km,i ϕm + 2km,i ϕi + Mm,i , (1)

gdje suMm,i momenti upetosti, akm,i = E Im,i/ℓm,i .

”
Ako izlučimo iz nǎse konstrukcije jedaňcvor, n. pr.m,

onda na njega djeluju [. . .] momenti, koji su jednaki i pro-
tusmjerni momentima na krajevimaštapova, t. j. momen-
ti −Mm,n, −Mm,o i t. d.” Uvjet je

”
ravnotězja izlučenog

čvora”

∑ i (−Mm,i) = 0, odnosno ∑ i Mm,i = 0. (2)

”
Znak ∑ protěze se na sve krajevěstapova, koji pripa-

daju jednomčvoru.” Uvrstimo li u tu jednaďzbu desnu
stranu izraza (1), bit́ce
(

∑ i 4km,i

)

ϕm + ∑ i 2km,i ϕi + ∑ i Mm,i = 0. (3)

”
Kuteveϕ♦ moramo odabrati tako, da zadovoljavaju jed-

naďzbu (3) za svakǐcvor konstrukcije. Ovu zadaću ri-
ješavamo [sic] putem postepenih aproksimacija”: umje-
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sto da istodobno zadovoljimo sve jednadžbe tako da sve
čvorove istodobno zaokrenemo za

”
prave” kutove, zao-

kretatćemočvor počvor zadovoljavajúci time u svakom
od njih zasebice uvjet ravnoteže momenata.2

”
Pǒcinjemo sa onim̌cvorom, gdje ǒcekujemo najvécu, po

apsolutnoj vrijednosti, veličinu ϕ♦.” Neka je točvor m.
Ako je zaokretanje svih ostaliȟcvorova sprijěceno, to
jest, ako suϕi = 0 za i 6= m, iz jednaďzbe (3) slijedi

ϕm = −
1

∑ i 4km,i
∑ i Mm,i . (4)

Zaokretčvoram, osim na pripadnom krajǔstapa(l ,m),
uzrokuje moment i na krajul , s vrijednǒsću 2kl ,mϕm. Is-
to će se tako pri zaokretanjǔcvora l pojaviti moment na
krajum štapa(l ,m), što znǎci daće uravnotězenječvoral
narǔsiti ravnotězu koju smo véc ostvarili učvorum. Mo-
rat ćemo se stoga vraćati učvorove koje smo véc jednom,
dvaput, triput, . . . uravnotežili. Postupak je iteracijski:
ravnotěznoj konfiguraciji okvira priblǐzavamo se postu-
pno, aϕm prema (4) tek je prva približna vrijednost, pa

ćemo je oznǎciti saϕ(1)
m .

Neka suϕ(βi)
i približne vrijednosti kutova zaokretǎcvo-

rova i pri ponovnom dolasku ǔcvormu nekom kasnijem
koraku prorǎcuna; gornji indeks označava da je rijěc o
vrijednosti kutaϕi dobivenoj nakonβi uravnotězenjačvo-
ra i. Kako smo uravnotězenjem susjedniȟcvorova na-
rušili prethodno ostvarenu ravnotežu učvorum, zbroj vri-
jednosti momenata koji na nj djeluju neće biti jednak nuli:
(

∑ i 4km,i

)

ϕ(βm)
m

+ ∑ i 2km,i ϕ(βi)
i + ∑ i Mm,i = M

(βm)
m .

(5)

Jednaďzba (3) bitće zadovoljena samo s pravim vrijed-

nostima koje se odϕ(βi)
i razlikuju za priraste∆ϕi . Iz (3),

uz (5) i ϕi = ϕ(βi)
i +∆ϕi , dobivamo

(

4∑km,i

)

∆ϕm + ∑ i 2km,i ∆ϕi + M
(βm)
m = 0. (6)

Da čvor m ponovno uravnotězimo, sprijěcit ćemo dalje
zaokretanje svih ostaliȟcvorova, a njega dodatno zao-
krenuti, pa je prirast kuta potreban za uravnoteženje

∆ϕ(βm+1)
m = −

1

∑ i 4km,i
M

(βm)
m , (7)

tako da je priblǐzna vrijednost kuta zaokretǎcvoram na-
kon βm+1 uravnotězenja

ϕ(βm+1)
m = ϕ(βm)

m + ∆ϕ(βm+1)
m = ϕ(1)

m +
βm

∑
k=1

∆ϕ(k+1)
m . (8)

2 Kutovi zaokreta vrlo su mali brojevi, dok su, s druge strane, vrijedno-
sti koeficijenata krutosti razmjerno velike. Za

”
ručni” su prorǎcun ili za

prorǎcun pomócu logaritamskoga rǎcunala — u nǎsim krajevima pozna-
tijeg pod njemǎckim nazivomRechenschieber— takvi odnosi velǐcina
neprikladni, pǎCališev umjesto kutova izračunava

”
njima razmjerne ve-

li čine” N♦ = 2Eϕ♦.

Izraz (4) poseban je slučaj izraza (7): na pǒcetku su pro-

računa svi ϕ(0)
i = 0, pa iz (8) i (5) slijedi ϕ(1)

m = ∆ϕ(1)
m

i M
(0)
m = ∑ i Mm,i . Jednaďzbu (6), koja je istoga oblika

kao (3), nazivamo rezidualnom jednadžbom. Indukcijom
je, pomócu izraza (5), (8) i (7), lako pokazati da je

M
(βm)
m = ∑ i 2km,i ∆ϕ(βi)

i , (9)

pri čemu zbrajamo priraste kutova zaokretačvorova koji
su uravnotězeni nakon posljednjega uravnoteženjačvo-
ra m. Iteracijski postupak u kojemu izračunavamo prira-
ste nepoznanica naziva se diferencijskom iteracijom.
Poredamo li jednaďzbe (3) redoslijedom kojim smo nu-
merirali čvorove te uvedemo oznakeam,m = ∑ i 4km,i ,
am,i = ai,m = 2km,i i bm = ∑ i Mm,i , u Čališevljevućemo
postupku lako prepoznati Gauss–Seidelov iteracijski po-
stupak rjěsavanja sustava linearnih jednadžbi. Prema
matematǐckoj teoriji iteracijskih postupaka [14], taj po-
stupak konvergira ako je sustav strogo dijagonalno domi-
nantan

(

|am,m| > |∑ i (i 6=m) am,i | za svem
)

ili ako je ba-
rem nesvodivo dijagonalno dominantan

(

ne mǒze se ra-
staviti na dva neovisna sustava i|am,m| ≥ |∑ i (i 6=m) am,i |

za svem, uz
’
>’ za barem jedanm

)

. U jednaďzbi (3)
koeficijent uz ϕm dva je puta véci od zbroja ostalih,
pa je ǒcito da je sustav jednadžbi ravnotěze momena-
ta u čvorovima strogo dijagonalno dominantan.Štovǐse,
može se pokazati da brzina konvergencije ovisi o omjeru
|am,m|/|∑ i (i 6=m) am,i |; omjer 2 mǒze se smatrati vrlo po-
voljnim, tako da

”
[v]eć druga aproksimacija daje obično

za praktǐcnu svrhu dovoljnu tǒcnost”.
U uvodu članka Čališev istǐce:

”
Kao glavnu zadácu

kod prorǎcunavanja okvirnih konstrukcija smatratćemo
odredivanje momenata, koji djeluju na krajevima pojedi-
nih štapova.” A ipak, u njegovu su postupku nepoznani-
ce kutovi zaokretǎcvorova, dok se vrijednosti momenata
izračunavaju naknadno, posredno. Da se vrijednosti mo-
menata na krajevimǎstapova mogu izravno izračuna(va)ti
nekoliko je godina kasnije uočio Hardy Cross [29,30,2].3

Vezu s Crossovim postupkom̌Cališev je izveo u uďzbe-
niku [5]:

”
Odredivanje kutovaϕ♦ ima zapravo prolazno

znǎcenje. Svakoj promjeniϕ♦ odgovara promjena mome-
nata koji djeluju na krajevěstapova. Iz osnovne formu-
le (1) za momente koji djeluju na krajeveštapa vidimo
da promjena kutaϕm zaokretǎcvoram ima za posljedicu
promjenu momenata, koji djeluju na krajeveštapova, koji
pripadaju tom̌cvoru za velǐcinu

∆Mm,i = 4km,i ∆ϕm = −
4km,i

∑ j 4km, j
Mm (10)

i da se na protivnim krajevima tiȟstapova moment pro-
mijeni za velǐcinu

∆Mi,m = 2km,i ∆ϕm = 1
2 ∆Mm,i .” (11)

3 Prema pregledanim izvorimǎcini se da je [12] prvi prikaz Crossova
postupka na nǎsem jeziku.

GRA-DEVINAR 62(2010) 10, 959–970 961
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Kao što je poznato, koeficijentµm,i = 4km,i/∑ j 4km, j u
izrazu (10) naziva se razdjelnim koeficijentom, dok je1/2
u (11) prijenosni koeficijent.

”
Ovim je rijěsen prvi dio zadáce.”

2.2 Djelovanje horizontalne sile ǔcvoru jednoetǎznoga
okvira

”
Silu uštapuA dobivamo iz uvjeta ravnoteže grede, koja

je izlučena presjekom položenim kroz sve stupove” nepo-
sredno ispod grede.

”
Projicirajúci sve sile na horizontal-

nu os dobivamo” da je vrijednost sile koja je
”
jednaka i

protusmjerna sili ǔstapuA ”

A = H − ∑(i,i) Ti,i , (12)

gdje jeH vrijednost rezultante svih zadanih horizontal-
nih sila, koncentriranih i distribuiranih, koje djeluju na
gredu, dok suTi,i vrijednosti poprěcnih sila u presjecima
stupova(i, i), a zbroj obuhváca sve presjěcene stupove.
Vrijednost poprěcne sile izrǎcunavamo iz uvjeta ravno-
teže momenata oko podnožja stupa, tako da je

Ti,i =
1

hi,i

(

Mi,i +Mi,i
)

+T0
i,i , (13)

gdje je T0
i,i vrijednost poprěcne sile na odgovarajućem

kraju jednostavno oslonjene grede jednakoga raspona i
s istim opterécenjem.

”
Pod djelovanjem” sileA

”
pomaknut́ce sěcvorovi u ho-

rizontalnom smjeru za neku veličinu u. Uslijed toga mi-
jenjaju se kutevi, koje zatvaraju smjerovi horizontalnih
štapova sa smjerovima stupova..” Smjeromštapa nazvan
je smjer pravocrtne spojnice njegovih krajeva; promjenu
smjeraštapa zvat́cemo zaokretom̌stapa. Budúci da su
štapovi učvoru medusobni kruto spojeni, kutovi izmedu
tangenata na njihove elastične linije ne mogu se promije-
niti, pa sěstapovi savijaju.

”
Umjesto da trǎzimo pomaknúceu, koje odgovara djelo-

vanju dobivene sileA, postupat́cemo obratno t. j. odabrat
ćemo isprva pomicanjeu po volji, te ćemo zatim odredi-
ti momente na krajevimǎstapova, koji odgovaraju oda-
branoj deformaciji sistema. Iz ovih momenata izračunat
ćemo odgovarajúcu horizontalnu silu. Uzmimo da je to
sila B. Pǒsto su sile linearne funkcije deformacije, mo-
menti su srazmjerni silama. Prave momente, koji nastaju
pod djelovanjem sileA dobivamo tako, da pomnožimo
dobivene momente sa razlomkomA/B. [. . .] To će biti
momenti, koji odgovaraju drugom dijelu postavljene za-
dáce. Potpune momente dobitćemo tako, da zbrojimo
rezultate obih dijelova zadaće.”

”
Zadáca odredivanja momenata, koji odgovaraju hori-

zontalnom pomaknúcu u, sasma je slična zadáci o od-
redivanju sporednih momenata, koji nastaju kod rešetka-
stih nosǎca uslijed krutosti spojeva ǔcvorovima.” Vratit
ćemo se, stoga, na nešto vǐse od godinu i pol starijǐcla-
nak [3].

2.3
”
O dopunitbenim naprezanjima rešetkastih nosǎca”

”
[K]od prorǎcunavanja rěsetkastih nosǎcaželjeznih mos-

tova obǐcno [se] pretpostavlja, da sǔstapovi spojeni u
čvorovima idealnim zglobovima.” Pretpostavi li se k to-
mu jǒs i da vanjske sile djeluju ǔcvorovima, ǔstapovima
će postojati samo uzdužne sile, téce sěstapovi produlji-
ti ili skratiti, ali će pritom ostati ravni. Zbog promjena
duljina štapovačvorovi će se pomaknuti, a kutovi, ko-
je štapovi u nekom̌cvoru medusobno zatvaraju, promi-
jeniti; promjenu kuta izmedu štapova(m,n) i (m, i) pri-
ključenih učvormoznǎcit ćemo saψn,m,i . No,

”
[u] zbilji

su” u čvorovimaštapovi
”
čvrsto zakovani”, pa se kuto-

vi izmedu štapova ne mogu promijeniti, nego sečvorovi
zaokrécu kao cjeline, zboǧcega sěstapovi moraju saviti,
tako daće se u njima pojaviti i momenti savijanja.
Rjěsenje problema naprezanja zbog savijanja uštapo-
vima rěsetkastih nosǎca jedan je od kljǔcnih koraka u
razvoju metode pomaka [21, 9]. Prvo je rješenje dao
H. Manderla 1878./79. godine. No, kako je u obzir uzeo
utjecaj uzdǔznih sila na momente savijanja, njegove su
jednaďzbe nelinearne, pa su stoga bile neprimjerene za
primjenu u ondǎsnjoj inženjerskoj praksi. Rjěsenje s li-
nearnim jednaďzbama objavio je O. Mohr 1892./93. go-
dine. Taj se

”
nǎcin izrǎcunavanja dopunitbenih napreza-

nja osniva na pretpostavci, da su ugibičvorova nosǎca
sa čvrstim spojevima isti kao i ugibǐcvorova zglobnih
nosǎca.” Kut što ga zatvara tangenta na elastičnu liniju
štapa(m,n) na krajum s ravnom osi pomaknutogaštapa
u idealiziranom nosǎcu sa zglobnim̌cvorovima, oznǎcit
ćemo saαm,n. Kutove αm,n i αm,i na krajevimam bilo
kojih dvaju štapova(m,n) i (m, i) priključenih učvor m
povezuje izraz

αm,i = αm,n−ψn,m,i . (14)

Slijedi da u svakom̌cvoru treba samo jedan kutα♦,♦ sma-
trati nepoznanicom, a ostale izraziti u ovisnosti o njemu
i o poznatim kutovimaψ♦,♦,♦. Broj je nepoznanica, pre-
ma tome, jednak brojǔcvorova, a za svaki sěcvor mǒze
napisati jednaďzba ravnotěze momenata.
Jǒs treba izraziti vrijednosti momenata na krajevimašta-
pova u ovisnosti o kutovimaα♦,♦. Čališev pritom u obzir
uzima

”
da su krajevǐstapova uslijeďcvornih lamela apso-

lutno čvrsti”. No, postupak rjěsavanja sustava jednadžbi
ne ovisi o slǒzenosti izraza za momente:

”
pokazat́cu, da

uzimanje u obzir skrácivanja slobodne du[lj]iněstapova
ne smeta primjeni jednostavnog i zgodnog rješenja za-
dáce putem postepenog približenja”

”
po istoj šemi [sic],

koju upotrebljava prof. Waddell4 kod rjěsavanja slǐcne za-
dáce” primjenom

”
klasǐcnoga” izraza

Mm,i = 4km,i αm,i + 2km,i αi,m. (15)

4 T⁀ok prorǎcuna podrobno je opisan u [23], uz napomenu da
”
postu-

pak nipǒsto nije izvoran auktorov, budući da su stanovita njegova obi-
lježja u vécoj ili manjoj mjeri véc rabili razni istrǎzivači”. I Manderla
(prema [15]) i Mohr (prema [21]) predložili su jednostavne iteracijske
postupke rjěsavanja jednaďzbi koje su izveli.
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Prvo se odreduju promjene kutovaψ♦,♦,♦ izmedu štapo-
va u pojedinimčvorovima uz pretpostavku zglobnih spo-
jeva.

”
U tu svrhu upotrijebitćemo poznatu konstruk-

ciju Williotta.” Potom se prelazi na izračunavanje neo-
visnih kutovaα♦,♦ ”

putem postepenog približenja”.
”
Za

prvu aproksimaciju mogu se uzeti vrijednosti po volji.
Ipak je zgodnije, ako odredimo prve aproksimacije ta-
ko, da podijelimo promjenu kuta skretanja izmedu dvaju
naǰcvršćih štapova motrenoǧcvora u obrnutom razmjeru
premačvrstóci ovih štapova.” S tim se vrijednostima iz-
računavaju vrijednosti momenata kojimaštapovi djeluju
na čvorove. No, kako su pretpostavljeni kutovi tek pri-
bližni, zbrojevi dobivenih vrijednosti momenata u poje-
dinim čvorovima

”
izlaze razlǐcnima od nule. Narednáce

se zadáca sastojati u odredivanju takovih [sic] isprava-
ka [za kutove] da bi ti zbrojevi momenata za svakičvor
postali po mogúcnosti jednaki nuli.” Proglasimo li kut
αm,n odabranogǎstapa(m,n) kutom zaokretǎcvora m,
αm,n = ϕm, za ostale kutove možemo, uzψn,m,i = ψm,i ,
pisati αm,i = ϕm−ψm,i . Uvrštavanjem u izraz (15) dobi-
vamo poznati izraz

Mm,i = 4km,i ϕm + 2km,i ϕi − 6km,i ψm,i ; (16)

ako su dijelovi krajevǎstapova
”
negipki”, izraz će biti

něsto slǒzeniji. Kako su kutoviψ♦,♦ poznati, vrijednost
−6km,i ψm,i možemo smatrati vrijednǒsćuMm,i momenta
upetosti. Budúci da se prorǎcun

”
osniva na pretpostavci,

da su ugibǐcvorova nosǎca sačvrstim spojevima isti kao
i ugibi čvorova zglobnih nosǎca”, čvorovi su translacijski
nepomǐcni, pa dalji

”
hod prorǎcunavanja”

”
putem poste-

penog priblǐzenja” mǒze biti kao u pododjeljku 2.1. Ti-
me smo, naizgled, zatvorili začarani krug. S današnje-
ga je gledǐsta opisani postupak izračunavanja

”
dopunitbe-

nih naprezanja” tek poseban slučaj iteracijskoga rjěsava-
nja jednaďzbi metode pomaka za sisteme s translacijski
nepomǐcnim čvorovima, u kojem su momenti upetosti
odredeni poznatim zaokretimǎstapova. Povijesni je tijek,
medutim, bio

”
protusmjeran”: postupak, koji su Man-

derla, Mohr, Waddell, pa i s⁀am Čališev razvili za pro-
račun

”
dopunitbenih” naprezanja ǔstapovima rěsetkastih

nosǎca, Čališev je u [4] prǒsirio na rjěsavanje okvirnih
konstrukcija s translacijski nepomičnim i s (horizontalno)
pomǐcnim čvorovima. Tako razvoj iteracijskih postupaka
slijedi razvoj iňzenjerske metode pomaka: Bendixseno-
va je formulacija prǒsirenje podrǔcja primjene Mohrova
postupka s rěsetkastih na okvirne nosače [9].

2.4 Višeetǎzni okviri

Krenemo li od najvǐse etǎze nadolje vrijednost sile koja
je

”
jednaka i protusmjerna” reakciji u pridržajnomšta-

pu u etǎzi r okvira s vertikalnim stupovima i horizontal-
nim gredama dobivamo, uz promjenu predznaka, iz uvje-
ta ravnotěze dijela okvira iznad presjeka kroz sve stupove
te etǎze, neposredno ispod njezine

”
stropne” grede:

Ar = Hr,g + ∑e>r He − ∑(i,i)∈r Ti,i − ∑e>r Ae. (17)

Pritom jeHr,g vrijednost rezultante zadanih horizontalnih
sila koje djeluju na gredu etaže r, dok suHe vrijednosti
rezultanata zadanih horizontalnih sila koje djeluju na stu-
pove i grede etǎze e, pa se zbroj u drugom pribrojniku
protěze po svim etǎzama iznad etǎze r. Tréci je pribroj-
nik zbroj vrijednosti poprěcnih sila u presjecima stupova
etǎzer; te se vrijednosti izrǎcunavaju prema izrazu (13).

”
Imademo lin redova, to je deformacija odredena san

koordinata, a to su pomaknuća u♦ odgovarajúcih redo-
va. [. . .] Pomócu postepenih aproksimacija možemo naj-
prije da izrǎcunamo za svaku deformacijuui = 1 mo-
mente na krajevimǎstapova, uzev̌si, da su ostala pomak-
nućau♦ = 0. Dobiveni momenti daju nam odgovarajuće
horizontalne sileA1,i , A2,i i An,i . Da odredimon nepo-
znanicaui sastavitćemo sistemn linearnih jednaďzbi”
oblika
Ae = Ae,1u1 + Ae,2u2 + +Ae,3u3 + · · · + Ae,nun. (18)

Jasno je da je pri vécem broju
”
redova” takav postupak

dugotrajan i zamoran. Uz to, ponovno se pojavljuje pro-
blem rjěsavanja sustava jednadžbi (taj je sustav, dodǔse,
znatno manji nǒsto bi bio da su i kutoviϕ♦ nepoznanice).

”
Radi togaćemo i u tom slǔcaju primijeniti nǎcin poste-

penih aproksimacija. Odabratćemo u pǒcetku horizon-
talna pomaknúca u♦ tako, da se ona makar i grubo pri-
bližuju deformaciji sistema. Pošto u praksi naǰcěsće do-
laze slǔcajevi, u kojima su krutosti horizontalniȟstapova
mnogo véce nego li krutosti vertikalnih, zgodno je da uz-
memo kao prvo priblǐzenje deformaciju, koja odgovara
apsolutnoj krutosti horizontalniȟstapova”; to, zapravo,
znǎci da će sečvorovi horizontalno pomaknuti, ali da se
pritom néce zaokrenuti. Ako su svi stupovi etaže r iste
duljinehr , zaokrenut́ce se za kut

ψr = −
ur −ur−1

hr
. (19)

Izrazimo li u jednaďzbi ravnotěze horizontalnih sila na
dijelu okvira iznad presjeka kroz te stupove,

∑e≥r Ae − ∑(i,i)∈r Ti,i = 0, (20)

vrijednostiTi,i u ovisnosti oMi,i i Mi,i prema izrazu (13),
uz T0

i,i = 0 (jer sileAe djeluju učvorovima), uz

Mi,i = Mi,i = −6ki,i ψr , (21)

dobit ćemo

ψr = −
1

12∑(i,i)∈r ki,i
hr ∑e≥r Ae. (22)

Uvrštavanje tih kutova u (21) daje vrijednosti momena-
ta upetosti u stupovima. Grede su apsolutno krute, pa
u njima momenata upetosti nema. Sada možemo do-
dati zamǐsljene pridřzajneštapove i

”
putem postepenog

približenja” izrǎcunati vrijednosti momenata koji odgo-
varaju odabranim

”
pomaknúcima” i stvarnim krutostima

greda. Potoḿcemo za te vrijednosti izračunati vrijedno-
sti B♦ pridržajnim reakcijama

”
jednakih i protusmjernih”
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sila. Drugim rijěcima, dobili smo ravnotěznu konfigu-
raciju za djelovanje sila vrijednosti kojih suB♦ umjesto
zadanihA♦.
Što je omjer krutosti greda i stupova veći, to će biti ma-
nja razlika izmedu vrijednostiAi i Bi u pojedinim

”
re-

dovima”. Čališev predlǎze da se za približno rjěsenje
umjesto vrijednostı̂ B♦ uzmu vrijednostiηB♦, pri čemu
iz uvjeta da je zbroj kvadrata razlika izmeduAi i ηBi mi-
nimalan dobivaη = ∑ i Ai Bi/∑ i b2

i . Prema [5] véc to
rješenje

”
u mnogim slǔcajevima prakse potpuno zadovo-

ljava”. No, ako su razlike izmedu vrijednostiAi i ηBi pre-
velike, prorǎcun treba ponoviti sa silama vrijednosti kojih
su ∆Ai = Ai − ηBi pa rezultate pribrojiti prethodnima.

Oba je postupka — postupak koji vodi na sustav jed-
naďzbi i

”
nǎcin postepenih aproksimacija” — ponovno

otkrio Cross nakoliko godina kasnije [2]. Naravno, za
razliku odČališeva, Cross u provedbi postupka razdjelju-
je vrijednosti neuravnotězenih momenata.

3 Kanijev postupak

Iteracijski postupak rjěsavanja okvira s translacijski po-
mičnim čvorovima u dva koraka — rješavanjem pridřza-
noga okvira i ponǐstavanjem pridřzajnih sila — naziva se
dvostrukom iteracijom. Postupak jednostruke iteracije,
koji odgovara Ostenfeldovoj formulaciji inženjerske me-
tode pomaka, uveo je Gašpar Kani [8].
Izraz za ukupnu vrijednost momenta na krajui štapa(i, j)
Kani piše u obliku

Mi, j = 2M′
i, j + M′

j,i + M′′
i, j + Mi, j , (23)

pri čemu su

M′
i, j = 2ki, j ϕi polovina vrijednosti momenta izazvanoga

zaokretom̌cvora na istom kraju za kutϕi ,

M′
j,i = 2ki, j ϕ j vrijednost momenta izazvanog zaokretom

čvora na drugom kraju za kutϕ j i

M′′
i, j = −6ki, j ψi, j vrijednost momenta izazvanog zao-

kretomštapa za kutψi, j .

Iz jednaďzbe ravnotěze momenata koji djeluju nǎcvor a
nakon sredivanja dobivamo izraz za zbroj∑ i 2M′

a,i vri-
jednosti momenata na priključenim krajevimaštapova
zbog zaokreta toǧcvora, potreban za njegovo uravno-
teženje. Taj́cemo zbroj, kao i u Crossovu postupku, raz-
dijeliti na bliže krajeve prikljǔcenihštapova:

M′
a,b = µa,b

(

∑ i M′
i,a + ∑ i M′′

a,i + Ma

)

(24)

uz Ma = ∑ i Ma,i . Koeficijent

µa,b = −
1
2

ka,b

∑ i ka,i
(25)

nazivamo rotacijskim razdjelnim koeficijentom. Za raz-
liku od Crossa, koji prije razdiobe mijenja predznak
vrijednosti neuravnotězenoga momenta,̌sto se mǒze fi-
zikalno interpretirati kao poništavanje neuravnoteženoga

momenta dodavanjem momenta suprotnoga smisla vrt-
nje, Kani predznak

’
−’ pridružuje razdjelnom koeficijen-

tu. U Kanijevu se postupku uz to izračunavaju i zapisu-
ju polovine vrijednosti momenata na krajevima bližima
čvoru, pa je∑ i µa,i = −1/2; kod Crossa je∑ i µa,i = 1.
Osimšto je M′

i, j = 2ki, j ϕi polovina vrijednosti momenta
na i-tom krajuštapa zbog zaokretǎcvorai za kutϕi , to je
i vrijednost momenta na krajuj zbog istoga uzroka. Kani
stoga ne

”
prenosi momente”, nego pri izračunavanju vri-

jednosti neuravnotězenoga momenta u nekom̌cvoru pri-
braja vrijednosti momenata zapisane na daljim krajevima
u taj čvor priključenihštapova.
Najvéca je, medutim, razlika u toměsto Cross pri uravno-
teženju čvora izrǎcunava priraste vrijednosti momenata,
koji teže k nuli, pa se konǎcna vrijednost dobiva zbra-
janjem svih prirasta, dok Kani izračunava ukupne vrijed-
nosti koje těze k trǎzenoj vrijednosti. Crossova je iteracija
diferencijska, a Kanijevúcemo nazvati potpunom.
Osim vrijednosti momenata zbog zaokretačvorova u si-
stemima s translacijski pomičnim čvorovima nepozna-
te su i vrijednosti momenata zbog zaokretaštapova, pa
uravnǒzenja momenata ǔcvorovima nisu dovoljna za iz-
računavanje svih nepoznatih vrijednosti. Ciklusi uravno-
teženjačvorova, u kojima se svakǐcvor uravnotězuje po
jedanput, izmjenjuju se sa ciklusima uravnoteženja etǎza.
Uvjet ravnotěze horizontalnih sila koje djeluju na dio ok-
vira iznad presjeka kroz sve stupove etaže r, neposredno
ispod grede, izrǎzavamo jednaďzbom

Hr,g + ∑e>r He − ∑(i,i)∈r Ti,i = 0. (26)

Izraz (13) za vrijednost poprečne sile na vrhu stupa, uz
Mi,i i Mi,i prema izrazu (23) i uzM′′

i,i = M′′
i,i , daje

Ti,i =
1
hr

(

3M′
i,i + 3M′

i,i + 2M′′
i,i

)

+ Ti,i , (27)

gdje vrijednost

Ti,i = T0
i,i +

1
hi,i

(

Mi,i +Mi,i
)

(28)

ovisi samo o poznatim vrijednostima zadanih optereće-
nja. Uvrstimo li izraz (27) u jednadžbu ravnotěze (26),
dobit ćemo izraz za zbroj∑(i,i)∈r M′′

i,i vrijednosti mome-
nata od zaokreta stupova etažer potreban za zadovoljenje
te jednaďzbe, koji potom razdjeljujemo na stupove:

M′′
a,a = M′′

a,a = νa,a

[

∑(i,i)∈r

(

M′
i,i +M′

i,i

)

+ 1
3 Mr

]

; (29)

pritom je

νa,a = −
3
2

ka,a

∑(i,i)∈r ki, j
(30)

translacijski razdjelni koeficijent, dok je

Mr = −
(

Hr,g + ∑e>r He − ∑(i,i)∈r Ti,i

)

hr (31)

vrijednost momenta, kojícemo nazvati momentom zao-
kretanja etǎzer zbog zadanih (horizontalnih) sila. Budući
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da suM′′
a,a = M′′

a,a, Kani vrijednost zapisuje jednom, na
sredini visine stupa.5

Kani, a i Čališev prije njega, dopǔstaju stupove različitih
visina u nekoj etǎzi (primjerice, u najdonjoj etǎzi, ako su
ležajevi na razlǐcitim razinama). U toḿce slǔcaju kutovi
zaokreta tih stupova biti različiti, pa se dobivaju slǒzeniji
izrazi. Izraziće biti slǒzeniji i ako osim upetih postoje i
zglobni lězajevi.
Kanijeva je metoda ǔsla u brojne svjetske udžbenike sta-
tike, primjerice [13, 24]. Treba ipak reći da u vrijeme
objavljivanja knjǐzice [8] Kani vǐse nije biočlan nǎsega
zavoda, jer je iz dřzavne slǔzbe otpǔsten 1945. godi-
ne [20].

4 Postupak O. Wernera

4.1 Prorǎcun
”
pravilnih” okvira

Postupak Otta Wernera omogućava u nekim, ali u iňze-
njerskoj praksǐcestim, slǔcajevima zamjetno smanjenje
opsega prorǎcuna okvira s translacijski pomičnim čvo-
rovima, opterécenih horizontalnim silama ǔcvorovima.
O. Werner je postupak

”
iznio u predavanju u projekt-

nom zavodu PLAN Zagreb, god. 1951.” [28], ali izvor-
nu inǎcicu s⁀am nije nikada prikazao u nekoj stručnoj ili
znanstvenoj publikaciji. Opis, na koji se naš prikaz osla-
nja, dan je u [18] i, něsto op̌sirnije, u [19].
Za simetrǐcne vǐseetǎzne okvire s jednim rasponom već
prva faza postupka daje konačno rjěsenje.6 Horizontalne
sile učvorovima rastavljamo na simetrični i antimetrǐcni
dio. Promjene duljina greda zbog utjecaja uzdužnih sila
ne uzimaju se u obzir, pa za simetrično opterécenje nema
momenata savijanja. Pri antimetričnom je pak djelovanju
polje pomaka simetrične konstrukcije antimetrično, što
znǎci da su kutovi zaokreta obajǔcvorova etǎze jednaki,
da se polovǐsta raspona greda ne pomiču po vertikali te
da su u tim polovǐstima tǒcke infleksije progibnih lini-
ja greda. Kako u tǒcki infleksije zakrivljenost ǐsčezava,
u polovǐstu je raspona vrijednost momenta savijanja jed-
naka nuli. Umjesto cijeloga sistema možemo stoga pro-
matrati samo jednu njegovu polovicu, uz odgovarajuće
rubne uvjete u osi simetrije — pomične zglobne lězaje-
ve koji sprěcavaju vertikalne, a dopuštaju horizontalne

5 I način zapisivanja prorǎcunskih (medu)vrijednosti ima svoju povijest.
Waddell iČališev upisivali su ih u tablice. Pregledniji zapis u topološku
shemu konstrukcije uveo je Cross. Iako je time možda zamutio fizi-
kalno znǎcenje postupka, Kani je pozornost posvetio i sažetosti zapisa:
predznak

’
−’ uklju čuje u razdjelne koeficijente, pri uravnoteženju etǎza

vrijednosti razdijeljenih momenata zapisuje samo jednom, dok pri urav-
notězenjučvorova zapisuje samo polovine vrijednosti, bez prenošenja.
Spomenut́cemo da je u [2] opisan i

”
skráceni” Crossov postupak u

kojem se ne zapisuju razdijeljene, nego samo prenesene vrijednosti mo-
menata

”
pa na kraju [mǒzemo] náci zbroj izvornih momenata upetosti i

prenesenih momenata te razdijeliti taj neuravnoteženi iznos”.
6 Uz to, konǎcno se rjěsenje odmah dobiva i za višerasponske okvire
ako su krutosti svih greda jedne etaže jednake te ako su krutosti vanjskih
stupova upola manje od krutosti unutarnjih.

pomake i zaokrete. Takav se sistem naziva poluokvi-
rom. Radi laǩsega pooṕcenja postupka na nesimetrične
i na višerasponske okvire zamislitćemo da je poluokvir
umjesto

”
rezanjem” nastao

”
preklapanjem” dviju polovi-

ca okvira oko osi simetrije, a ǔcvorove poluokvira stavit
ćemo sile jednake silama na okviru.
Ako okvir nije simetrǐcan, polje pomaka pod antime-
tričnim opterécenjem néce biti antimetrǐcno, no u prvoj
ćemo fazi prorǎcuna uzeti da su kutovi zaokreta obaju
čvorova etǎze jednaki.Štovǐse, i za vǐserasponskícemo
okvir uzeti da su kutovi zaokreta sviȟcvorova etǎze jed-
naki, te će tǒcke infleksije progibnih linija greda biti u
polovištima njihovih raspona, tako da okvir, preklapa-
njem u polovǐstima raspona greda, možemo i sada za-
mijeniti poluokvirom koji prorǎcunavamo relaksacijskim
postupkom slǐcnim Crossovu postupku — koraci su ana-
logni, ali su drugǎciji razdjelni i prijenosni koeficijenti.
Za razliku od Crossova postupka, pri uravnoteženju poje-
dinih čvorova zaokretanjem njihove horizontalne pomake
ne sprěcavamo. Dopustimo li pri zaokretanju vrha stupa
njegovo pomicanje, stuṕce se ponǎsati kao konzola upeta
u podnǒzju. Da bi se njezin vrh zaokrenuo za kutϕr , u
njemu mora djelovati moment vrijednost kojega je

Mr, r−1 = kr ϕr , (32)

pri čemu je koeficijent krutosti stupa poluokvira jednak
zbroju koeficijenata krutosti stupova odgovarajuće etǎze
okvira. Na dnu je konzole vrijednost momenta

Mr−1, r = −Mr, r−1, (33)

što znǎci da je prijenosni koeficijent po stupu−1. Ana-
logni se izrazi mogu napisati za zaokret podnožja stupa.
Grede su jednostrano upete, pa za vrijednost momenta na
upetome kraju zbog zaokretačvora vrijedi izraz

Mr,g = 3kr,g ϕr ; (34)

koeficijent krutosti grede poluokvira jednak je zbroju
četverostrukih koeficijenata krutosti greda etaže izvorno-
ga okvira (preklapanjem polovica greda njihovi se mo-
menti tromosti udvostrǔcuju, a rasponi raspolovljuju).

Čvor r na koji djeluje neuravnotězeni moment s vrijed-

nǒsću M
(βi)
r uravnotězujemo dodatnim zaokretanjem za

kut ∆ϕ(βi+1)
i . Uz izraze (34), (32) i analogni izraz za vri-

jednost momenta na dnu stupa etaže r +1 zbog njegova
zaokreta dobivamo

∆ϕ(βi+1)
r = −

1
3kr,g +kr +kr+1

M
(βr )
r , (35)

pa
”
povratak” u te izraze za razdjelne koeficijente daje

µr,g =
3kr,g

Kr
, µr, r−1 =

kr

Kr
i µr, r+1 =

kr+1

Kr
, (36)

gdje je Kr = 3kr,g +kr +kr+1.

I vrijednosti se momenata upetosti u stupovima izračuna-
vaju uz slobodne pomakěcvorova. Kako su vrijednosti
poprěcnih sila poznate,Tr = ∑e≥r He, iz jednaďzbi rav-
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notěze momenata oko njihovih podnožja dobivamo

Mr, r−1 = Mr−1, r = 1
2 Tr hr . (37)

V. Simović je u [18, 19] pokazao kako se primjenom sta-
tičke kondenzacije

”
do koeficijenata za proračun po ovoj

metodi mǒze dóci i indirektno iz jednaďzbi metode po-
maka”. Statǐcka je kondenzacija postupak uklanjanja ku-
ta zaokreta ili duljine pomaka iz skupa nepoznanica, uz
istodobno smanjivanje broja jednadžbi ravnotěze, na te-
melju poznatoga statičkog uvjeta. Kako su zadane sile
u čvorovima jedine vanjske horizontalne sile, vrijednosti
Tr = ∑e≥r He poprěcnih sila u stupovima ne mijenjaju se
tijekom relaksacije. Izrazimo li u jednadžbi

Mr−1, r + Mr, r−1 = Tr hr (38)

vrijednosti momenata u ovisnosti o kutu zaokreta stupa
etǎze r i o kutovima zaokretǎcvorova u koje je stup pri-
ključen, iz dobivene jednadžbe mǒzemo kut zaokreta stu-
pa izraziti u ovisnosti o kutovima zaokretačvorova

ψr =
1
2

ϕr−1 +
1
2

ϕr +
1

12kr
Tr hr . (39)

Uz to, umjestoTr hr možemo prema (37) pisati 2Mr, r−1.
Analogni izraz mǒzemo izvesti za kut zaokretaψr+1 stu-
pa etǎze r + 1. Izrazimo li potom u jednaďzbi ravnotěze
momenata ǔcvoru r vrijednosti momenata u ovisnosti o
kutovimaϕr−1, ϕr , ϕr+1, ψr i ψr+1 te uvrstimo netom iz-
vedene izraze zaψr i ψr+1, dobit ćemo

−kr ϕr−1 +
(

kr + kr+1 + 3kr,g
)

ϕr

− kr+1 ϕr+1 = Mr, r−1 + Mr, r+1.
(40)

Kako smo iz skupa nepoznanica uklonili kutove zaokreta
stupova, a time i, prema izrazu (19), duljine horizontal-
nih pomakačvorova, H. Werner postupak naziva meto-
dom elimiranih pomaka [25].
Jednaďzba (40) pokazuje da je sustav koji rješavamo stro-
go dijagonalno dominantan, pričemu koeficijent uzϕr

nije tek něsto véci, nego je vǐsestruko véci od zbroja koe-
ficijenata uz druge dvije nepoznanice, tako da Wernerov
postupak konvergira vrlo brzo.
Po zavřsetku relaksacijskoga postupka na poluokviru
vraćamo se na okvir tako da vrijednosti momenata ko-
je smo izrǎcunali na poluokviru razdijelimo na odgova-
rajuće elemente okvira u omjerima njihovih krutosti. U
nesimetrǐcnim jednorasponskim i u višerasponskim okvi-
rima pretpostavka o jednakosti kutova zaokreta svihčvo-
rova jedne etǎze nije ispunjena, pa uvjeti ravnoteže mo-
menata ǔcvorovima néce biti zadovoljeni. U nastavku
prorǎcuna Crossovim postupkom (za sisteme s transla-
cijski nepomǐcnim čvorovima) uravnotězujemočvorove
okvira. Izrǎcunamo li nakon toga vrijednosti poprečnih
sila u stupovima, ustanovitćemo da te sile nisu u ravno-
teži sa zadanim horizontalnim silama,što znǎci da smo
uravnotězenjem momenata narušili ravnotězu horizontal-
nih sila ostvarenu proračunom na poluokviru. Naime,

u razlǐcitim fazama prorǎcuna neovisno zadovoljavamo
različite uvjete ravnotěze. U prvoj smo fazi relaksaci-
jom na poluokviru zadovoljili uvjete ravnoteže horizon-
talnih sila. Ti uvjeti ostaju zadovoljeni neposredno nakon
vraćanja momenata na okvir razdiobom u omjerima kru-
tosti, ali u tom trenutku ne postoji ravnoteža momenata
u čvorovima. U drugoj fazi Crossovim postupkom urav-
notězujemo momente, ali se pritom mijenjaju vrijednosti
poprěcnih sila u stupovima, a time i ukupne vrijednosti
horizontalnih sila u pojedinim etažama.Želimo li točni-
je rezultate, cijeli bismo ciklus — obje faze proračuna —
mogli ponoviti opterécujući poluokvir neuravnotězenim
dijelom horizontalnih sila. Daljnjim se ponavljanjem ci-
klusâ mǒze postíci bilo koju točnost. Iako su ciklusi, na-
kon prvoga, razmjerno kratkotrajni, ponavljanje je ciklu-
sa ipak mukotrpno i oduzima vrijeme. Uvodenje poprav-
noga koeficijenta omogućava prekid postupka, uz točnost
dovoljnu

”
za sve praktǐcne potrebe”, véc nakon prvoga ili,

u najgorem slǔcaju, nakon drugog ciklusa. Neka, neovi-
sno o tome o kojem je ciklusu riječ, Tr oznǎcava vrijed-
nost poprěcne sile ur-tom stupu poluokvira, aT ′

r zbroj
vrijednosti poprěcnih sila u stupovimar-te etǎze okvira
nakon uravnotězenja momenata. Razlike|Tr |−|T ′

r | mo-
gu imati isti predznak za sver. To znǎci da treba inten-
zitete svih sila povécati (predznak

’
+’ ) ili smanjiti (pred-

znak
’
−’). S dovoljnom se tǒcnǒsću to mǒze napraviti

mnǒzenjem vrijednosti uravnoteženih momenata koefici-
jentom α = ∑e |Te|he/∑e |T

′
e |he. Druga je, nepovoljni-

ja, mogúcnost: razlike|Tr |−|T ′
r | različitih su predznaka.

Tada intenzitete nekih sila treba povećati, a nekih smanji-
ti, pa se popravni koeficijent ne može upotrijebiti; ciklus
treba ponoviti.

4.2 Postupak Werner / Naylor / Csonka kao primjer

”
istodobnoga otkríca”

Opisani se postupak u Arhitektonskom projektnom za-
vodu PLAN u Zagrebu pǒceo primjenjivati 1951. godine.

”
Ta je metoda”, prema [16],

”
razradena za internu upotre-

bu u projektnom zavodu PLAN . U tu svrhu je uprava za-
voda dala razraditi jedan uzorni primjerak takovoga [sic]
nǎcina rǎcunanja kao uputu za upotrebu projektantima
zavoda. [. . .] Po tako razradenoj metodi dr. ing. Werne-
ra prorǎcunat je niz okvira u projektnom zavodu PLAN ,
kao na primjer: Istovarna stanicažičare tvornice cementa
u Beǒcinu (br. 01–003 od 25. I, 1952.), Istovarna stani-
ca žičare tvornice cementa u Podsusedu (br. 981/28 od
28. XII. 1951.) i t. d. Nǎzalost saradnici [sic] PLANa pro-
pustili su da pravovremeno objave svoju metodu.”
Gotovo u isto to vrijeme dvojica su autora, N. Naylor i
P. Csonka, objavilǐclanke [34] i [31] u kojima su opisa-
li postupke utemeljene na istoj zamisli:

”
promatranj[u]

stupova sistema kod horizontalnih pomaka kao konzo-
la” [16]. Postoje, medutim, razlike u nǎcinima izvodenja
osnovnih izraza i provedbi proračuna. Uz to, Naylor se
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(barem prema prikazu u [11]) ograničio na prorǎcun si-
metrǐcnoga okvira s jednim rasponom.
Naylor izdvaja podsistem sastavljen od dva stupaAB i
BC, jednoga iznad drugog, i gredeBD, u zajednǐckom
čvoruB kruto spojenih. Donji je stup upet u podnožju A,
a gornji ima na vrhuC klizni spoj koji dopǔsta horizon-
talni pomak, ali ne i zaokret; greda na krajuD ima hori-
zontalno pomǐcni zglobni lězaj. I Naylor je uǒcio da se
pri uravnotězenju momenata zaokretanjem̌cvoraB, ako
su dopǔsteni pomacǐcvorovaB, D i C po horizontalnim
pravcima, stupovi ponašaju kao konzole, a da greda od-
govara polovini grede u simetričnom okviru, te iz toga
izvodi razdjelne i prijenosne koeficijente (prema [11]).
Csonka, prema [16], okvir dijeli

”
na toliko odsjěcaka, ko-

liko ima etǎza u toj konstrukciji tako, da svaki odsječak
sadřzi gredu etǎze sa stupovima, koji su vezani sa tom
gredom iznad i ispod grede. Dna i vrhovi pripadajućih
stupova se smatraju potpuno uklješteni. [. . .] Treba náci,
kako se raspodjele momenti u gredi i stupovima, kad se
svi čvorovi tog odsjěcka zaokrenu za jednaki kutϕ i kad
nastane takav horizontalni pomak gornjeg i donjeg kraja
(∆′ i ∆′′) tog odsjěcka, da bude suma poprečnih sila jed-
naka nuli. [. . .] Uz uslov, da su svi stupovi jednake visi-
ne i da njihovi krajevi u promatranoj etaži imaju jednake
uvjete prǐcvršćenja i uz uslov, da su momenti tako raspo-
dijeljeni, da zakrenu kraj stupa za kutϕ, a pomak da je
toliki (∆′ ili ∆′′), da je poprěcna sila na kraju stupa jedna-
ka nuli, mǒzemo promatrati stupove kao niz konzola,” pa
je razdjelni koeficijentγm,i =Cm,i ki,m/∑ j Cm, j km, j , gdje
su vrijednosti koeficijentaCm,i za krajeve greda 6, a za
krajeve stupova uz gredu 1. Dok je Wernerov postupak
namijenjen rjěsavanju

”
drugoga dijela”Čališevljeve za-

dáce, Csonkina je iteracija jednostruka.

4.3 Prorǎcun po teoriji drugoga reda

Pǒcetkomšezdesetih godina O. Werner je zamisli postu-
pka primijenio za geometrijski nelinearan proračun sime-
tričnih okvira s jednim rasponom [28].

”
Kod vitkih vi-

sokih konstrukcija sa velikim vertikalnim opterećenjem
postaje utjecaj uslijed promjene oblika sistema tako ve-
lik, da se vǐse ne bi smio zanemariti. Takve konstrukcije,
u prvom redu visoke okvire sa dva stupa, treba proračuna-
vati po teoriji drugog reda,” to jest, jednadžbe ravnotěze
treba postavljati na deformiranom sistemu.

”
Izvodi su

razradeni uz pretpostavku dáce se okvir” na koji djeluju
horizontalne sile

”
deformirati antimetrǐcno i da su doda-

tne sile u presjecima koje nastaju uslijed deformacije ma-
le prema silama koje se dobivaju bez utjecaja deforma-
cije, tj. da povécanje momenata savijanja ne iznosi više
od 30%, što se mǒze smatrati ekstremnim povećanjem
kod konstrukcija sa dovoljnim stabilitetom.”
Vrijednosti momenata upetosti u stupu poluokvira etažer
izračunavamo, kao i prije, iz uvjeta ravnoteže momenata
u odnosu na njegovo podnožje. Sada, medutim, u obzir

uzimamo i moment koji uzdǔzna sila vrijednostiNr uzro-
kuje zbog razlike duljina horizontalnih pomakačvorovar
na vrhu stupa ir−1 na njegovu dnu:∆ur = ur −ur−1. Uz
Qr = ∑e≥r He jednaďzba je ravnotěze momenata

Mr, r−1 + Mr−1, r − Qr hr − Nr ∆ur = 0. (41)

Kako su Mr, r−1 = Mr−1, r = −6kr ψr i ∆ur = −ψr hr ,
bit će

ψr = −
1

1− 1
2 γr

Qr hr

12kr
, (42)

gdje je

γr =
Nr hr

6kr
, (43)

pa
”
povratak” u izraz za momente upetosti daje

Mr, r−1 = Mr−1, r =
1

1− 1
2 γr

Qr hr

2
. (44)

Pri zaokretučvora r za kut ϕr on će se, pretpostavimo
li da je progibna linija stupa parabola drugoga stupnja
(s vertikalnom tangentom na dnu, jer je zaokretčvora
r −1 još uvijek sprijěcen), dodatno pomaknuti za

δ∆ur = −1
2 ϕr hr . (45)

Pritomće se zbog djelovanja uzdužne sile intenzitet mo-
menta na dnu stupa povećati u odnosu na intenzitet na
vrhu za |Nr δ∆ur |. Po visini stupa vrijednosti momenata
mijenjaju se po paraboli drugog stupnja, pa primjenom
metode jedinǐcne sile dobivamo

ϕr =
1
kr

(

Mr, r−1 + 1
3 Nr ϕr hr

)

, (46)

odnosno,

Mr, r−1 = kr
(

1−2γr
)

ϕr , (47)

tako daće pri razdiobi momenata ǔcvoru r stup etǎze r
sudjelovati s

”
koeficijentom krutosti”

k′r = kr (1−2γr). (48)

Za vrijednost momenta u podnožju stupa dobivamo

Mr−1, r = −Mr, r−1 + Nr δ∆ur = −kr
(

1+ γr
)

ϕr , (49)

pa slijedi da je prijenosni koeficijent

Mr−1, r

Mr, r−1
= −

1+ γr

1−2γr
. (50)

4.4 Jǒs neka pooṕcenja

Izrazi za vrijednosti momenata upetosti te za prijenosni
i za razdjelne koeficijente u izvornoj su inačici postupka
(pododjeljak 4.1) izvedeni za okvire s horizontalnim gre-
dama i vertikalnim stupovima, prǐcemu su lězajevi stu-
pova najdonje etǎze istoga tipa i u istoj razini. U habilita-
cijskom je radu [17] Veselin Simović izveo odgovarajúce
izraze za jednorasponski okvir s kosim stupovima u naj-
donjoj etǎzi.

”
Rjěsavanje ovog sistema kompliciračinje-

nica da ovdje osim horizontalnih pomakačvorova imamo
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i vertikalni pomak koji utǐce na momente ǔcitavom si-
stemu.” Vertikalna se komponenta pomaka pojavljuje za-
to što sečvor na vrhu kosoga stupa giba po okomici na
njegovu os. Zbog vertikalnoga pomakačvorova zaokrécu
se i grede, pa i u njima postoje momenti upetosti. Na-
dalje, na momente upetosti u kosom stupu osim horizon-
talnih sila učvorovima utjecat́ce i rezultanta vertikalnih
reakcija poluokvira. U usporedbi s izvornom inačicom
složeniji su, naravno, i izrazi za razdjelne koeficijente u
čvoru na vrhu kosoga stupa te izraz za prijenosni koefici-
jent po tom stupu.
Heinrich Werner je ǔclanku [25] pokazao

”
da se meto-

da mǒze pooṕciti za rjěsavanje svih okvira sa neovisno
pomǐcnim etǎzama. [. . .] Pod time podrazumijevamo mo-
gućnost relativnog pomicanja dviju susjednih greda uz
zadřzavanje njihovog nedeformiranog stanja. Pri tome se
deformiraju samo stupovi etaže koja se nalazi izmedu tih
greda.” Stupovi, dakle, ne moraju biti vertikalni niti gre-
de horizontalne: pomak je etaže neovisan ako se

”
osi svih

stupova te etǎze sijeku u jednoj tǒcki” (koja će biti bes-
krajno daleko ako su stupovi vertikalni). I k tomu još,
dopǔsteni su i razlǐciti ležajni uvjeti.
U članku [26] prikazan je primjer rjěsavanja prostornog
sistema dvostrukom iteracijom.

”
To je okvirni toranj sa

četiri paralelna stupa,̌cije osi čine bridove pravokutne
prizme. [. . .] [S]istem ima dvije ravnine simetrije.” Dvi-
je znǎcajkečine taj razmjerno jednostavan prostorni pro-
blem znatno slǒzenijim od ravninskoga. Ponajprije, ako
glavne osi tromosti poprečnih presjeka stupova nisu oko-
mite na ravnine stranica prizme u kojima leže okviri, zao-
kret čvora oko osi koja je okomita na jednu ravninu (pri
relaksaciji u toj ravnini) izazvat́ce momente savijanja ne
samo oko nje, nego i oko osi okomite na drugu ravninu
(treba ih, stoga, uravnotežiti u toj drugoj ravnini). I dru-
go, rezultante sila u horizontalnim ravninama krozčvo-
rove ne moraju sjéci os tornja. Svedemo li ih na os, mogu
se pojaviti i momenti oko nje — postojatće, dakle, i tor-
zijsko opterécenje tornja. Ipak, zbog simetrija sistema re-
zultirajuće sile mǒzemo rastaviti u po dvije komponente
u ravninama simetrije i potom neovisno rješavati djelova-
nja sila u tim ravninama i torzijsko djelovanje. H. Werner
je za djelovanje sila

”
odabrao” poznato

”
rješenje meto-

dom eliminiranih pomaka,” uzevši, naravno, u obzir po-
javu kosoga savijanja u stupovima, dok je za

”
slučaj di-

rektnog opterécenjačvornih plǒca momentima oko osi”
tornja

”
formulirao analogno rjěsenje.”

Iako u njemu nije rijěc o iteracijskom postupku, spome-
nut ćemo ičlanak [27]. H. Werner je u njemu uveo

”
nov

postupak za tǒcno rjěsavanje pravilnih ravniȟstapnih sis-
tema izveden iz standardne metode pomaka pogodnim
grupiranjem osnovnih stanja,” koji vodi

”
na matricu kru-

tosti, koja je za vécinu praktǐcnih zadataka bitno bolje
uvjetovana od matrice standardne formulacije,” uvjetova-
nost koje se

”
pogořsava s brojem kinematskih parametara

i s porastom omjera krutosti greda i stupova.” Postupak
O. Wernera bio je polazište:

”
Uvedena osnovna stanja

sadřze i sva stanja koja se u metodi P. Csonka–O. Werner
primjenjuju za rjěsavanje zamjenjujúceg poluokvira, pa
uvedeni postupak predstavlja proširenje te metode na
točno rjěsavanje u smislǔstapne statike, za proizvoljno
opterécenje i bez ograničenja na sisteme s vitkim stupo-
vima.” U prijedlogu oblikovanja matrice krutosti grupi-
ranjem osnovnih stanja

”
[p]ojavljuje se sedam tipova os-

novnih stanja, kojáce se zbog preglednosti svrstati u tri
grupe: stanja katnih pomaka, zaokreti svihčvornih ele-
menata grede i stanja lokalnih pomaka.”
Milutin Andelić i Zorislav Despot su ǔclanku [1] uve-
li postupak rjěsavanja poluokvira jednostrukom iteraci-
jom pokazav̌si da su vrijednosti momenata na krajevi-
ma štapova dane istim izrazima, neovisno o tome jesu
li momenti upetosti nastali djelovanjem sile ili djelova-
njem momenta ǔcvoru. Za oṕce se opterécenje najprije
izračunaju vrijednosti momenata upetosti

(

M ′
i, j

)

, uz pret-
postavku da su i translacijski pomacičvorova sprijěceni,
a potom, oslobodiv̌si pomake, vrijednosti momenata upe-
tosti

(

M ′′
i, j

)

zbog sila
”
jednakih i protusmjernih” silama u

pridržajnim štapovima. Relaksacija se provodi za opte-
rećenječvorova momentimǎcije su vrijednosti

Mi = −∑ i

(

M ′
i, j +M ′′

i, j

)

.

5 Članak R. Kuševíca

Rajko Kǔsevíc je u članku [10] izveo izraze za iteracij-
ske postupke rjěsavanja okvira

”
posrednim izrǎcunava-

njem priključnih momenatǎstapova iz kutova zaokreta
čvorova i štapova” i

”
neposrednim izrǎcunavanjem pri-

ključnih momenatǎstapova”.
”
Takovo [sic] sinoptǐcko

izlaganje oba postupka pokazatće se korisnim, jer time
logično dolazimo do podesne sheme za neposredno itera-
ciono izrǎcunavanje okvirnih sistema s pokretnimčvoro-
vima.” Naime,

”
analogija sa odavna poznatim postupkom

iteracionog rjěsavanja uvjetnih jednadžbi metode defor-
macije za sisteme okvira sa lateralno pokretnimčvorovi-
ma jasno ukazuje na mogućnost, da se osnovna ideja Cro-
ssova postupka primijeni na jednostepeno izračunavanje
priključnih momenatǎstapova i u takovim sistemima”.
Prvi je dio članka posvécen postupcima proračuna okvi-
ra s translacijski nepomičnim čvorovima. Postupak

”
po-

srednoga izrǎcunavanja” inǎcica jeČališevljeva postupka
opisanog u pododjeljku 2.1, dok je postupak

”
neposred-

nog izrǎcunavanja” Crossov postupak.
U drugom, opsěznijem dijelu obradeni su postupci jedno-
struke diferencijske iteracije (

”
jednostepeno izrǎcunava-

nje”) za rjěsavanje okvira s horizontalno pomičnim čvo-
rovima. Kǔsevíc razlikuje slǔcajeve

”
isključivo ili pre-

težno vertikalnih” te
”
isključivo ili pretězno horizontal-

nih tereta”. U prvom se slǔcaju
”
prvo redom uklanjaju

i uspostavljaju prǐcvršćenja protiv zaokretanja pojedinih
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čvorova”, a potom
”
pričvršćenja protiv relativnog odmi-

canjačvorova na gredama pojedinih spratova”. U našem
ćemo se prikazu ograničiti na okvire s jednakim visinama
stupova u pojedinim etažama.

5.1 Posredno izrǎcunavanje momenata

U postupku
”
posrednoga izrǎcunavanja prikljǔcnih mo-

menatǎstapova iz kutova zaokretačvorova ištapova” pri-
rasti kutova zaokretǎcvorova pri

”
relaksaciji veza protiv

okretanjačvorova” izrǎcunavaju se prema izrazu (7). U
prvom je ciklusu

M
(0)
m = ∑ i Mm,i + ∑ i 2km,i ∆ϕ(1)

i , (51)

pri čemu drugi zbroj obuhváca, naravno, samǒcvorove
uravnotězene priječvoram. U kasnijim su ciklusima ne-
uravnotězeni momenti posljedica zaokretanja susjednih
čvorova u istom ciklusu ili u prethodnom ciklusu urav-
notězenjačvorova, ali nakon uravnoteženjačvora m, te
zaokretanja stupova iznad i ispod togčvora u prethodnom
ciklusu uravnotězenja etǎza:

M
(βm)
m = ∑ i 2km,i ∆ϕ(βi)

i

− 6km,m∆ψ(η)
r − 6km,m∆ψ(η)

r+1.
(52)

Prije otpǔstanja bilo koje veze vrijednost je poprečne si-
le na vrhu stupa(i, i) dana izrazom (28), tako da se vri-
jednost momenta zaokretanja etaže r zbog vanjskih sila
može izrǎcunati prema izrazu (31). Nakon prvoga ci-
klusa uravnotězenja čvorova, a prije pǒcetka prvog ci-
klusa uravnotězenja etǎza, vrijednost je ukupnoga ne-
uravnotězenog momenta u etaži r

M
(0)

r = Mr + ∆M′
r
(1)

, (53)

dok će po zavřsetku daljnjih ciklusa uravnoteženjačvo-
rova vrijednosti neuravnoteženih momenata biti

M
(η)

r = ∆M′
r
(η+1)

, (54)

gdje je

∆M′
r
(η)

= ∑(i,i)∈r 6ki,i

(

ϕ(η)
i + ϕ(η)

i

)

(55)

promjena vrijednosti momenta zaokretanja etaže r zbog
promjena vrijednosti poprečnih sila na vrhovima stupova
u ciklusu η uravnotězenjačvorova. Pri

”
relaksaciji ve-

za protiv okretanja stupova”, to jest veza koje sprečavaju
relativne pomake greda susjednih etaža, prirasti kutova
zaokreta stupova etažer izračunavaju se prema izrazu

∆ψ(η+1)
r = −

1
12∑(i,i)∈r ki,i

M
(η)

r . (56)

Opisani je postupak zapravo Gauss–Seidelov postupak u
diferencijskom obliku primijenjen na rješavanje sustava
jednaďzbi inženjerske metode pomaka
(

∑ i 4km,i

)

ϕm +∑ i 2km,i ϕi

− 6km,mψr − 6km,mψr+1 + Mm = 0
(57)

za m= 1, . . . , nčv., r ∋ (m,m) i (r +1) ∋ (m,m) te
(

∑(i,i)∈r 12ki,i

)

ψr −∑(i,i)∈r 6ki,i ϕi

−∑(i,i)∈r 6ki,i ϕ j − Mr = 0
(58)

za r = 1, . . . , net., pri čemu su (57) jednadžbe ravnotěze
momenata ǔcvorovima (nčv. je broj čvorova), a (58) jed-
naďzbe ravnotěze horizontalnih sila iznad pojedinih etaža
ako su u svakoj etǎzi stupovi jednakih visina (net. je broj
etǎza). Sustav je nesvodivo dijagonalno dominantan, pa
postupak konvergira. No, kako su u jednadžbama (58)
dijagonalni koeficijenti jednaki apsolutnim vrijednosti-
ma zbrojeva ostalih, konvergencijaće biti sporija nego
u rjěsavanju sustava (3).

5.2 Razdioba momenata

U postupku
”
neposrednog izrǎcunavanja prikljǔcnih mo-

menatǎstapova”, koji je razradena inǎcica Grinterova po-
općenja Crossova postupka na okvire s pomičnim čvoro-
vima [33,11], nema medukoraka u kojima se izračunava-
ju kutovi zaokretǎcvorova ištapova. U ciklusima urav-
notězenjačvorova vrijednosti se neuravnoteženih mome-
nata koji djeluju načvorove razdjeljuju na krajeve pri-
ključenihštapova prema poznatom Crossovu izrazu

∆M′
m,i
(βm+1)

= µm,i M
(βm)
m , (59)

pri čemu su te vrijednosti, umjesto izrazima (51) i (52),
dane izrazima

M
(0)
m = ∑ i Mm,i + ∑ i

1
2 ∆M′

i,m
(1)

, (60)

M
(βm)
m = ∑ i

1
2 ∆M′

i,m
(βi) + ∆M′′

m,m
(η)

+ ∆M′′
m,m

(η) ; (61)

Kuševíc, kao i Kani, predznak
’
−’ uklju čuje u razdjelne

koeficijente.
Na slǐcan se nǎcin u ciklusima uravnotězenja etǎza vri-
jednosti neuravnotězenih momenata pojedinih etaža raz-
djeljuju na krajeve stupova tih etaža:

∆M′′
m,m

(η+1)
= ∆M′′

m,m
(η+1)

= νm,m

(

2
3M

(η)
r

)

, (62)

gdje je νm,m = −3
4 km,m/∑(i,i)∈r ki,i . VrijednostM (η)

r

dana je izrazima (54) i, zaη = 0, (53), pričemu je vrijed-
nost promjene momenta zaokretanja etaže jednaka zbroju
vrijednosti razdijeljenih i prenesenih momenata u pod-
nožjima i na vrhovima njezinih stupova u prethodnom
ciklusu uravnotězenjačvorova:

∆M′
r
(η)

= ∑(i,i)∈r
3
2

(

∆M′
i,i
(η)

+ ∆M′
i,i
(η)

)

. (63)

Kuševíc je uz to pokazao i kako se modifikacijom izrazâ
može dobiti Kanijev postupak potpune iteracije.
Nadalje, Kǔsevíc je poprilǐcnu pozornost posvetio račun-
skim kontrolama navodeći za svaki postupak moguće
provjere prije, tijekom i na kraju proračuna, a istaknuo je
i načelnu razliku izmedu potpune i diferencijske iteraci-
je:

”
Što se tǐce pouzdanosti dobivenih rezulata,” postupci
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potpune iteracije
”
imaju veliku prednost . . . u toměsto

se u njima automatski ispravljaju greške prorǎcuna. [. . .]
Grěske ǔcinjene pri samoj iteraciji ne utiču na rezultat;
one mogu jedino usporiti konvergenciju . . . Naprotiv, pri
diferencijskoj iteraciji rǎcunske grěske dovode do krivog
rezultata, i tu je stoga neophodno potrebna kontrola za-
vršenog rǎcuna.”

6 Zaklju čna napomena

U članku smo opisali doprinošclanova Zavoda za teh-
ničku mehaniku Gradevinskog fakulteta u Zagrebu razvo-

ju iteracijskih postupaka proračunaštapnih konstrukcija.
Izvan okvira ovoga opisa ostalo je poopćenje metode ko-
njugiranih gradijenata koje je krajem sedamdesetih go-
dina pǒceo razvijati Josip Dvornik, namijenjeno rješava-
nju znatno vécih sustava linearnih i nelinearnih jednadžbi
metode konǎcnih elemenata na računalu [6]. Iscrpni-
ji opis te metode, njezine fizikalne interpretacije i veze
s drugim iteracijskim postupcima te daljnjih proširenja i
pobolǰsanja, razradivanih u suradnji s Damirom Lazare-
vićem (ali zasad neobjavljenih), svakako zaslužuju zase-
bančlanak.
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ma pomócu postepenih aproksimacija, Tehnǐcki list Udruženja ju-
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