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Sazetak

SAZETAK

U ovom radu temeljito je istrazeno podruéje potencijalne energije deformacije, s fokusom na
njezin izraz kroz vanjski rad i rezultiraju¢e pomake. Detaljno su prikazani izvodi i definicije
utjecajnih koeficijenata, kao i koeficijenata krutosti. Nadalje, razmotrena je potencijalna
energija deformacije, sada izrazena kroz unutarnji rad sila, te su objasnjene metode za izra¢un
potencijalne energije deformacije u slu¢ajevima rastezanja, smicanja, torzije i Cistog savijanja.
Istaknuti su najvazniji koncepti, ukljuéujuéi Bettijev teorem o uzajamnosti radova, Maxwellov
teorem o uzajamnosti pomaka i Castiglianove teoreme. Takoder je dano objasSnjenje Crotti —
Engersserovog teorema. Nadalje, obradena je metoda jedini¢nog optereéenja, koja se temelji
na drugom Castiglianovom teoremu. U prakticnom dijelu rada, predstavljena su dva numericka
primjera statickih neodredenih sustava. KoriStenjem drugog Castiglianovog teorema izracunati
su dijagrami unutarnjih sila za ove sustave.

Kljucne rijeci: rad, potencijalna energija deformacija, pomaci Castiglioneovi teoremi, staticki
neodredeni sustavi

Zavrsni rad: Borna Sudar



Summary

SUMMARY

In this thesis, the field of potential deformation energy is thoroughly investigated, focusing on
its expression through external work and the resulting displacements. Derivations and
definitions of influence coefficients as well as stiffness coefficients are presented in detail. In
addition, the potential energy of deformation, now expressed by the internal work of the
forces, was discussed and the methods for calculating the potential energy of deformation in
the cases of tension, shear, torsion and pure bending were explained. The most important
concepts are highlighted, including Betti's theorem on reciprocity of work, Maxwell's theorem
on reciprocity of displacements and Castigliano's theorems. In addition, the Crotti — Engersser
theorem is explained. Furthermore, the unit load method is discussed, which is based on
Castigliano's second theorem. In the practical part of the paper, two numerical examples of
static indeterminate systems are presented. Using Castigliano's second theorem, the internal
force diagrams for these systems were calculated.

Key words: work, potential energy of deformation, displacements, Castigliono’s theorems,
statically indeterminate systems
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Uvod

1 UvOoD

Jedan o nacina za rjeSavanje staticki neodredenih sustava je primjena principa o minimumu
potencijalne energije deformacija kojim se moze rijesiti problem nedostatnih jednadZzbi
ravnotezZe kod stati¢ki neodredenih sustava, Sto je ujedno i tema ovog rada.

Kada djeluju vanjske sile, dolazi do deformacije tijela na kojega te iste sile djeluju. Takoder,
moguce je zakljuciti da te vanjske sile obavljaju odredeni rad. Rad definiramo kao silu po
nekom putu koji je istovjetan pomacima tocaka tijela na kojeg djeluju vanjske sile. Primijenimo
li u tom slucaju zakon o ocuvanju energije, mozemo zakljuciti da se dogadaju promjene
potencijalne, kinetic¢ke i toplinske energije tijela. [1]

Pri tome se zanemaruje kineti¢ka energija iz razloga Sto su pri progresivnom i sporijem rastu
optereéenja brzine materijalnih cestica zanemarivo male. Takoder, u slucaju elasti¢ne
deformacije tijela, promjena toplinske energije, te druge promjene u samoj strukturi tijela su
toliko male, da ih je moguce zanemariti. Prema navedenom se zakljucuje da pri statickom
opterecenju nekog tijela promjenu potencijalne energije vanjskih sila uvjetuje iskljucivo
potencijalna energija tijela, odnosno promjena potencijalne energije vanjskih sila jednaka je
promjeni (prirastu) potencijalne energije deformacije tijela. [1]

Isto tako, vaino je napomenuti da je navedeno pretvaranje energije moguée tek ako
vrijednosti deformacije rastu bez narusavanja ravnoteze tijela. Ovaj zaklju¢ak dolazi iz teorije
o otpornosti materijala koja nam govori da se pri statickom optereéenju tijela karakter gibanja
dijelova tog tijela s vremenom ne mijenja.

U ovom radu definirat ¢e se Sto je potencijalna energija deformacija, opisat ¢e se teoremi o
uzajamnosti radova i pomaka te Castiglianovi teoremi. Na dva numeri¢ka primjera c¢e se
objasniti kako primijeniti potencijalnu energiju deformacija pri rjeSavanju staticki neodredenih
sustava.

Zavrsni rad: Borna Sudar 1



Potencijalna energija i njezini op¢i teoremi

2 POTENCIJALNA ENERGUA | NJEZINI OPCI TEOREMI

Neka je U koli¢ina potencijalne energije deformacije akumulirane u tijelu (deformacijski rad) i
neka je Ur smanjenje potencijalne energije vanjskih sila. Tada vrijedi zakon o odrZzanju energije
pri statiCkom opterecenju elasti¢nog tijela koji glasi:

U=Us (2.1)

Tada je rad W jednak promjeni potencijalne energije vanjskih sila i taj se rad obavlja na
pomacima u smjeru njihova djelovanja i uzrokovan je deformacijom tijela. Iz navedenoga je
moguce zakljuciti kako su potencijalna energija deformacije i rad vanjskih sila istovjetni, Sto
mozemo zapisati sljedec¢im izrazom:

u=w (2.2)

Pomodéu ovog zakona o ocuvanju energije neposredno se odreduje pomak u pravcu
promatrane sile. Isti je postupak moguce izvrsiti i obrnuto, pri cemu se odreduje sila uz pomak
koji je otprije poznat, Sto e biti od koristi pri rjeSavanju problema staticki odredenih sustava.

[1]

Bitno je uzeti u obzir da se pri statickom optereceniju tijela unutarnje sile pokusavaju oduprijeti
deformacijama i za njih se kaze da obavljaju negativan rad. To se ocituje djelovanjem sila
privlacenja pri rastezanju i djelovanjem sila odbijanja pri stladivanju. Isto je mogude zapisati
izrazom:

U=—-W, (2.3)

W = —W, (2.4)
ili
W+W, =0 (2.5)

Izraz (2.5) ujedno prikazuje i princip virtualnih radova za elasti¢no tijelo koji glasi:

Ako je elasti¢no tijelo u ravnoteZi, zbroj radova vanjskih sila na virtualnim pomacima i
unutarnjih sila na virtualnim deformacijama jednak je nuli. [1]

Zavrsni rad: Borna Sudar 2



Potencijalna energija i njezini op¢i teoremi

Virtualni pomaci su bilo kakvi mali pomaci kod kojih je uvjet neprekinutosti tijela zadovoljen i
uvjeti veza na povrsini tijela. Kada na tijelo djeluje viSe sila, svaka od tih sila obavlja rad i na
onim pomacima koji su uzrokovani djelovanjem drugih sila. Zbog toga se ne moze reci da je
potencijalna energija deformacije zbog zajednickog djelovanja viSe sila jednaka zbroju
potencijalnih energija deformacija zbog pojedina¢nog djelovanja svake pojedine sile.

Uzmimo neko tijelo na koje djeluje neka sila F koja postupno raste od 0 do svoje konacne
vrijednosti. Tada pretpostavimo da sili F(6) odgovara pomak §(F). 1z toga se moze zakljuditi da
beskonacno mali prirast sile F uzrokuje beskonacno mali prirast pomaka 6. Tada elementarni
rad sile F na pomaku dé zapisujemo ovako:

dW = (F + dF)ds ~ F - d§ (2.6)

dE

. |

| WiliU W~* |

| |

. / . |

: W)

| |

| |

d(F) 6 8
] o
Slika 2.1. Dijagram odnosa sile Fi pomaka &
Sila F na pomaku & obavi rad:
5

W= fo F-dé (2.7)

Navedeni integral predstavlja vertikalnu osjenéanu povrsinu na slici 2.1. Horizontalno
osjencana povrsina oznacava komplementarni rad W*:

we=['§-dF (2.8)

Zavrsni rad: Borna Sudar 3



Potencijalna energija i njezini op¢i teoremi

Veli¢éina W* nema fizikalnog smisla, ali vrijedi sljedeéi odnos:
W+W*=F-§ (2.9)

Iz ovoga, u geometrijskom smislu, zaklju€ujemo da se rad W* pojavljuje kao komplement radu
W i oni zajedno tvore pravokutnik $to je prikazano na slici 2.1. Takoder, kod linearno elasti¢nih
tijela vrijedi da je pomak proporcionalan sili, $to zapisujemo:

6 =aF (2.10)
Ukoliko taj izraz diferenciramo i uvrstimo u izraz (2.7), tada dobivamo:
F F?
szoa-F-sza-7 (2.11)
Razmotrimo li izraz (2.10), dobivamo:

(2.12)

>

wr=w==22

Isto tako, moZemo pretpostaviti da se na linearno tijelo sve sile nanose istodobno i da su
njihovi odnosi konstantni iz razloga Sto veli¢ina rada vanjskih sila ne ovisi o redoslijedu
nanosenja istih.

Zavrsni rad: Borna Sudar 4



Potencijalna energija i njezini op¢i teoremi

Slika 2.2. Djelovanje sila i pomaka na linearno elasti¢no tijelo

Prema poopéenom Hookeovom zakonu, pomak &, u smjeru sile Fy zbog djelovanja svih sila
odreden je izrazom:

5k = 6k1F1 + 6k2F2 + -+ 6kka + -+ 5knFn = Z?:l 6kiFi (213)
U ovom izrazu koeficijent &y 0znacava utjecaj sile F; na pomak &y. Koeficijenti &, nazivaju se

utjecajnim koeficijentima. Oznaceni su dvama indeksima. Na osnovu izraza (2.12) dobivamo
da rad svih sila koje djeluju na tijelo moZemo izraziti na nacin:

1 1 1 1
W = EFl - 51 +EF2 . 52 + - +EF3 - 63 = E'ZZ=1FI€ ) 5k (214)
Teorijski ovo potvrdujemo Clapeyronovim teoremom koji glasi:

Rad vanjskih sila pri statickom opterecenju jednak je polovici vrijednosti koju bi imao da su sile
od pocetka djelovale u punom iznosu. [1]

Ovaj izraz moguce je modificirati na viSe nacina, pa i zapisati pomocu unutarnje energije U:

U= gzﬁzl Fy - 8, (2.15)
1

U = EZz:l Z?:l 6ki " Fk " Fi (216)
1

U= 52221 i1 Cki Ok - 6; (2.17)

Zavrsni rad: Borna Sudar 5



Potencijalna energija i njezini op¢i teoremi

Kao Sto je veé napomenuto, koeficijent &y; 0znacava utjecaj sile F; na pomak 6, i nazivamo ga
utjecajni koeficijent. Koeficijent ¢y nazivamo koeficijent krutosti i on oznacuje silu Fx koja mora
djelovati da bismo na mjestu i u smjeru sile F; dobili pomak &; = 1.

Navedeni izrazi ukazuju na c¢injenicu da se potencijalna energija deformacije izrazava
kvadratnom funkcijom sila ili pomaka u smjeru djelovanja tih sila. Iz ovoga zakljucujemo da je
potencijalna energija deformacije uvijek pozitivnog predznaka [1]

2.1 Potencijalna energija deformacije izraZzena kao rad unutarnjih sila

Potencijalna energija deformacije, moze se izraziti i kao rad unutarnjih sila, prema izrazu (2.3).
Zamislivsi presjek Stapa prerezanog na dva beskonacno bliska mjesta koji su medusobno
udaljeni za dx, tada u opcenitom slucaju opterecenja na taj Stap djeluje Sest komponenata
unutarnjih sila: N, T,, T,, My, M,, M, koje u odnosu na izdvojeni dio Stapa smatramo vanjskim
silama. Svaka od tih sila obavlja odredeni rad pri deformaciji tog izdvojenog dijela Stapa. [3]

Iz samog oblika deformacije ravnog Stapa zaklju€uje se kako svaka od navedenih sila vrsi takav
pomak da nijedna od ostalih unutarnjih sila ne vrsi rad. Primjerice, ako djeluje moment torzije
M,, tada dolazi do rotacije presjeka na nekome kutnom pomaku i taj rad obavlja iskljucivo
moment torzije i nijedna druga sila. Analogno vrijedi i za sve druge sile i iz toga je moguce
zakljuciti da u ovom slucaju vrijedi zakon superpozicije, odnosno da je potencijalna energija
deformacije elementa jednaka zbroju potencijalnih energija deformacija uzrokovanog
djelovanjem svake pojedine sile. Isto se matematicki zapisuje izrazom:

dU = dU(M,) + dU(M,)) + dU(M,) + dU(N) + dU(T,) + dU(T,) (2.18)

e PR X
(_3 &é.f ) _ = j MX_Z,M[_*,
/ - // 7N Cj”

Slika 2.3. Prikaz djelovanja sila na presjek ravnog Stapa

Zavrsni rad: Borna Sudar 6



Potencijalna energija i njezini op¢i teoremi

djeluje uzduzna sila N i potencijalna se energija deformacije u Stapu duljine / racuna po
formuli:

1
N2.d
U(N) = j ZEA" (2.19)
0
***** T
|
N N ‘ X
———— — ——T»-—H —

dx Aj

1

Slika 2.4. Djelovanje uzduzne sile

Iz teorije otpornosti materijala poznato je da se pri ¢Cistom smicanju posmic¢na naprezanja
zbog poprecne sile T, odreduju izrazom:
TySy

T =1 (2.20)

Iz tog izraza, integracijom po povrsini presjeka, dobiva se potencijalna energija deformacije
akumulirane u elementu Stapa duljine dx (2.21) i posljedi¢no iz toga izracunava se i
potencijalna energija deformacije za stap duljine /(2.22). [1]

_ 1 TFSE _Tidx A [ S
dU(Tz) = fA E I}z,-bz “dA-dx = 2GA g 4 b_ZdA (221)
lTZZ'dx
0

Gdje je k, bezdimenzionalni koeficijent koji ovisi iskljucivo i obliku poprecnog presjeka Stapa i
zadan je izrazom:

A
k=150, 5dA (2.23)

Zavrsni rad: Borna Sudar 7



Potencijalna energija i njezini op¢i teoremi

Analogni izraz vrijedi i za poprecnu silu T,, pa su dobiveni izrazi:

1 T}-S2 Tidx A s2
du(Ty) = [, E-é?-dA-dxz — 'g'fA ZdA (2.24)
ledx
U(Ty) = ky J m (2.25)
0

U navedenom je izrazu k, takoder bezdimenzionalni koeficijent koji ovisi isklju€ivo i obliku
poprecnog presjeka, ali po y — osi i dobiva se analognim izrazom (2.24).

Kada je u pitanju moment torzije, izraz za potencijalnu energiju deformacije akumuliranu u

elementu Stapa duljine dx dana je izrazom (2.26), a izraz za Stap duljine / dan je izrazom (2.27).

[1]

Mpde _ MZ-dx

du(M,) = =52 = 2L (2.26)
UM,) = f e (2.27)
/= o 26T )

[ co \
/. SR . . _—
NG "/
re

| d |
; |

Slika 2.5. Djelovanje momenta torzije

Pri ¢istom savijanju momenton M, (slika 2.7.), potencijalna energija akumulirana u $tapu
duljine dx dana je izrazom (2.19), a za Stap duljine / izrazom (2.29)

My-dp  Mi-dx
du(M,) = > =£Tw (2.28)
I M2-dx
v(My) = fy 550, (2.29)
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gdje je dd promjena kuta zaokreta.

Takoder analogno su dobiveni i istovjetni izrazi za M,.

My-de d(p _ Mfax

dU(M,) = =1, (2.30)
IMZ-d
uM,) = fO o (2.31)
| dp \

dx

Slika 2.6. Djelovanje momenta savijanja u osiy

Nakon toga su svi navedeni izrazi za Stapove duljine |/ objedinjeni u izraz za opéi slucaj
opterecenja Stapa:

l l l l
N2.d TZ-dx T2-d MZ-d 1 M%-dx IM2.d
U:f "+kyfy +szz"+ff"+fy + 222 (2.32)
0

2EA 0 2:G-A 0 2:G-A 0 2:G-It 02E1ly 0 2-Elz

Iz izraza (2.32) pri ravninskom opterecéenju Stapa (optereéenje djeluje u ravnini xz), zaklju€uje
se kako vrijedi da je Ty = M, = M; = 0, pri ¢emu izraz (2.32) poprima oblik:

2,
U= f’v 9% 1k, f Tpdx | giMydx (2.33)

2EA ZGA 02E1y

Za razmatranje su takoder bitni ravninski zakrivljeni Stapovi. Oni su optereceni silama u
uzduznoj ravnini simetrije Stapa. Problem se javlja jer iz oblika deformacije zakrivljenog Stapa
proizlazi da ne vrijedi zakon superpozicije jer postoji ovisnost izmedu N i M.
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Slika 2.7. Prikaz oblika deformacije ravninski zakrivljenog Stapa

Kod ravninski zakrivljenog Stapa vaznu ulogu igraju duljina teziSne osi ds i zaokret ¢
oznaceni na slici 2.8. Oni su odredeni sljede¢im izrazima:
N-ds M-ds

+
E-A E-AR

Ads =

(2.34)

N-ds M-ds
Adp = ——+
E-AR E-SyR

(2.35)

Iz navedenog je dobiven izraz za Stap konacne duljine osi s:
*N2.ds  M2.4s * N-M-ds Sr2.qs
U= + + + k' (2.36)
0 2EA 0 2-E-Syr 0 E-AT 0 2GA

Ukoliko je razmatran Stap male zakrivljenosti, iz teorije o otpornosti materijala uzima

se da je S, -r = [, a za neutralnu je os moguce zakljuciti kako je neznatno pomaknuta od

tezista poprecnog presjeka. Tada je izraz (2.36) sveden na:

S N2.ds S M2.ds , Sr2.gs
o [ [y asm
0 2EA 0 2-E-Syr 0 2GA

Primjecuje se kako je ovaj izraz jednak izrazu (2.33) iz ¢ega se zakljucuje da je izraze za

potencijalnu energiju ravnog Stapa moguce, s dovoljnom tocnoscu, izjednaditi sa Stapovima
male zakrivljenosti. [1]
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3 OPCI TEOREMI

3.1 TEOREM O UZAJAMNOSTI RADOVA

Prvi razmatrani teorem je teorem o uzajamnosti radova. Ovaj je teorem bitan jer
ukazuje na povezanost djelovanja jednog sistema sila na neko linearno elasti¢no tijelo s
djelovanjem drugog sistema sila. [2]

Promatrajudi tijelo proizvoljnog oblika koje je linearno elasti¢no, te na koje djeluju dva
uravnoteZena sustava sila (sile na tijelo i reakcije u leZzajevima) s nazivima sistemi | i Il. Sistem
silal¢inesile F'(k=1, 2, ..., m), asistem silall je oblika f;" (j=1, 2, ..., n). Ovaj sustav je grafi¢ki
prikazan na slici 2.7.

R

Slika 3.1. Djelovanje sistema sila l'i Il na tijelo

Pretpostavlja se utjecaj zakona superpozicije, odnosno da djelovanje jednog sistema
sila na neovisno u odnosu na drugi sistem sila. Tada pomak &' na poziciji i smjeru sile F¢'i
pomak &;' na mjestu i u smjeru sile F;" nastaju zbog zajednickog djelovanja sistema sila I.
Analogno vrijedi i za pomake §;" i 6" na pozicijama i smjerovima sila Fi'i F;" koji nastaju uslijed
djelovanja sila sistema Il. [1]

U slucaju u kojem su oba sistema sila nanesena istovremeno ukupni je pomak &
suma pomaka na sistemima | i Il te isto vrijedi i za pomak §;. Tada je potencijalna energija
deformacije zapisana izrazom:

1 1
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Ukoliko je prvo nanesen sistem sila |, a nakon njega sistem sila Il, utoliko vrijede izrazi
za pojedinacne potencijalne energije deformacija za svaki sistem sila, U,i U,

1 ! !

UI:EZ:llek'é‘k (3.2)
1 11 n

Un = > ?:1 F] : 5]' (3.3)

Tada je rad koji obave sile sistema | na pomacima izazvanim silama sistema Il jednak:
m
Uit = 2o, Fr - 8K (3.4)

Ukupna potencijalna energija deformacija je tada dana izrazima (3.5) ako prvo optereéujemo
sistemom sila | i (3.6) ako prvo opterecujemo sistemom sila Il.

U = UI + U” + UI,II (35)
U = UII + UI + UII,I (3.6)

Iz navedenog se zakljuCuje kako vrijedi da je U;, = Uy, iz razloga $to ukupna potencijalna
energija deformacija ne ovisi o redoslijedu kojim sile nanosimo na tijelo. Isto je moguce
zapisati i u sljedec¢em obliku, poznatom i pod nazivom Bettijev teorem o uzajamnosti radova,
a koji glasi:

Rad sila prvog sistema na odgovaraju¢im pomacima koji su izazvani silama drugog sistema,
jednak je radu sila drugog sistema na odgovaraju¢im pomacima izazvanim silama prvog
sistema. [1]

m ’ 17 " ’
Zk=1Fk 0y = ;‘llej : 5j (3.7)

Ovaj teorem o uzajamnosti radova ne vrijedi samo za sile, nego i za sve oblike optereéenija,
primjerice momente ili kontinuirana opterecenja, ako su u izrazu (3.7) sile i pomake
promatrani generalizirano.

3.2 TEOREM O UZAJAMNOSTI POMAKA

Analogno teoremu o uzajamnosti radova postoji i Maxwellov teorem o uzajamnosti pomaka.
On se dokazuje promatranjem elasti¢nog tijela pricvrs¢enog na nepomicne lezajeve, a koje je
optereceno sa dvije koncentrirane sile; F; i F,. Kao i kod teorema o uzajamnosti radova, silu F;
moguce je promatrati kao sistem sila |, a silu F, kao sistem sila Il. Svaki od navedenih sistema
ima svoje lezajne reakcije. [1]
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Slika 3.2. Djelovanje sistema sila | i Il sa pripadajuc¢im reakcijama i pomacima

U ovom slucaju lezajne reakcije ne obavljaju nikakav rad, pa ¢e u tom sluéaju Bettijev teorem
o uzajamnosti radova poprimiti sljedeci oblik:

F,-6] =F,-8, (3.8)
Tada je prema Hookeovom zakonu pomake mogudée zapisati u obliku:
6 =612 Fp, 6, =63 Fy (3.9)
Nakon Sto uvrstavanja (3.8) u (3.9) dobiveno je:

Fi-Fp-81=F; - F -6y (3.10)

Nakon toga je jednostavno pokratiti sile F; i F,, ¢ime je dobiveno:
612 = 621 (3.11)

Izraz (3.11) naziva se Maxwellovim teoremom o uzajamnosti pomaka, a on u svojoj definiciji
glasi:

Pomak na mjestu i u smjeru prve jedinicne sile uzrokovan drugom jedinicnom silom, jednak je
pomaku na mjestu i u smjeru druge jedinicne sile izazvanom prvom jedinicnom silom. [1]

U sluéaju kada vrijedi da je F1 = F,, tada iz izraza (3.8) slijedi da je 6" = §,, te je Maxwellov
teorem mogude iskazati:
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Ako su sile prvog stanja jednake silama drugog stanja, onda je pomak na mjestu i u smjeru sile
prvog stanja izazvan silom drugog stanja jednak pomaku na mjestu i u smjeru sile drugog
stanja izazvanom silom prvog stanja. [1]

3.3 CASTIGLIANOVI TEOREMI

Castiglianove teoreme cine dva teorema kojima se izrice povezanost potencijalne
energije deformacije izrazene kao funkcija sile ili pomaka sa parcijalnom derivacijom
potencijalne energije deformacije po jednom od pomaka za odgovarajuéu silu. Prvi
Castiglianov teorem vrijedi za linearna i nelinearna elasti¢na tijela, dok drugi Castiglianov
teorem vrijedi samo za linearna elasti¢na tijela. [4]

Kod prvog Castiglianovog teorema promatra se elastiéno tijelo pri¢vrséeno na
nepomicne lezajeve na koje djeluje sistem sila Fy, F, ..., F, koji uzrokuju odgovaraju¢e pomake
01, 63, ..., 6n. Kao i kod prethodno navedenih teorema, i u ovom je slu¢aju moguce sile i pomake
generalizirati i utvrditi kako se na mjestu koncentriranih sila mogu nalaziti i, primjerice,
momenti i kontinuirana opterecenja. Naravno, ukoliko se radi o, primjerice, momentu, tada
nisu promatrani pomaci, nego zaokreti, te isto vrijedi analogno za ostala opterecenja. [1]

Slika 3.3. Graficki prikaz djelovanja sustava sila

U ovom je slucaju potencijalna energija deformacija U navedenog tijela jednaka radu
vanjskih sila koji se dogada pri deformaciji tijela. Ovisnost izmedu sile F; i odgovarajuéeg
pomaka &; moguce je izraziti kao funkciju pomaka.

U=U(5,, 8, .., (3.11)

Totalni diferencijal navedene funkcije glasi:

ou au au
dU = 2-dd; +5-d, + -+ 2

L (3.12)

Tada se u samo jednom pomaku &, moZe dati mali prirast dby, a svi ¢e ostali pomaci ostati
nepromijenjeni. Tada je izraz za prirast potencijalne energije zapisan kao:
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U

dU:a_sk

ds, (3.13)

Ukoliko je prisutan prirast pomaka &y za malu veli¢inu dd,, utoliko rad obavlja samo
pripadajuca sila Fi, dok ostale sile ne vrse rad jer se ostali pomaci ne mijenjaju. Tada je rad koji
obavlja ta sila jednak prirastu potencijalne energije deformacije akumulirane u tijelu:

Usporedbom prethodna dva izraza dobiveno je:

au
Fi= g5 (3.15)

Ovaj izraz ujedno predstavlja i prvi Castiglianov teorem ¢ija definicija glasi:

Ako potencijalnu energiju deformacije izrazimo kao funkciju pomaka na mjestu i u smjeru sila,
onda je parcijalna derivacija potencijalne energije deformacije po jednom od ovih pomaka &y
jednaka odgovarajucoj sili Fy. [1]

Kod drugog Castiglianovog teorema, kao osnova je uzeto izrazavanje potencijalne energije
deformacije linearnog elasti¢nog tijela kao funkcije sila:

U= U(Fl, Fz, o ,Fn) (3.16)

Ukoliko samo jednoj sili Fyx pridamo mali prirast dF, a da se ostale sile ne mijenjaju, onda je
prema izrazu (3.16) prirast potencijalne energije deformacije jednak:

_w
_aFk

dU dF, (3.17)

Pod pretpostavkom da I. sistem sila Cine sile F3, F, ..., Fy, @ da sila dFj, Cini ll. sistem sila, onda
vrijedi sljedeca relacija:

?=1 Fi . d5l = dFk : 6k (318)

U ovom jeizrazu d§; pomak na mjestu i u smjeru sile F;uzrokovan silama sistemal ll, a §;, pomak
na mjestu i u smjeru sile Fyizazvan silama prvog sistema.

Tada je prisutan prirast potencijalne energije deformacije kojeg uzrokuje djelovanje sile dFj, i
on je jednak radu kojeg vrse vanjske sile:
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1
dUu = EdFk Ao + X F; - dd; (3.19)
Uvrstavanjem izraza (3.18) uizraz (3.19) dobiveno je:
dU == dFy - A&y + dFy - 5 (3.20)

Usporedbom izraza (3.17) i (3.20) i zanemarivanjem beskona¢no malih veli¢ina dobiveno je:

ou
K=o (3.21)

Izraz (3.21) predstavlja drugi Castiglianov teorem C¢iju je definiciju mogude srociti na sljededi
nacin:

Ako potencijalnu energiju deformacije linearno elasticnog tijela izrazimo kao funkciju sila koje
linearno djeluju na tijelo, onda je parcijalna derivacija potencijalne energije deformacije po
jednoj od sila Fi jednaka odgovaraju¢em pomaku &8, na mjestu i u smjeru sile Fy. [1]

3.4 CROTTI-ENGESSEROV TEOREM

Kod Crotti-Engesserovog teorema promatra se nelinearno elasti¢no tijelo na koje djeluje
sistem sila Fy, F5, ..., Fokoje uzrokuju odgovarajué¢e pomake 63, 6, ..., 8,. Kao i kod prethodno
obradenih teorema, sile i pomaci mogu se promatrati u Sirem smislu, $to znaci da umjesto
koncentriranih sila mogu biti prisutni i, primjerice, momenti ili kontinuirana opterecenja.

U ovom se slu¢aju komplementarna energija tijela U* moZe izraziti kao funkcija sila:
U*=U"(F,F,,....,E) (3.22)
Totalni diferencijal navedene funkcije glasi:
. "oaur
v =2 2rdr, (3.23)
Tada se samo jednoj sili Fx moZe dati mali prirast dFy dok se za to vrijeme ostale sile ne

mijenjaju. Tada komplementarna energija dobiva mali prirast dU* koji se zapisuje kao:

_aur

dUu* = T

- dF, (3.24)

Zavrsni rad: Borna Sudar 16



Opci teoremi

Prilikom prirasta sile Fx za malu veli¢inu dFy vrsi se elementarni komplementarni rad izrazen
kao:

dW* = 68, - dF, (3.25)

Taj je elementarni komplementarni rad jednak prirastu komplementarne energije dU*.
Usporedbom izraza (3.24) i (3.25), dobiveno je:

_au*

dU* oFy dFk = 61{ . dFk
ili:
_aur
6 = S (3.26)

Izraz (3.26) izraZzava Crotti-Engesserov teorem koji u svojoj definiciji glasi:

Ako komplementarnu energiju nelinearnog elasticnog tijela izrazimo kao funkciju sila koje
djeluju na tijelo, onda je parcijalna derivacija komplementarne energije po jednoj od sila Fy
jednaka odgovaraju¢em pomaku 8, na mjestu i u smjeru sile Fy.

Pri odredivanju pomaka u nekoj tocki elasti¢nog tijela u smjeru u kojem ne djeluje vanjska sila,
postupak je isti kao i kod drugog Castiglianovog teorema.

Crotti-Engesserov teorem vrijedi i za nelinearno i za linearno elasti¢no tijelo. Kod linearno
elasti¢nog tijela, komplementarna je energija U* jednaka energiji deformacije U i obje veli¢ine
izrazavaju se kvadratnom funkcijom od opterecéenja. Tada je Crotti-Engressov teorem izrazen
kao drugi Castiglianov teorem.
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4 METODA JEDINICNOG OPTERECENJA

Ponovnim promatranjem opceg izraza za generalizirani pomak &, uocava se kako na mjestu i
u smjeru generalizirane sile Fru op¢em slucaju optereéenja ravnog Stapa vrijedi sljededi izraz:

1 1
_ou _ [ N on Ty oTy Tz 0Tz Mt
Ok = oF o EA 0Fk dx +_]; ky G-A OFy dx + 0 ks G-A 0F dx + G-It
0
oMt "My om "Mz om
z z
edx+ | X FHede+ | = dx (4.1)
0Fy 0 E-I, O0Fy 0 E-lI, OFg

U slucaju prisutnosti male deformacije na linearno elastiénom tijelu, unutarnje su sile funkcije
zadanih vanjskih opterecenja Fi, F;, ..., Fn, i mozemo ih prikazati u obliku:

n AT n - n _
N: Zi=1Ni.Fi’ Ty: Zi:lTyi.Fi’ TZ: Zi:szi.Fi
(4.2)
n W4 n — n —
M, = Zi=11VIXl"Fi M, = Zi=1Myi'Fi M, = zilezi'Fi

Ovdje su &lanovi N;, ..., M,;, koeficijenti proporcionalnosti i ovise o poloZaju promatranog
presjeka, rasporedu sila i lezajnim reakcijama. Pod pretpostavkom da je F; = 0, te parcijalnom
derivacijom navedenih izraza, dobiveno je:

T, _ =

ON aTy

6Fk=Nk aFkZTyk 6Fk_ zk

(4.3)
IM; Ry 6My _ M oM, Iy
O0F - Ttk 0F - Yk O0F - Tzk

Naposlijetku, uvrStavanjem navedenih izraza (4.3) u izraz (4.1) s pocetka poglavlja, tada

dobiveno je:
l

| l - l _ _
—a—U—j—”'Nk-dx+J ky-%-dﬁj hy - o 4 [ L x4
0 0 0

k= ar, — EA G G-It
0
L vy ' Mz
: yk d ] z zk
MMk e | MEMzk . gy (4.4)
J;) E-ly o Flz
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Navedeni izraz je formulacija Castiglianovog teorema i on predstavlja metodu jedini¢nog ili
fiktivnog opterecenja. Za odredivanje pomaka pomocu ovog izraza potrebno je prvo odrediti
unutarnje sile. Zatim se na tijelo nanosi jedini¢na generalizirana sila na mjestu i u smjeru na
kojem se traZi generalizirani pomak. Naravno, ukoliko je, primjerice, potrebno naci jedini¢ni
kut zaokreta, nanosi se jedini¢ni generalizirani moment.

Relativni je pomak dviju toc¢aka uzduznog pravca koji prolazi kroz te tocke jednak jedinicnom
opterecéenju od dvije kolinearne jedini¢ne sile suprotna smjera koje se nanose u promatranim
to¢kama. Analogno vrijedi i za momente. Nakon toga odredujemo unutarnje sile N;, ..., My;
izazvane djelovanjem jedini¢ne generalizirane sile. Dobivene vrijednosti uvrstene su u izraz,
(4.4) te je radena integraciju po Citavoj konstrukciji. Kod pomaka je bitan predznak i to na nacin
da ukoliko pomak ima pozitivan predznak, tada mu se smjer poklapa sa smjerom jedini¢ne sile.
Analogno se mozZe zakljuciti da negativan predznak pokazuje da je stvarni smjer traenog
pomaka suprotan smjeru jedini¢ne sile.
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5 PRIMJENA CASTIGLIANOVOG TEOREMA NA RIJESAVANJE STATICKI
NEODREDENIH SUSTAVA

Promatrajmo stati¢ki neodreden sistem (slika 5.1.). Isti je sveden na staticki odreden sustav
uklanjanjem prekobrojnih veza. Tada na sistem djeluju zadana staticka opterecéenja i
nepoznata opterecenja X3, X5, ..., Xn.

> S F1 F2
Y q
B C D E
q F1 F2

\\
é\) i
>

o

(@]

o
)
=
m

R1 R2 R3

Slika 5.1. Prikaz proizvoljnog stati¢kog sustava

Potencijalnu energiju elasticne deformacije staticki odredenog sistema moguce izraziti
pomocu funkcije vanjskog opterecenja i staticki nepoznatih velicina X3, X5, ..., X,.

U= U(qJFllFZ'ME'X:l’XZ'X?)) (5.1)

Primjenom 2. Castiglianovog teorema, dobiveno je da su pomaci na mjestu i u smjeru staticki
nepoznatih veli¢ina X1, X2, ..., Xn jednaki:

ou au au
81 = 5 02 = gy Bn = 5 (5.2)
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Ukoliko uklonjena veza ne izaziva pomake nosaca, pomak je na mjestu i u smjeru uklonjene
veze jednak nuli. Tada je parcijalna derivacija potencijalne energije deformacije po
odgovarajuéoj stati¢ki nepoznatoj veli€ini jednaka nuli.

au ou ou
—=0,—=0,..,—
aX, aX, 9Xp

=0 (5.3)
Za svaku staticki nepoznatu veli¢inu mogude je zapisati jednadzbu, a iz sustava jednadzbi (5.3)
moguce je odrediti sve nepoznanice X;. Moze se reci kako su navedene jednadzbe nuzan uvjet
za odredivanje ekstrema funkcije U. Navedene jednadzbe matematicki definiraju princip o
minimumu potencijalne energije deformacije koji u svojoj definiciji glasi:

U staticki neodredenom sistemu staticki nepoznate velicine moraju imati takve vrijednosti za
koje potencijalna energija deformacije sistema ima minimum.

Princip o minimumu potencijalne energije prvi je formulirao F. Menabrea 1858. JoS ga
nazivamo i principom najmanjeg rada iz razloga Sto umjesto potencijalne energije takoder
mozemo govoriti i o numericki jednakom radu vanjskih sila.

Na osnovi ovog principa zakljucuje se kako se kod dodavanja bilo kakve veze statickom sistemu
dodajem potencijalna energija deformacije uvijek smanjuje te se ne moze povecavati.

Analogno, kod nelinearno elasti¢ne konstrukcije umjesto energije deformacije U prisutna je
komplementarna energija deformacije U*. Tada izraz (5.3) poprima novi oblik i definira princip
o minimumu komplementarne energije koji je sveden na princip o minimumu potencijalne
energije deformacije.

au* . Ut _
X, ' 9X,

au*
T 0 (5.4)
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6 NUMERICKI PRIMJERI

6.1 PRIMIJER 1.

Za sistem na slici treba primjenom principa o minimumu potencijalne energije deformacije
odrediti nepoznate veli€ine i nacrtati dijagrame unutarnjih sila M, Ti N.

F=100 kN

El

p 3m _p 3m y

Slika 6.1. Zadani primjer

Samim vizualnim pogledom na staticki sustav vidimo da je on staticki neodreden, i to 3 puta
(3*1 — 4 — 2*1 = -3). Zglobova na lezajevima nema, $to zna¢i da moment na njima nede biti
jednak nuli, nego ¢e se prenositi na donji vodoravni element sustava. Isto tako, ocito je da je
zadani sustav simetrican sto ¢e nam uvelike pomodi pri rjeSavanju ovog sustava.

—x

F/2=50 kN
H M1

™
-
X
w2 El

=

w
Q?
5

X |

Slika 6.2. Podjela sustava po osi simetrije

Sustav smo podijelili simetricno i oslobodili smo H, i V komponente na desnom lezaju.
Vrijednosti tih komponenata iznose:
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V= —g = —50 kN (suprotan smjer od F)

H, = —H (suprotan smjer od H)

U zglobu je moment jednak nuli, zbog simetrije poprecéna sila jednaka je polovici sile F, pa kao
prekobrojna veli¢ina ostaje samo uzduzna sila H. Zbog osi simetrije horizontalni pomak zgloba
je jednak nuli, pa prekobrojnu veli¢inu, uzduznu silu H, odredujemo iz uvjeta da je pomak na
mjestu i u smjeru te sile jednak nuli Sto zapisujemo:

au
oy = i 0 (6.1)
Sada je potrebno izraunati M,;, My, i M,3 te njihove parcijalne derivacije po H i nakon toga

mozemo odrediti nepoznatu veliinu H.

. 6Mx1
' OH

x =50 24— ¢ My, ==-3+H x=150+H x> 2=x

2 0H

My,

My, =2-3-x)—4-H+V-x=150—4-H;—*

= —4

3 4 3
U=]M§1-dx+foz-dx+jM§3-dx
2E1 2EI 2EI
0 0 0

3
4 3
U 1 OMx1 1 AMx2 1 aMx3
by=—=—=1| M, - dx +— . dx +— . dx =0
H ™ oy = Ei 1 gH +EI o X2 gy +EI o 3 9y
0

Prvi integral moZemo zanemariti jer je parcijalna derivacija po H za M,; jednaka nuli. Ostaje
nam sljededi izraz koji rjeSavamo kako bismo odredili H.

Sy = %f: (150 + Hx)(x)dx + %fog (150 = 4H)(=4)dx =0
Sy = %f; (Hx? + 150x)dx + %f; (=600 + 16H)dx = 0
64H

Oy = -t 48H — 1800 — 1200 = 0; H = 43.26 kN

Sada moZemo odrediti dijagrame unutarnjih sila.

F
Mx1=zx
x=0->M, =

x=3-> M, =50-3,0=150KkNm
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F
Mx2=5'3—H'X

x=0->M,, =150 kNm
x=4->M,, =150 —43,26-4 = —23,04 kNm

F
Mx3=5-(3—x)—4H+Vx

x=0- Mg, =150 — 43,26 -4+ 0 = —23,04 kNm
x=4->M,=0-43264+50-3=—23,04kNm

Staticki sustav je simetrican, pa je stoga i oblik dijagrama simetrican. Isto vrijediiza Ti N
dijagrame unutarnjih sila.

Ty = g = —50KkN; T, = H=—43,26kN; T3 =0

Ny =H=—4326KkN; N, =~ = —50kN; Nyg = 0

150 kNm % 150 kNm S 7, 50 kN

50 kN [Z 7
%
43,26 kN V4 43,26 kNm
75 KNm W 75 kNm 6 o
23,04 kNm 23,04 kNm
-43,26 kN
%57
-50 kN -50 kN

Slika 6.3. Dijagrami unutarnjih sila
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6.2 PRIMIER 2.

Za zadani sustav odredite i nacrtajte dijagrame unutarnjih sila M, Ti N.

/‘\F=10 kN

El= const

1m

Slika 6.4. Zadani primjer

Zadani je sustav jednom staticki neodreden i logi¢an izbor bilo bi osloboditi vertikalnu reakciju
F4 na lijevom leZaju. Vertikalni pomak je 0 i to zapisujemo u sljedeéem izrazu:
U
6FA = E =0
Sada je potrebno izraunati M,; i M, te njihove parcijalne derivacije po H i nakon toga mozemo
odrediti nepoznatu veli¢inu H. Takoder, potrebno je silu F, rastaviti na vertikalnu i

horizontalnu komponentu u odnosu na element.

Slika 6.5. Prikaz djelovanja

Fan = Fp - sind5° =2 By Fyy = Fy - cosd5° =2 F,

V2 OMx, V2
x4 av © X 5 A X 3F, 2 %
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My, =—(r-sinp+r) - Fy—F(r- = —r(sing + 1)

vz 2
fM,%l-dx J‘M(f,-dx
U= +
2E1 2
0

0

V2
s —aFA—lfM omar 1 [ M,
Fa= 9 EI) U Tom Y TEl T

s
2
1 V2 1 , , _
Op, == | —Fyx|——x)dx +—f(—(r ~sing +1) - Fy, — F(r - sing))(—(sinp + 1))rde
4 EI 2 El
0
Znamodajer=1,aF=10kN.
\/2 /2
O, f — Fypx?dx +—f (—(sinp +1) - F, — 10(sing))(—(sinp + 1)) dp =0
/2
1 2 \/E 2 2
FA:E—f TAX dx+—j (sinp +1)°-F4+10- (sinp + 1)°dep =0
0

Nakon Sto izraz podijelimo sa Pl integriramo, dobijemo sljedecu linearnu jednadzbu:

V2

2F, + (2+ )FA s¢+m)

2

=0;F, = —3,70 kN

Nakon sto smo odredili vertikalnu reakciju Fy, moZzemo pristupiti crtanju dijagrama unutarnjih
sila.

Mxl = _FAx
x=0->M,y =0
x=1-> My =—(-3,70)-1,0 = 3,70 kNm
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M, =—(r-sing + 1) - F, — F(r - sing)

@ =0- M, =-1(-370)— 0 = 3,70 kNm
Vs
¢ =5~ M, =-2(=3,70) — 10(1) = ~2,6 kNm

Kako bismo odredili T i N dijagrame unutarnjih sila, potrebno je odrediti komponente sila F,

horizontalno i vertikalno u odnosu na kosi element sustava.

Favertikaino = Fa - cos45 = 3,70 - \/22 = 2,62 kN
V2

> = 2,62 kN

Fanorizontaino = Fa - sin45’ = 3,70 -
Tyx1 = Favertikaino = 2,62 kN
Ny1 = Fanorizontaino = 2,62 KN (vlak)

(p:O—)N(p=0
(ng_”v(p =F — F,=-10+ 3,70 = —6,30 kN (tlak)

9=0-T,=F,—F=-370+10 = 6,30 kN

T
(p=E—>T¢,=0
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Slika 6.6. Dijagrami unutarnjih sila
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7 ZAKUUCAK

Ovim je radom pokazana prije svega kompleksnost iza teorije o principu minimuma
potencijalne energije deformacija, ali isto tako i njezina Siroka primjena na podrucju rjeSavanja
problema stati¢ki neodredenih sustava, $to je u ovom radu pokazano i na numeri¢kim
primjerima. Postoje i mnoge druge metode za rjeSavanje staticki neodredenih sustava, ali
smatram da je ova metoda najintuitivnija. lako se danas u inZenjerskoj praksi rijetko ruéno
proracunavaju stati¢ki neodredeni sustavi ,,pjeske”, na papiru, ova metoda moze posluziti za
relativno jednostavno i brzo rjeSavanje jednostavnijih staticki neodredenih sustava.
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