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Sazetak

SAZETAK

U ovom zavrsnom radu obraden je postupak grafoanalitickog odredivanja deformacija
nosaca pri savijanju. Definirani su pojmovi elasticne linije nosaca, diferencijalne jednadzbe
elasticne linije, stvarni i fiktivni nosac te je detaljno objasnjen postupak grafoanaliticke
metode. Primjenom grafoanaliticke metode rijesena su tri prakticna primjera. U nastavku
su izradeni numericki modeli zadanih primjera u racunalnom programu SAP2000.
Usporedbom vrijednosti unutarnjih sila i deformacija dobivenih grafoanalitickom metodom
i numerickim modelom utvrdena su odstupanja zanemarivih vrijednosti.

Kljucne rijeci: grafoanaliticka metoda, nosac, savijanje, deformacije, progib, numericki

model

Zavrsni ispit: Filip Lovric i



Abstract

ABSTRACT

This thesis deals with the graphoanalytical determination of beam deformations during
bending. The terms elastic line of a beam, differential equations of the elastic line, real and
fictitious girder are defined and the graphoanalytical method is explained in detail. Three
practical examples were solved using the graphoanalytical method. The numerical models
of the examples were created using the SAP2000 computer programme. By comparing the
values for internal forces and deformations determined with the graphoanalytical method
and the numerical model, deviations of negligible values were found.

Keywords: graphoanalytical method, girder, bending, deformations, deflection, numerical
model
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Uvod

1 UVOD

Prilikom projektiranja konstrukcija potrebno je ispuniti kriterije koji se odnose na ¢vrstocu,
krutostistabilnost. Danas se za potrebe proracuna koriste hrvatske norme (HRN) temeljene
na europskim normama (EN) za projektiranje konstrukcija. Sukladno navedenim propisima,
potrebno je provesti dimenzioniranje prema grani¢nim stanjima. Granic¢na stanja nosivosti
su stanja prilikom kojih nastupa otkazivanje konstrukcije, dok se u grani¢na stanja
uporabljivosti svrstavaju ona stanja kod cijih prekoracenja nisu ispunjeni propisani uvjeti
funkcionalnosti [1].

Kod granicnih stanja uporabljivosti izvode se provjere deformacija, vibracija i pukotina, cije
prekomjerne vrijednosti mogu narusiti uporabljivost konstrukcije. Uvjet za granicna stanja
uporabljivosti iskazan je u sljedecem obliku:

Eq<Cy (1.1)
pri cemu je:
Eq — proracunska vrijednost ucinaka djelovanja

Cq — granicna vrijednost odgovarajuceg kriterija uporabljivosti [1, 2].

Deformacije nosaca uslijed djelovanja vanjskog opterecenja mogu se odrediti analitickim,
grafickim, grafoanalitickim ili numerickim metodama. U nastavku rada obradena je
grafoanaliticka metoda odredivanja progiba pri savijanju. Na numerickim primjerima
prikazana je primjena metode, a potom su pripadajuca rjesenja usporedena s rezultatima
izracunatima primjenom racunalnog programa SAP2000.

Zavrsni ispit: Filip Lovric 1



Deformacija ravnog Stapa pri savijanju

2 DEFORMACIJA RAVNOG STAPA PRI SAVIJAN)U

Promatramo deformiranje ravnog Stapa opterecenog na savijanje {slika 1).

7
2 ¢
7 0
/ q
7 I J
/ _l O, B X, U
710 w | _
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Slika 1: Deformacija Stapa pri savijanju (Izvor: [3])

Stap OB opterecen je vanjskim opterecenjem koje djeluje okomito na uzduznu os $tapa u
ravnini xz. Uslijed djelovanja opterecenja uzduzna se os iskrivljuje u ravnini djelovanja
opterecenja. Deformirana uzduzna os Stapa (krivulja OB') naziva se elasti¢na ili progibna
linija nosaca. Poprecni presjeci prilikom savijanja ostaju okomiti na savijenu os Stapa.
Pomaci tocaka u smjerovima koordinatnih osi x, y, i zoznacavaju se kao v, vi w. S obzirom
da elasti¢na linija nosaca lezi u ravnini xz, pomak u smjeru osi yjednak je nuli (v=0). Takoder
postoji pomak u smjeru osi x, medutim znatno je manje vrijednosti u odnosu na pomak w.
|z tog se razloga pomak u zanemaruje. Pomak 0,0, = w naziva se progib nosata. Progib

maksimalne vrijednosti ozna¢avamo s f. Kut ¢ naziva se kut zaokreta presjeka [3, 4].

lzmedu kuta zaokreta ¢(x/i progiba w(x) moze se uspostaviti ovisnost prema izrazu:

dw

tgp = I (2.1)

Prema slici 1 vidljivo je da u tocki O,tangenta na elasti¢nu liniju zatvara s osi x kut jednak
kutu zaokreta ¢. S obzirom da su progibi znacajno manjih veli¢ina u odnosu na raspon, moze
se uvesti pretpostavka da je tg @ = ¢, pri Cemu slijedi izraz:

dw(x)
dx

p(x) = : (2.2)

Zavrsni ispit: Filip Lovric 2



Deformacija ravnog Stapa pri savijanju

|z prethodnog se izraza moze iscitati da je kut zaokreta poprecnog presjeka jednak derivaciji
progiba po apscisi presjeka, sto povlaci Cinjenicu da funkcija progiba i njena prva derivacija
moraju biti neprekinute funkcije.

2.1 Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

Progibna linija nosa¢a moze se promatrati kao graf neke funkcije Ciji se izraz za slucaj Cistoga

savijanja moze odrediti iz izraza za zakrivljenost nosaca:

1 M
e —4 (2.3)
p El,
Izraz za zakrivljenost krivulje glasi:
) d*w
’ =+ d—x23 (2.4)
dw\?|?
ll +(ax) l
Izjednacavanjem prethodna dva izraza slijedi:
d?w ”
dx? y
=+—. (2.5)
% EIL,

dw?
[1 +(x) l
2
Uzevsi iskljucivo u obzir male progibe, izraz (Z—V:) moze se zanemariti kao velicina manjeg
reda iz Cega slijedi pojednostavljena jednadzba progibne linije nosaca:
d*w M

=+, :
dx? TEIL, (2.6)

Predznaci uz desni izraz odabiru se ovisno o odabranom koordinatnom sustavu. Izrazi koji
povezuju unutarnje sile i opterecenje glase:

aM, _ ar, _ iy d*M,,
dx 7 dx dx?

= —q,

a prema izrazima(2.2)i(2.6):

dw

? =

d*w

My = _Ely dx2

Zavrsni ispit: Filip Lovric 3



Deformacija ravnog Stapa pri savijanju

Derivacijom prethodnog izraza slijedi:

_am, d Idzw
Z7 dx dx\ 7V dx?)

Ponovnom derivacijom slijedi izraz:

dT, dZMy d? d’w
qg=-— EL,— ).
dx dx? dx?

Diferencijalne zavisnosti pri savijanju glase:

=0

d*w
M, = —EI, dx?

d d*w
( ) @7

dx \ Y dx?
3 d? £l d*w
9= 52\ " axz |

Ako je stap konstantnog poprecnog presjeka, odnosno E1,, = const., slijedi:

B dw
= dx

d?w
My = _Elyﬁ
d3w

TZ = _Elyﬁ (28)
d*w
q= EIy W

Iz prethodno izvedenih jednadzbi moze se zakljuciti da se iterativnim deriviranjem funkcije
elasticne linije nosaca mogu odrediti funkcije kuta zaokreta, momenta savijanja, poprecne
sile i opterecenja. Analogno, ukoliko je zadana funkcija opterecenja, uzastopnim

integriranjem slijede jednadzbe poprecne sile, momenta savijanja i kuta zaokreta [3, 4].

Zavrsni ispit: Filip Lovric



Deformacija ravnog Stapa pri savijanju

2.2 Grafoanaliticka metoda odredivanja deformacija nosaca

Prema izrazima iz prethodnog poglavlja moze se zakljuciti da se opetovanom integracijom
funkcije opterecenja moze doci do izraza za kut zaokreta i progib. Medutim, kod nosaca s
promjenjivom krutosti ili kod kompleksnih izraza za moment savijanja, analiticka metoda
nije najprikladnije rjeSenje. Takoder, u inzenjerskoj praksi uglavnom nije potrebno znati
jednadzbu elasticne linije, vec je za potrebe dimenzioniranja potrebno poznavati iskljucivo
maksimalne vrijednosti progiba i kuta zaokreta. Za rjeSavanje takvih zadaca moze se
koristiti grafoanaliticka metoda pomocu koje se mogu odrediti vrijednosti progiba i kuta

zaokreta u trazenim poprecnim presjecima bez poznavanja izraza elasticne linije nosaca.

Grafoanaliticka metoda temelji se na analogiji diferencijalnih jednadzbi:

d?w
Ely dx? = _My' (2.9)

d*M,
=4 (2.10)

Uvodimo tzv. fiktivni nosac, jednake duljine i krutosti kao stvarni nosac, koji je opterecen
fiktivnim opterecenjem g u obliku dijagrama momenta savijanja M,, na stvarnom nosacu,
vrijedi:

q=M, (2.11)
Posljedica fiktivnog opterecenja su fiktivni moment savijanja M i fiktivna popre¢na sila T.
Smjer fiktivnog opterecenja odreduje se ovisno o predznaku momenta savijanja na
stvarnom nosacu. Pozitivni dijagram momenta savijanja usmjerava fiktivno opterecenje

prema dolje i obrnuto.

U poprecnom presjeku fiktivnog opterecenja mozemo postaviti izraz:

eoM_ (2.12)
dxz 1 '
ili pomocu izraza (2.11):
d*M
—— =M, (2.13)
Usporedbom jednadzbi (2.9) i (2.13) slijedi izraz:
d? d*M
v (2.14)

Ydx?2 dx?’

Zavrsni ispit: Filip Lovric 5
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pri cemu je moment savijanja stvarnoga nosaca prikazan kao druga derivacija fiktivnog
momenta savijanja fiktivnoga nosaca opterecenog fiktivnim opterecenjem u obliku
dijagrama momenta savijanja na stvarnom nosacu.

Integriranjem prethodnog izraza slijedi:

dw dM
EL, = =

y—a—aﬁLC (2.15)

Temeljem jednadzbe koja povezuje diferencijalnu ovisnost momenta savijanja i poprecne
sile proizlazi da je:

dM  _
— =T (2.16)
dx
lzraz (2.15) zapisan pomocu izraza (2.16) glasi:
g, = 7 (2.17)
Y dx '
Integriranjem izraza (2.17) proizlazi:
El,w = M+Cx+D (2.18)

Konstante integracije Ci D ovise o rubnim uvjetima nosaca. Za nosac ucvrscen na nacin tako
da su fiktivna poprecna sila i fiktivni moment savijanja jednaki nuli u presjecima u kojima su
kut zaokreta i progib stvarnoga nosaca jednaki nuli, tada su i konstante integracije jednake
nuli [3]. Slijedi izraz za kut zaokreta stvarnog nosaca:

dw T

= E = E—Iy, (219)

P

odnosno kut zaokreta stvarnog nosaca u nekom poprecnom presjeku jednak je iznosu
fiktivne poprecne sile pripadajuceg presjeka fiktivnog nosaca podijeljene s fleksijskom
krutosti.

Analogno, slijedi izraz za progib:

=— 2.20
W=t (2.20)

M

yl
pri ¢emu je progib stvarnog nosaca nekog poprecnog presjeka jednak iznosu fiktivnog
momenta savijanja pripadajuceg presjeka fiktivnog nosaca podijelijenog s fleksijskom
krutosti.

Prema svemu navedenome, odredivanje deformacija nosaca pri savijanju grafoanalitickom
metodom svodi se na odredivanje fiktivnog momenta savijanja i fiktivne poprecne sile.
Fiktivni i stvarni nosac jednakih su krutosti, no razlikuju se u nacinima oslanjanja. Stvarni i

Zavrsni ispit: Filip Lovric 6



Deformacija ravnog Stapa pri savijanju

njemu fiktivni nosac nazivaju se konjugirani nosaci [3]. Na sljedecoj slici nalazi se prikaz
nekoliko ucestalih konjugiranih nosaca.

STVARNI NOSAC FIKTIVNI NOSAC

w=0 w=0 M=0 M=0

MFAY A" TR AN

w=0 a w20 M=0 M#0
=0 ﬁ %0 T=0 T#0
i
W#0 w=0 w=0 W#0 , M=0 M=0
#0 #0 #0 #0 _ T#0 T#0 _
* ¥ ¥ ¢ M#Oj M#0
= e —
VAN Pal s T
‘ /7
w#0 w=0 ) M=0 M#0 M=0 g
970 T= T T#0 _
w=0 970 @%0 T=0 T#0 o
F T#0
2

- i i

Slika 2: Prikaz konjugiranih nosaca (Izvor: [3, 4])

2.3 Primjena grafoanaliticke metode na nosac promjenjivog poprecnog presjeka

Grafoanaliticka metoda moze se primijeniti na nosaC promjenjivog poprecnog presjeka.
Moguce je zapisati diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne u obliku:

d?w M M, 1

I, Ely

dx? El,

pri cemu je /p proizvoljno odabrani, ali konstantni moment tromosti.

Oznacavanjem

—0 = v, (2.21)

slijedi zapis diferencijalne jednadzbe elasticne linije u obliku:

d’w  M* (222)
dx2  El,’ '

Zavrsni ispit: Filip Lovric 7



Deformacija ravnog Stapa pri savijanju

Dalje se u proracunu uzima nosac konstantnoga poprecnog presjeka s momentom tromosti
loi momentnim dijagramom M* Izraz za progib u tom slucaju glasi:

aizraz za kut zaokreta:

w

(p:

M*

:E—IO’

T*

El,’

(2.23)

(2.24)

Zavrsni ispit: Filip Lovric



Numericki primjeri

3  NUMERICKI PRIMJERI

U nastavku su prikazana tri numericka primjera rijesena primjenom grafoanaliticke metode.

3.1 Primjer 1

Primjenom grafoanaliticke metode treba odrediti progib i kut zaokreta tocke C grednog
nosaca na slici.

E =2-10° MPa

I, = 10"mm*

I, =2-10"mm*

F1:20 kN F2:30 kN

cl A l B
12 S l> h e
15m 3m 3m

Slika 3: Skica nosaca (primjer 1)

Zadani je staticki odredeni nosac u obliku proste grede, stoga iz jednadzbi ravnoteze

mozemo izracunati vrijednosti reakcija i unutarnjih sila.
Iz YM, = 0 slijedi vrijednost reakcije B:
20:1,5-30-3+B-6=0
B =10kN.
Iz Mg = 0 slijedi vrijednost reakcije A:
20:75—A-6+30-3=0
A =40kN.

Dijagram momenta savijanja za zadani sustav prikazan je na sljedecoj slici:

Zavrsni ispit: Filip Lovric 9
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30 kNm

/

o
30 kKNm

Slika 4: Dijagram momenta savijanja (primjer 1)

Zatim je potrebno konstruirati fiktivni nosac. Po prethodno navedenim pravilima, slobodni
kraj C zamjenjuje se upetim lezajem, nepomicni lezaj A zamjenjuje se zglobom, dok klizni
lezaj B ostaje nepromijenjen.

Prije nanosenja fiktivnog opterecenja, s obzirom da je u primjeru zadan nosac promjenjivog
poprecnog presjeka, potrebno je provesti redukciju momentnog dijagrama prema izrazu:

I
M ==
I;
Za lp = I; slijedi:
Me=m-2 =30 1’ =15 kN
LT 07 T -

Na fiktivni nosac nanosimo fiktivho opterecenje u obliku reduciranog momenta dijagrama,
sukladno slici:

®, o,
Mﬁ%ﬁ\” S -
(o}

1,5m < 1,5m
+

30 kNm

Slika 5: Fiktivni nosac i fiktivno opterecenje (primjer 1)

Zavrsni ispit: Filip Lovric 10



Numericki primjeri

Zatim je potrebno izracunati vrijednosti fiktivnih sila. Fiktivno opterecenje dijelimo na manje

dijelove (trokute) te racunamo vrijednost fiktivne sile kao povrsinu svakog trokuta:

1

¢, =>-15-15 = 11,25 kNm?,
1

®, =515 1,5 = 11,25 kNm?,
1

@3 =515 1,5 = 11,25 kNm?,
1

By =303 =45 kNm?.

Potom se nosat presijece kroz zglob kako bi se odredila sila R.

P, _ - b,
R
B = im ‘_O.SM‘_ im z 2m ‘

=|
S

o

Slika 6: Nosac presjecen kroz zglob (primjer 1)

|z XMy = 0 slijedi vrijednost sile R:

—R-6-®,-55+®;-35+®,-2=0
R = 11,25 kNm?.

Iz XM, = 0 slijedi vrijednost momenta M.:
_MC+¢1'1_R'1,5=0
M, = —5,625 kNm?.

|z XE, = 0 slijedi vrijednost sile R,.:

Pomocu M, i R, slijede konac¢ne vrijednosti progiba i kuta zaokreta tocke C:

M. —5,625-10%2
= T = 105107 = —2,813mm (pomak prema gore)
1
R, 0

EI,  2-105-107

W¢

Qe = = 0rad.
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3.2 Primjer 2

Za zadani nosac treba nacrtati dijagrame unutarnjih sila te odrediti pomak tocke C. Nosac
oznake 1 profil je IPE 400, a nosac oznake 2 IPE 450.

Modul elasti¢nosti ¢elika je E = 2 - 10° MPa.

F =120 kN
q =30 kN/m l
-~
VERETERERE .
- © p 7,
P C <
) 4m , 15m | 3m ,

Slika 7: Skica nosaca (primjer 2)

Nosac AB staticki je neodreden sustav, sto podrazumijeva nemogucnost dobivanja iznosa
unutarnjih sila i reakcija rjeSavanjem samo jednadzbi ravnoteze. 1z tog razloga pristup
rjeSavanju zadatka nesto je drugaciji od prethodnog. Konkretno, na zadanom primjeru
potrebno je sustav razdvojiti na dva podsustava na podrucju zgloba C te na svakom
podsustavu postaviti dodatnu jednadzbu (uvjet kompatibilnosti) kojom se dolazi do

nepoznate velicine. Nakon odredivanja nepoznatih veli¢ina, zadatak je jednak prethodnom.

Zadani nosac razdvajamo na dva nosaca presijecanjem kroz zglob Cte promatramo lijevi dio
nosaca:

q
Al vvvevvsoC

] am Ix

o«

Slika 8: Lijevi dio nosaca (primjer 2)

Uvjet kompatibilnosti za ovaj dio nosaca glasi:

L _ .4 X
W =w, — We.

U skladu s prethodnim izrazom, potrebno je zasebno odrediti progib koji je posljedica
opterecenja gi nepoznate sile X.
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Numericki primjeri

Fiktivni nosac s fiktivnim opterecenjem u obliku momentnog dijagrama od opterecenja g
prikazan je na sljedecoj slici:

, (D1 MCL a
e ;

E

, U

e
%

3
4

3
L

Slika 9: Fiktivni nosac (lijevo) s fiktivnim opterecenjem u obliku M dijagrama od
opterecenja q (primjer 2)

Iz skice je vidljivo da je fiktivno opterecenje u obliku kvadratne parabole s maksimalnom

ql3

. . . viv . .3 .
vrijednosti el tezistem na udaljenosti " duljine konzole od oslonca.

Vrijednost fiktivne sile @; za g=30kN/mi =4 m:

Pripadajuéi fiktivni moment savijanja M7
g 3 ,
Mg = ;17 = 960 kNm®.

Zatim na istom fiktivnom nosacu postavljamo fiktivho opterecenje u obliku momentnog
dijagrama od djelovanja sile X, kao sto je prikazano na slici:

2.
,!,32

+ pnq LX
Mc

X|2M >

Slika 10: Fiktivni nosac (lijevo) s fiktivnim opterecenjem u obliku M dijagrama od djelovanja

sile X (primjer 2)

Vrijednost fiktivne sile @,:

2

1 X2 ,
¢2=X'lz'lz'§=7 kNm
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Pripadajuci fiktivni moment savijanja Mé‘x:

_ 2 X
ME = — o, -1, 3= _TZ = —21,33X kNm3.

Postavljamo uvjet da je ukupan pomak tocke C za lijevi dio nosaca:

wk=wl — wf

Mg+ Mg* 960 — 21,33
ElL, B El

wg =

Analogno rjesavamo desni podsustav nosaca primjenom istih principa. Na sljedecoj su slici
prikazana djelovanja na desnom dijelu nosaca:

d|

1,5m 3m

L L
% %

R

Slika 11: Desni dio nosaca (primjer 2)

Pomak tocke C za desni dio nosaca glasi:
wl =wf + wk

U skladu s prethodnim izrazom, potrebno je zasebno odrediti progib koji je posljedica
djelovanja sila Xi F.

Fiktivni nosac s fiktivnim opterecenjem u obliku momentnog dijagrama od sile X prikazan je

na slici:

np DX
MC

(%/jfmxh

b
#

l

Slika 12: Fiktivni nosac (desno) s fiktivhim opterecenjem u obliku M dijagrama od
djelovanja sile X (primjer 2)

Vrijednost fiktivne sile @:

1 Xif X
@3:X'l1'll'E:T kNm-=.
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Pripadajuci fiktivni moment savijanja M?'X:

_ 2 X
M2* =@, -1 3= Tl = 30,375X kNm?.

Zatim na istom fiktivnom nosacu postavljamo fiktivno opterecenje u obliku momentnog

dijagrama od djelovanja sile F, kao sto je prikazano na slici:

M°F @,
C / it

j 1,5m 2m 1m

b L L b
L] 4 A 4

Slika 13: Fiktivni nosac (desno) s fiktivnim opterecenjem u obliku M dijagrama od
djelovanja sile F (primjer 2)

Vrijednost fiktivne sile @,:
1
¢4=F-3-3-§=540 kNm?2.

Pripadajuéi fiktivni moment savijanja M2"":
M2F = @, - 3,5 = 1890 kNm3,
Uvrstavanjem u uvjet kompatibilnosti slijedi izraz:

wg =wf + wf
MZ" + MZ* 1890 + 30,375X
EL - EL

we
Uvjet kompatibilnosti glasi da pomak tocke C s lijeve i desne strane mora biti jednak.
Izjednacavanjem izraza za progib lijevo i desno slijedi:
wi =wf
960 — 21,33X 1890 + 30,375X
ElL, - EL

Nakon unakrsnog mnozenja te grupiranja ¢lanova uz Xslijedi:

¥ = 9601, — 18901,
"~ 30,3751, + 21,331,

Uvrstavanjem vrijednosti momenta tromosti za profil IPE 400 I; = 2,31 - 10~* m* i profil
IPE 450 I, = 3,37 - 10~* m* proizlazi kona¢na vrijednost sile X:

X = —27,38kN
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Numericki primjeri

Uvrstavanjem vrijednosti X, momenta tromosti i modula elasti¢nosti E = 2,1 - 108 kN /m?
u jedan od izraza za progib, proizlazi konacna vrijednost progiba tocke C

. 960 — 2133x
we = El,

= 0,02182 m = 21,82 mm

Na sljedecoj slici prikazani su dijagrami unutarnjih sila:

349,48 KNm
236,79 KNm
@ i
41,07 KkNm
147,37 kN
MN
S
92,62 kN

Slika 14: Dijagrami unutarnjih sila (primjer 2)

3.3 Primjer 3

Za sustav na slici treba nacrtati dijagrame unutarnjih sila te odrediti pomak tocke B. Greda
AB celicni je profil IPE 330, a stapni element celicni je cijevni profil s vanjskim promjerom
duljine D = 31,8 mm i debljine stijenke t = 1,6 mm. Stap se zagrijava za AT = 20 °C. Modul
elasti¢nosti ¢elikaje E = 2 - 10°> MPa, a toplinski koeficijent @, = 1,2 - 107> 1/K.

g =40 kKN/m

Yy vy

Sa

4m

Slika 15: Skica nosaca (primjer 3)
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Zadani nosac staticki je neodredeni sustav sastavljen od grede i Stapnog elementa spojenih
zglobom. Slicno kao u prethodnom primjeru, potrebno je postaviti dodatni uvjet
kompatibilnosti kako bi se odredile sve nepoznate vrijednosti unutarnjih sila i reakcija.

Za zadani sustav uvjet kompatibilnosti glasi:

Ah
c0s30°

wp = wg —wp =

pri Cemu je Ah izraz koji obuhvaca produljenje stapnog elementa od uzduzne sile i djelovanja

temperature:
an=2"" AT - L
TEaAT® :
Scos30° S

q

v v v v vy v »Ssin30°

““““““““““ £ UM‘

e < Lo,
Sl .

Slika 16: Prikaz plana pomaka (primjer 3)

Nosac presijecemo u zglobu B. Promatramo lijevi dio nosaca:

Scos30° S

At e lj . lJDZSSmW

4m

Jo 3
A A

Slika 17: Lijevi dio nosaca (primjer 3)

Potrebno je kao i u prethodnim primjerima zasebno izracunati vrijednosti fiktivnih
momenata savijanja od opterecenja g i sile S. Fiktivni nosaC opterecen fiktivnim
opterecenjem u obliku dijagrama momenta savijanja od opterecenja g prikazan je na slici:
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o

Slika 18: Fiktivni nosac s fiktivnim opterecenjem u obliku M dijagrama od opterecenja q
(primjer 3)

Vrijednost fiktivne sile @; za g= 40 kN/m i /= 4 m:

ql? 1 ql
P, =—.].—=1_=142667 kNm?Z.
1 > l 3 G 6,67 kNm

Pripadajudi fiktivni moment savijanja M/]:
77 3 3
Mg = @, -1 = 1280 kNm®,

Zatim na istom fiktivnom nosacu postavljamo fiktivnho opterecenje u obliku momentnog
dijagrama od djelovanja vertikalne komponente sile S, kao 5to je prikazano na slici:
2

.

.*MBS

| E
Stcos30° WE >

Slika 19: Fiktivni nosac s fiktivnim opterecenjem u obliku M dijagrama od opterecenja

verikalne komponente sile S(primjer 3)

Vrijednost fiktivne sile @,:

1 Sl?cos30°
b, =S-l-c0530°-l-E=T kNm?2.

Pripadajuci fiktivni moment savijanja M3:

_ 2 S13cos30° )
M = —@, - L5 = ————— = ~18,485 kNm?,

Uvjet kompatibilnosti glasi:
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My MI+M5  Ah

— s _MB _ _
W =We = WB =y El c0530°

128018485 S-L+a,-AT-L-E-A
We = El = EA cos 300

Nakon unakrsnog mnozenja i grupiranja ¢lanova uz S proizlazi jednadzba:

S_1280-A-cosSOO—at-AT-L-E-A-I
B [-L+1848-A-cos300

Uvrstavanjem pripadajucih vrijednosti geometrijskih karakteristika i opterecenja:

I — moment tromosti IPE 330 = 1,18 -10~* m*

1,2
L — duljina Stapa = 05600 2,4m
a =1,2-107°1/K
AT = 20°C

E — modul elasti¢nosti telika = 2 - 108 kN /m?
[D2 — (D —2-t)2]n
4

A — povrsina presjeka cijevnog profila = = 1,518 - 10~* m?

Slijedi vrijednost sile S:
S =6127kN.
Uvrstavanjem vrijednosti sile Su izraz za progib:

_ My 1280 -18,48S
" El El

Wg = 0,00626 m = 6,26 mm

Slijede prikazi dijagrama unutarnjih sila:

107,75 KNm

(M]

\L/ 30,64 kN
35,19 kNm IE | ®
106,94 kN
®
T —O | 5306 kN

Slika 20: Dijagrami unutarnjih sila (primjer 3)
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Numericka analiza primjenom racunalnog programa SAP2000

4 NUMERICKA ANALIZA PRIMJENOM RACUNALNOG PROGRAMA SAP2000

U ovom poglavlju prikazat ¢e se rezultati prethodnih numerickih primjera dobiveni
primjenom programskog paketa SAP2000. SAP2000, kao i mnogi racunalni programi za
proracun konstrukcija, se bazira na metodi konacnih elemenata, numerickoj metodi koja se
temelji na jednostavnoj aproksimaciji nepoznatih varijabli u svrhu transformacije parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi u obi¢ne diferencijalne jednadzbe [5]. Gredni i Stapni elementi
svedeni su na linijske elemente s pripadajucim geometrijskim karakteristikama te nakon
zadavanja opterecenja proveden je proracun unutarnjih sila i deformacija.

4.1 Primjer 1

Na slici je prikazan numericki model prvog primjera.

20
30

Slika 21: Numericki model (primjer 1)

Nakon zadanih geometrijskih karakteristika i opterecenja te nakon provedbe analize slijedi

prikaz elasticne linije nosaca nakon opterecenja s vrijednostima u trazenom cvoru:

Zavrsni ispit: Filip Lovric 20



Numericka analiza primjenom racunalnog programa SAP2000

Pt Obj: 1
PtEIm: 1
ut=20
uz=10

U3 = 0.0027
R1=10

R2 =
-6.984E-06
R3=10

Slika 22: Elasticna linija (primjer 1)

U sljedecoj su tablici prikazani rezultati dobiveni grafoanalitickom metodom i primjenom
racunalnog programa.

Tablica 1: Usporedba rezultata (primjer 1)

Primjer 1 Kut zaokreta Progib
Grafoanaliticka metoda 0 2,8125 mm
SAP2000 0 2,7 mm
Odstupanje *0% *4%

4.2 Primjer 2

Na slici je prikazan numericki model drugog primjera.

@)

30,

GL

Y

Slika 23: Numericki model (primjer 2)
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Numericka analiza primjenom racunalnog programa SAP2000

Nakon zadanih geometrijskih karakteristika i opterecenja te nakon provedbe analize slijedi

prikaz unutarnjih sila i elasticne linije nosaca nakon opterecenja s trazenim vrijednostima:

Slika 24: Dijagram momenta savijanja (primjer 2)

Slika 25: Dijagram poprecnih sila (primjer 2)

Pt Obj: 2
Pt Elm: 2
ut=20
uz=10

U3 =-0.0228
R1=0
R2 =-0.00545

Slika 26: Elasticna linija (primjer 2)

U sljedecoj su tablici prikazane maksimalne vrijednosti dobivene grafoanalitickom metodom
i primjenom racunalnog programa.

Tablica 2: Usporedba rezultata (primjer 2)

Primjer 2 Moment savijanja | Poprecnasila | Progib
Grafoanaliticka metoda 349,48 kKNm 147,37 kN | 21,82 mm
SAP2000 348,79 kNm 147,2 kN 22,28 mm

Odstupanje +0,20% *0,12% +2,06%
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Numericka analiza primjenom racunalnog programa SAP2000

4.3 Primjer 3

Na slikama je prikazan numericki model treceg primjera.

T/

Slika 27: Numericki model s distribuiranim opterecenjem (primjer 3)

D,
&
S
v

Slika 28: Numericki model s temperaturnim opterecenjem (primjer 3)

Nakon zadanih geometrijskih karakteristika i opterecenja te nakon provedbe analize slijedi
prikaz unutarnjih sila i elasticne linije nosaca nakon opterecenja s trazenim vrijednostima:

» .-'““\L,:j_l,,,.fl/

(an]

Slika 29: Dijagram momenta savijanja (primjer 3)
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Numericka analiza primjenom racunalnog programa SAP2000

Slika 30: Dijagram poprecnih sila {primjer 3)

61

10,9

Slika 31: Dijagram uzduznih sila {primjer 3)

R2 =-0.00136
R3=10

Slika 32: Elasti¢na linija (primjer 3)

U sljedecoj su tablici prikazane maksimalne vrijednosti dobivene grafoanalitickom metodom
i primjenom racunalnog programa.
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Numericka analiza primjenom racunalnog programa SAP2000

Tablica 3: Usporedba rezultata (primjer 3)

Primjer 3 Moment savijanja | Poprecna sila | Uzduzna sila | Progib
Grafoanaliticka metoda 107,75 kNm 106,94 kN 61,27 kN 6,26mm
SAP2000 105,67 kNm 106,42 kN 61,87 kN 6,4 mm
Odstupanje +1,93% *0,49% +0,97% *2,19%
Zavrsni ispit: Filip Lovric 25



Zakljucak

5 ZAKLJUCAK

Kako bi se uspjesno provelo dimenzioniranje konstrukcije, nuzno je provesti proracune
prema granicnim stanjima nosivosti i granicnim stanjima uporabljivosti. Prilikom proracuna
granicnih stanja uporabljivosti potrebno je odrediti deformacije (progibe) nosaca i ograniciti
ih na odredene vrijednosti koje zadrzavaju funkcionalnost konstrukcije.

U ovom zavrsnom radu prikazana je metoda grafoanalitickog odredivanja progiba pri
savijanju. U uvodnom dijelu definirana je diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca,
pojmovi kao sto su fiktivni nosac i fiktivno opterecenje te je objasnjen postupak proracuna
deformacija primjenom grafoanaliticke metode. Zatim su grafoanalitickim postupkom
rijesena tri numericka primjera cija su rjesenja u vidu unutarnjih sila i deformacija
usporedena s rezultatima dobivenima primjenom programa za proracun konstrukcija
SAP2000.

S obzirom da se vecina danasnjih racunalnih paketa temelji na numerickim
aproksimacijskim metodama, ponajvise metodom konacnih elemenata, ocekivana su
odredena odstupanja od grafoanalitickog postupka. Daljnjom analizom utvrdena su
minimalna odstupanja zanemarivih velicina izmedu rezultata dviju metoda. Konkretno,
odstupanja su uiznosima od 0% do 4%. Navedeni rezultati jasno potvrduju visoku uspjesnost
i pouzdanost suvremenih metoda proracuna konstrukcija u inzenjerskoj praksi.

Grafoanaliticka metoda pruza mogucnost odredivanja progiba u karakteristicnim
presjecima nosaca bez poznavanja izraza elastic¢ne linije nosaca te je pogodna za provjeru
jednostavnijih izracuna elemenata konstrukcije.
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