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SAZETAK

U ovom radu bavit ¢emo se temom odredivanja progiba ruba balkona. Objasniti ¢emo poblize
nastanak i glavne uzroke progiba te detaljno prikazati postupke uz pomoc kojih se on moze
izraCunati. Objasniti ¢emo prakticne nacine mjerenja progiba i moguca rjeSenja za smanjenje
progiba kod konstrukcija. U prvom numerickom primjeru odrediti éemo elasti¢nu liniju
nosaca te progib i kut zaokreta zadanih to¢aka pomocu grafoanalitickog postupka. U drugom
numeri¢kom primjeru ¢emo odrediti progibnu liniju nosac¢a uz pomoc¢ analitickog postupka te
izraCunati pripadaju¢i progib i kut zaokreta zadane tocke. Usporediti éemo graficki,
grafoanaliticki i analitc¢ki postupak, njihovu primjenu te medusobne prednosti i nedostatke.
Cilj ovog zavrsnog rada je pruziti sveobuhvatan pregled metoda za odredivanje progiba ruba
balkona i samim time pruZiti smjernice za buduce inZenjere.

Kljucne rijeci: progib, progibna linija, elasti¢na linija, deformacija, kut zaokreta, analiticki
postupak, grafoanaliticki postupak, grafic¢ki postupak
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SUMMARY

In this paper, we will address the topic of determining the deflection of the balcony edge. We
will explain the occurrence and main causes of deflection in detail and demonstrate the
procedures for its calculation. We will describe practical methods for measuring deflection,
the deformations it causes, and possible solutions for reducing deflection in structures. In the
first numerical example, we will determine the elastic line of the beam, as well as the
deflection and rotation angle of given points using the graphic-analytical method. In the
second numerical example, we will determine the deflection line of the beam using the
analytical method and calculate the corresponding deflection and rotation angle of a given
point. We will compare the graphical, graphic-analytical, and analytical methods, their
practical applications, and their respective advantages and disadvantages. The aim of this
thesis is to provide a comprehensive overview of methods for determining the deflection of
balcony edges and thereby offer guidelines for future engineers.

Keywords: deflection, deflection line, elastic line, deformation, rotation angle, analytical
method, graphic-analytical method, graphical method.
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1. UvVOD

Konstrukcija i dizajn balkona predstavljaju izazovan i klju¢an aspekt gradevinske prakse,
koji zahtijeva paZljivo inZenjersko razmatranje kako bi se osigurala sigurnost, dugovjecnost i
funkcionalnost. Jedan od klju¢nih parametara pri dizajnu balkona je progib ruba. Odredivanje
progiba ruba balkona zahtijeva preciznu analizu razlicitih faktora, ukljucujuci vrstu materijala,
geometriju konstrukcije, tip i veli¢inu optereé¢enja te nacin pri¢vrs¢enja. Pored statickog
proracuna, vazno je uzeti u obzir i dinamicke efekte koji mogu nastati uslijed vanjskih utjecaja
poput vjetra, vibracija i seizmickih aktivnosti, no u ovom radu, fokusirati éemo se na analizu
metoda i proracuna za odredivanje progiba ruba balkona. Progib definiramo kao pomak neke
tocke konstrukcije nastao radi optereéenja ili drugoga djelovanja [1]. Promatrati ¢emo balkon
kao konzolu tj. upeti nosac te on kao takav mora zadovoljiti uvjete ¢vrstoce i uvjete krutosti.
Kako bi nosa¢ zadovoljio uvjete ¢vrstoée, njegova najveca naprezanja ne smiju biti veca od
dopustenih naprezanja. Analogno tome, kod uvjeta krutosti najvece deformacije ne smiju
prelaziti dopustene odnosno unaprijed zadane vrijednosti. Krace zapisano, uvjet krutosti glasi:

W = Wgop

(1)

Dopustena veli¢ina progiba nosaca varira ovisno o njegovoj namjeni i uvjetima rada
konstrukcije, te se obi€¢no nalazi unutar sljedeéih granica:

_( L L )
Wdor = \200° 1000
L — raspon nosaca (2)

U nastavku rada obraditi éemo metode izracuna progiba i objasniti ¢emo kako odrediti
progibnu liniju nosaca jer je velicina maksimalnog progiba odredenog nosaca klju¢ni podatak
pri projektiranju.
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2. PROGIBNA LINUA
1.1. Pojam progibne linije i kuta zaokreta

Neka na zadani nosac djeluju vanjska optereéenja koncentrirane sile F u ravnini xz. Pod
djelovanjem opterecenja dolazi do postepenog savijanja, odnosno deformacije uzduzne osi u
ravnini djelovanja optereéenja. Vazno je napomenuti da se tada ravnina savijanja nosaca i
ravnina djelovanja opterecenja podudaraju. Dolazi do pomaka i zaokreta poprecnih presjeka
oko neutralne osi, na nacin da za vrijeme zaokreta ostaju okomiti na savijenu os Stapa.
Rezultantnu savijenu uzduznu os nazivamo elasticnom, odnosno progibnom linijom [2].

F W - progib

p — radijus zakrivljenosti

¢ — kut nagiba tangente
na elasti¢nu liniju

p elasti¢na (progibna) linija nosaca
/ (deformirana linija)

Slika 1. Deformacija Stapa pri ravnom savijanju [2]

S obzirom da se nosacu pri savijanju ne mijenja duljina, mozemo zakljuciti da postoji
pomak teZiSta presjeka u smjeru x-osi. Uzmemo li u obzir prisutni pomak u smjeru z-osi vidljivo
je da je taj pomak znatno veci, odnosno pomak u smjeru x-osi je znatno manji te ga mozemo
zanemariti. Elasti¢nu liniju nosaca prikazujemo kao ravninsku krivulju koja lezi u ravnini xz te
nema nikakvih pomaka u smjeru y-osi. Uzevsi sve u obzir moZzemo preciznije definirati progib
nosaca kao pomak teZiSta proizvoljnog presjeka Stapa u smjeru okomitom na nedeformiranu
os Stapa iz tocke T; u tocku T, [1]:

W = T1T2

(3)

Vaino je takoder objasniti pojam kuta zaokreta jer uz progib on odreduje stanje
deformacija u ravnom Stapu za vrijeme savijanja. Kut zaokreta je kut za koji se presjek
zaokrene u odnosu na prvobitni poloZaj [1]. Ovisnost progiba i kuta zaokreta mozemo izraziti
preko formule:

Zavrsni rad: Leon Beljan 2



dx
(4)

gdje je tangens kuta koji x-os zatvara sa tangentom na elasti¢nu liniju u to¢ki T, jednak kutu
zaokreta presjeka. Kut ¢ je priblizno jednak svojem tangensu radi toga $to je progib uobicajeno
malen u usporedbi s rasponom nosaca i 3omen time kut zaokreta je obi¢no manji od 1°. Dakle,
s to¢noscu mozemo reéi da je kut zaokreta traZzenog presjeka jednak derivaciji progiba po
apscisi presjeka:

d
o(x) = —v;ix)
(5)

Na taj nacin odredivanje deformacija nosa¢a svodi se na odredivanje jednadzbe
elasti¢ne linije nosa¢a w(x)[2].

Zavrsni rad: Leon Beljan 3



1.1. Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije nosaca

Slucaj Cistog savijanja izrazavamo kao funkciju ordinate elasti¢ne linije nosaca Ciji je
argument apscisa tezista nekog proizvoljnog popre¢nog presjeka. Obzirom da nam je poznata
zakrivljenost nosaca, funkciju moZemo odrediti na sljedeci nacin:

El

-

My
y

(6)

Na nosace kojima je duljina znatno veca nego visina, poprecna sila T, utjece
zanemarivom vrijednoséu te ju kao takvu ne uzimamo u obzir. Stoga, dovoljno je gledati
prevladavajuéi utjecaj momenta savijanja M, te modul elasti¢nosti £ i moment inercije /,,
odnosno fleksijsku krutost Ely kako bi dobili zakrivljenost nekog nosaca. Iz matematike znamo
da je zakrivljenost krivulje odredena izrazom [2]:

d*w
1 =+ dx?

1+ (49

N| W

(7)

Prethodna dva izraza moZemo izjednaciti kako bi dobili:

d*w
dx?

14

_
EI,

N W

(8)
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Izraz (8) je nelinearna diferencijalna jednadzba drugog reda te iz nje mozemo izracunati
progibe i kutove zaokreta bilo kojeg presjeka nosaca, no njena nelinearnost stvara poteskoce.
Kako bi pojednostavili izraz, uzimamo u obzir prethodno spomenutu ¢injenicu da su veli¢ine

. N y Y. o aw\? .
progiba u odnosu na duljinu nosac¢a znatno male. U tom slucaju zapisujemo: (d—‘r) K1i

2
. aw . - . L
zanemarujemo (E) te smo time dobili pojednostavljeni izraz:

(9)

Dobiveni izraz je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda te ju kao takvu moZemo
rjeSavati primjenom principa superpozicije. Predznak desne strane jednadzbe uvjetovan je
odabirom koordinatnog sustava. Izvodimo izraze za moment savijanja My, poprecnu silu T; i
opterecenje q;

dT, M, d*M,
= — — =T — —
dx @ dx ’ dx? 1
(10)
a prema izrazu (5) i (9):
_dw
¢ dx
d*w
My = —EIy dx2
(11)
Deriviramo li prethodni izraz po x, dobivamo:
r _dam, d I d*w
27 dx  dx\ Y dx?
(12)

Zavrsni rad: Leon Beljan 5



Deriviramo li jo$ jednom izraz, slijedi:

_dr, d*m, d? f d’w
T="dx =" Tdx? T dx2\" dx?
(13)
Dakle, diferencijalne zavisnosti pri savijanju glase:
B dw
?=dax
d*w
My = —EIy dx2
T, = EI dw
25 dx\"77Y dx?
d? £l d*w
1= a2\ dxz
(14)

Iz navedenih izraza vidimo da, ako znamo opterecenje g(x) i uvjete oslanjanja nosaca,
moZemo uzastopnim integriranjem odrediti T,(x), My(x) i w(x). Obratno, ako nam je zadana
jednadzba elasti¢ne linije nosa¢a, moZemo uzastopnim deriviranjem funkcije w(x) po x
odrediti @(x), My(x), T:(x) i g(x) [2]. Ovi izvode moZzemo koristiti samo u slu¢ajevima gdje su
progibi iznimno mali u odnosu na duljinu nosaca.

Zavrsni rad: Leon Beljan 6



1.1. Analiticka metoda

Analiticka metoda odredivanja kuta zaokreta ¢(x) i progiba w(x) sastoji se od
uzastopnog integriranja diferencijalne jednadibe elasticne linije [3]. lzrazavamo moment
My (x) kao funkciju opterecenja i apscise presjeka x:

d’w M,
dx*  EI,
(15)
Izraz (15) integriramo prvi put kako bi dobili izraz kuta zaokreta ¢(x):
dw(x) M, (x)
= =— dx +C
¢ =y j EI,
(16)
Narednim integriranjem dobivamo izraz za progib w(x):
M, (x)
w(x)=—jdxf dx+Cx+D
EIy
(17)

Kako bi dobili vrijednosti konstanti C i D, koristimo rubne uvjete tj. uvjete pric¢vrséenja Stapa.
Kod jednostrano upetog Stapa, u tom presjeku vrijedi:

w(©0)=0, ¢(0)=0
(18)

Nosaci zglobno oslonjeni na krajevima imaju progibe na rubovima jednake nuli:

w(0) =0, wll=0
(19)

Zavrsni rad: Leon Beljan 7



Kod svakog nosafa moZemo navesti po dva uvjeta izrazena geometrijskim veli¢inama
progiba w i kuta zaokreta ¢. Radi toga te uvjete nazivamo geometrijskim uvjetima. U slucaju
gdje je zadano optereéenje nosaca g(x), uzastopnim integriranjem jednadzbe iz izraza (14)
dobivamo:

w
EIyW = q(x)

d3w
EI}IW = j. q(x)dx + Cl

d*w
EIyW= deJq(x)dx-k Cix+C,

dw 1 5
Elyazjdxfdqu(x)dx+561x +Cyx+ C3

1 1
EIyw=fdxjdxjdxjq(x)dx+gClx3+Esz2+63x+64

(20)

Konstante integracije C1, C2, C3 i C4 odredujemo iz rubnih uvjeta, koji sada ovise ne
samo o nacinu ucvrSéenja krajeva nosaca nego i o vanjskom optereéenju koje djeluje na
krajevima nosaca. Za svaki kraj Stapa moZzemo postaviti dva rubna uvjeta [2]:

w(0) =0, p0)=0
(21)

Posto na slobodnom kraju ne znamo rubne uvjete, postaviti éemo uvjete za moment i
poprecnu silu, a oni glase:

M,D=0, T,D)=0
(22)

Rubne uvjete izrazene preko momenta i poprecne sile nazivamo statickim uvjetima

Zavrsni rad: Leon Beljan 8



U slucajevima gdje je nosac na krajevima oslonjen zglobno, progibi i momenti
savijanja su jednaki nuli:

w(©0)=0, M,(0)=0

wil)=0, M,1)=0
(23)

Takve uvjete nazivamo mijeSanima jer u sebi sadrZe geometrijske i staticke velicine. Vidimo da
su u promatranim slucajevima oba rubna uvjeta, postavljena za krajnji presjek stapa, jednaka
nuli. Takve uvjete nazivamo homogenim uvjetima [2]. U bilo kojem drugom slucaju gdje
vrijednosti w,, M, T na krajevima Stapa nisu jednaki nuli, imamo nehomogene uvjete.
Analiticka metoda pruza jednostavno i precizno rjeSenje za odredivanje elasti¢ne linije nosaca
no njena prakti¢nost se dovodi u pitanje pri rjesSavanju kompleksnijih slu¢ajeva

Zavrsni rad: Leon Beljan 9



1.1. Grafoanaliticka metoda

Grafoanaliticka metoda zasniva se na matemati¢koj analogiji izmedu diferencijalne
jednadzbe elasti¢ne linije nosaca i diferencijalne jednadzbe koja povezuje moment savijanja i
intenzitet optereéenja [3]. Jednadzbu elasti¢ne linije ne moramo znati, veé iz maksimalnih
vrijednosti progiba i kuteva zaokreta na karakteristicnim mjestima moZemo zapoeceti
prorac¢un. Uvodimo fiktivni nosac, koji je jednak stvarnome nosacu po duljini i krutosti te ga
opterecujemo fiktivnim opterecenjem q. Fiktivno optereéenje g nanosimo u obliku dijagrama
momenta savijanja My konstruiran na stvarnome nosacu. Iz navedenog slijedi:

<
I
S

(24)

S obzirom na to da na fiktivnom nosa¢u moment proizlazi iz fiktivnog opterecenja @, taj
moment savijanja nazivamo fiktivnim momentom savijanja M, a popreénu silu fiktivnom
popreé¢nom silom T. Pozitivni dijagram momenta savijanja na stvarnome nosacu promatramo
na fiktivnom nosacu kao pozitivno fiktivno optere¢enje usmjereno prema dolje [2]. Izrazimo li
za neki presjek fiktivnog nosaca ovisnost izmedu fiktivnog momenta savijanja i intenziteta
fiktivnog opterecenja dobivamo:

d*M _
Fraa
ili pomocu izraza (24):
d*M
dx2 = _M}’

(25)

Izjednacimo li diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne linije nosaca sa jednadzbom iz izraza (25)
dobivamo:

d*w B d*M

El =
Ydx?2  dx?

(26)
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U ovakvom obliku izraza, moZemo lako zamjeniti moment savijanja u diferencijalnoj
jednadzbi elasti¢ne linije nosaca na desnoj strani sa drugom derivacijom fiktivnog momenta
savijanja fiktivnog nosaca. lzraz zatim integriramo te dobivamo:

El dw _ dM +C
Ydx  dx
(27)
Na fiktivnom nosacu vrijedi:
dmM -
dx
(28)
Izraz (27) zatim ponovno integriramo te dobivamo sljedece:
ElLw =M+ Cx+D
(29)

Kao i kod analiticke metode, konstante integracije ovise o rubnim uvjetima. Konstante
integracije C i D biti ¢e jednake nuli ako su kut zaokreta, ¢ i stvarni progib w jednaki nuli u
onim presjecima fiktivnog nosaca gdje su fiktivna popre¢na sila T i fiktivni moment savijanja
M takoder jednaki nuli. U tom sluéaju izraz za kut zaokreta glasi:

dw T
¢ = dx E_Iy
(30)
Iz izraza (29) dobivamo formulu za progib stvarnog nosaca:
M
YT
(31)
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Grafoanaliticka metoda se dakle svodi na odredivanje fiktivnog momenta savijanja i
fiktivne poprecne sile na fiktivnom nosacu u svrhu izracuna kuta zaokreta i progiba na
stvarnom nosacu. Stvarni nosac i njegov odgovarajudi fiktivni nosa¢ nazivamo konjugiranim
nosacima te se oni razlikuju samo po nacinu uévrs¢enja. Uvjete oslanjanja fiktivnog nosaca
dobivamo iz rubnih uvjeta stvarnog nosaca. Konstante C i D moraju biti jednake nuli u izrazu

(29).
STVARNI NOSAC FIKTIVNI NOSAC
w=20 w=0 M=0 M=0
(p:tO?Q) %qoio T;‘EOA %Tiﬂ
w=07% w#0| M=0 v, M=0
w=0 w = w#0 M=0 M=0 r, M#0
R VAN 9704 ¢#0 | AT%0 T=0 T T %0
71 I
VAN & 1 ’
1 r
A ° 1% X £
7 777

Slika 2. Stvarni nosaci i njihovi odgovarajuci fiktivni nosaci [3]

Zavrsni rad: Leon Beljan
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1.1. Graficka metoda

Graficka metoda se kao i grafoanaliticka bazira na odredivanju klju¢nih podataka uz
pomoc¢ odgovarajucih fiktivnih nosaca, ali uz odredene razlike u postupcima. Ako vrijedi da je

u odredenim uvjetima oslanjanja fiktivnog nosaca stvarni progib jednak kvocijentu fiktivnog

momenta savijanja i fleksijske krutosti, onda je dijagram fiktivnog momenta savijanja na

fiktivnome nosacu u odredenom mijerilu elasti¢na linija stvarnog nosaca. Kod graficke metode,

dijagram fiktivnog momenta savijanja dobivamo primjenom plana sila i veriznog poligona.

Vrijedi da je: M(x) = H -7, gdje je H polna udaljenost s dimenzijom fiktivne sile, crtana u
mjerilu fiktivnih sila, a 77 je ordinata u veriznome poligonu s dimenzijama duZine, crtana u

mjerilu duzina u kojemu je crtan i nosac (1:m) [2]. 1z toga dobivamo sljededi izraz:

W = —. 1_’
El,
(32)
Ako polnu udaljenost ne uzmemo proizvoljno veé stavimo da je:
H=EI,
dobivamo da je:
w=71n
(33)
To znaci da smo dobili progibe u mjerilu u kojem je crtan nosac (1:m) pa je:
w=1n=mn"
(34)
gdje je 7" izmjerena ordinata u veriznome poligonu.
Zavrsni rad: Leon Beljan 13



Izraz (32) moZemo zapisati i u drugacijem obliku:

= Hmu*
~ EI,
(35)
Ako izrazimo polnu udaljenost tako da glasi;
a
m
(36)
i uvrstimo u izraz (35), dobivamo:
w=n"
(37)

Progibe koje dobivamo u ovom izrazu biti ¢e u prirodnoj veli¢ini (1 : 1), no moZemo utjecati na
mjerilo u drugacijem zapisu Sto ¢e nam pomodi pri proracunu. Ako pomnozimo obje strane
jednadzbe u izrazu (35) sa n (proizvoljno odabran prirodni broj), dobivamo sljededi izraz:

= nHmw*
T
(38)
Ako polnu udaljenost zapiSemo kao:
noEh
mn
(39)
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Dobivamo novi izraz za progib koji glasi:

(40)
Dobiveni izraz daje rezultate za progibe koji su n-puta uvecani. Mjerilo progiba je tada (1 : %).

Sumirano, u grafickoj metodi se uz pomoc¢ veriznog poligona i plana sila konstruira elasti¢na
linija nosaca. Vrijednost polne udaljenosti izraGunamo te crtamo plan fiktivnih sila. U odnosu
na plan sila, konstruiramo verizni poligon koji predstavlja tangente krivulje elasti¢ne linije i
povla¢imo zakljuénu liniju prema rubnim uvjetima. Krivulja opisana veriznim poligonom je
elasti¢na linija nosaca. Graficka metoda je jednostavan pristup rjeSavanju problema elasti¢ne
linije nosaca, no u pitanje se dovodi preciznost samog rezultata.
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3. NUMERICKI PRIMJERI

3.1. Prvi numericki primjer — grafoanaliticki postupak

1.) Zazadani statiCki sustav treba grafoanalitiCkim postupkom odrediti progibe to¢aka
C i D. Takoder, treba odrediti kut zaokreta presjeka C. Nadalje, potrebno je skicirati
progibnu liniju nosaca.

E=2,0-10°> Mpa F=10kN
q = 40 kN/m’ i
11=10% mm* YYVYYVVY 12 ©
| I, ® JZaN IR
,=2-108 mm? | : ) | 3
om | 2m Am, i im ]

Postupak rjesavanja:

Prvi korak je prebaciti kontinuirano optereéenje q u koncentrirano Q, umnoskom g sa duljinom
nosaca I:

Q=q'1=40-2=80kN

Reakcije lezajeva dobivamo iz uvjeta ravnoteze. U ovom slucaju uzeta je suma momenata u
leZaju A i suma vertikalnih sila:

4-Ry=6-10+1-80
4Ry = 140 /= 4
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R,=Q+F—Ry
R,=80+10-35
R, = 55kN

Konstruiramo dijagram momenta stvarnog nosaca:

s “\_\
/o ~__
1
T —

\ . | /
\ T N : //
‘\Z\ | N E //

TN ! ~

\;\ 30

Slika 3. Momentni dijagram stvarnog nosaca

q-1> 40-22
=3 = 20kNm

Zatim, odabiremo odgovarajuci fiktivni nosa¢ za na$ stvarni nosa¢. U ovom numerickom
primjeru zadan je sustav s prepustom oslonjen zglobno na lijevom rubu i klizno na odmaku 2
metra od desnog ruba. Odgovarajudi fiktivni nosac biti ¢e oslonjen zglobno na lijevom rubu te
upet u desnom.
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Na odabrani fiktivni nosa¢ nanosimo momentni dijagram stvarnog nosaca te provodimo
redukciju momenta:

30

Slika 4. Reducirani momentni dijagram na fiktivnom nosacu

M*—MIO—ZO 107 — 10kN
=M T 0 T m
M*—MIO—SO 10° = 15kN
p =M TN 08 T m
M:=M I°—10 10° = S5kN
O A FETIE R

Dobiveno fiktivno kontinuirano opterecenje zamjenjujemo s koncentriranim fiktivnim
opterecenjem u odgovarajué¢im smjerovima djelovanja. Sljedeci je korak izracunati vrijednosti
koncentriranih fiktivnih optereéenja.

A f FW Wﬁ\

7
%
f

Slika 5. DJelovanje koncentriranih fiktivnih opterecenja
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o, =20 202 eTkNm
173 8 3-8 '
a-b 30-2
¢2:T:T=30kNm2
oy =Ll 122 cinm?
2 2
o, =2 102 oknm?
2 2
a-b 1
¢5—T=T=2.5kNm2
d,=a-b=5-1=5kNm?
<1>7=Q=E=5kNm2
2 2

Zatim djelimo fiktivni nosaC na lijevu i desnu stranu. Pojedina¢no na svakoj strani

proraunvamo trazene vrijednosti. Na lijevoj strani dobivamo Rg, R4, Mp dok na desnoj
dobivamo M. i R,.

o @ o 9% Ry
T 5T 1
A /'ij - <
?‘{I ® g)mc
I

Slika 6. Rastavljeni fiktivni nosac
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LIJEVA STRANA NOSACA

_ 2 1
4"RB_(Dl'1_§'2'q)z_(2+§'2>'q)3+(2+_'2)'q)4=

_ 2 1 2
4"RB=(D1'1+§'2'q)2+<2+§'2>'q)3_(2+§'2)'q)4

_ 2 1 2
4-RB=26.67-1+§-2-30+(2+§-2)-15—(2+§-2)-10

4-Ry =26.67 +40 + 40 — 33.33
4-Ry=7334/+4
Ry = 18.33kNm?

ZFY:O
ﬁA_q)l_cDZ_cD3+q)4+RB:O
RA=CI)1+CDZ+CD3—¢4—EB

R, =26.67 + 30+ 15— 10 — 18.33
R, = 43.34kNm?

_ 1
MD=2-4-3.34-—26.67—§-2-30

M, = 40.01kNm?3

Zavrsni rad: Leon Beljan
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DESNA STRANA NOSACA

ZMC=0

_ _ 2 2
MC+2.RB_(5.1+1).¢5_1'5.q)6_§.q)7=O

_ _ 2 2
MC=_Z'RB+<§'1+1)'q)5+1.5'q)6+§'q)7

2 2
MC=—2-18.33+(§-1+1)-2.5+1.5-5+§-5

M, = —36.66 + 4.17 + 7.5 + 3.33
M, = —21.66kNm?

Ry — &g — Dy —d,—R. =0

Rc =R — &5 — ® — @,

R, =1833-25-5-5
R; = 5.83kNm?>

Nakon izracuna svih unutranjih fiktivnih sila mozemo izra¢unati progibe u trazenim toc¢kama.

Mp —-21.66:101?
wC=M(E-10=-21.66-10122-105-108W, = TR = >105.10° =—-1.08mm
1o 105.

M,  40.01-10'2

= = =2
E-l, 2-105-108  <™™m

Wp

R, _ 583-10%
E-1, 2-105-108

Qc = = 0.0003rad
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Zavrsno skiciramo progibnu liniju nosaca:

Slika 7. Progibna linija nosaca

Zavrsni rad: Leon Beljan
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3.2. Drugi numericki primjer — analiticki postupak

2. Za nosac prikazan na slici analitickim postupkom treba odrediti progib i kut zaokreta u tocki
B te skicirati progibnu liniju.

Zadano je:
E=2,0-10° MPa ﬂ M= 1?“"“ q =2 kN/m F 12 kN
1=8,0-108 mm?* 4A \ B C

| 4m ([2m, 2m, 4 m |

Prvi korak je pretvoriti kontinuirano opterecenje q u koncentriranu silu Q:

Q=q-1=2-4=8kN

Iz uvjeta ravnoteze dobivamo nepoznate vrijednosti reakcija u lezaju:

MA=0

M+M,—6-0Q—12-F =0
My=-M+6-Q+12-F
My=-15+6-8+12-2

M, = 57kNm
k=0
F+Q—R,=0
RA=F+Q
RA:2+8
R, = 10kN
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Potrebno je zatim izraziti jednadZbu momenta savijanja. Posto kontinuirano opterecenje ne
djeluje uzduz cijelog nosaca, potrebno je produljiti to opterecenje po nosacu i na produzetku
dodati ekvivalentno opterecenje:

q rrrrrrrrrr —acrFrceaer - F
MA(I Mé || | || plirrriiiiiriiii .
A . ibbiiiiiiiiiie o
|
Ra
Slika 8. Ekvivalentno kontinuirano opterecenje
d?*w
T2 El, = —M(x)
x —4)? x — 8)?
M(x)=MA-xO—RA-x+M-(x—4)°+q-%—q-%;(x—ai)>0
Jednazbu uzastopno integriramo kako bi dobili izraze za progib i kut zaokreta:
d*w (x — 4)? (x — 8)?
EIY-de=—MA-x°+RA-x—M-(x—4)°—q- St /f
dw x? (x — 4)3 (x — 8)3
EIYE=—MAX+RA7—M(X—4)—QT+QT+C/J
El,-w(x) = —M x2+R x M (=9 (x_4)4+ (x_8)4+c +D
v W= 48 2 Ty T X
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Konstante integracije su nam nepoznate te ih moramo izra¢unati preko rubnih uvjeta:

1) x=0w=0

EL,-0=—M 02+R 0’ M ©-4? (0_4)4+ (0_8)4+C 0+D
A 2 U5 797
42 9t (8"
0=-M > —q 2 +q 22 + D
(—4)? (—4)* (—8)*
= _15-—~2_ _ 7. 2. D
0 5 it 2
0=—120—21.33 +341.33+D
D =120 + 21.33 — 341.33
D = —200kNm?
2)x=Lp =0
122 (12 — 4)3 (12 — 8)3
El, 0=—-M, 12 +R, ——M-(12—4) —q - +q-
2 6 6
122 (8)3 (4)3
0=-57-12410-——15-(8) —2-——+2 ——+C

0=—-684+720—120 —170.67 + 21.33 + C
C =684—720+ 120+ 170.67 — 21.33
C = 233.34kNm?

Sa svim izracunatim podacima vraéamo se u formulu za progib te dobivamo trazenu vrijednost:
Wp=?,x=6

x? x3 (x — 4)? (x —4)* (x —8)*
My Ry M P g o 4 Cox 4D

Wp =
E-1L,
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62 63 (2)? (2)* (=2)* 12
(—57'74-10'?—15' 5 —2'24+2' 54 +233.34'6—200>'10

2-10>-8-108

WB:

_ (~1026 + 360 — 30 — 1.33 + 1.33 + 233.34 - 6 — 200) - 10'2
N 2-105-8-108

Wp

_ (504.04) - 1012
WB = 5105-8-108

wp = 3.15mm

Takoder, moZzemo izracunati i trazeni kut zaokreta:

2 _ 3 _ 3
My 6+ Ry S —M-(6—4) —q 8 (628 ¢

Pp = E-1, 6
—57-6+1o-672—15-(2) —2-(26)3+2-(_62)3+233.34
¥5 = 2-105-8-10°
| —342 4 180 — 30 — 2.67 + 2.67 + 233.34
¥ = 2-105-8-10°
_ 41.34-10°
¥5=5105-8-10°

@ =0.000258rad
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Nakraju skiciramo progibnu liniju traZenog nosaca:

Slika 9. Progibna linija nosaca

Zavrsni rad: Leon Beljan
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4. ZAKLJUCAK

U ovom radu detaljno smo obradili temu odredivanja progiba ruba balkona, sto je
klju¢an aspekt u projektiranju i izvedbi gradevinskih konstrukcija. Analizirali smo i usporedili
tri razlic¢ite metode: analiticku, grafoanaliti¢ku i graficku, za odredivanje progiba i kuta zaokreta
nosaca.

Analiticka metoda, koja se temelji na uzastopnom integriranju diferencijalnih jednadzbi,
pokazala se preciznom i jednostavnom za primjenu u jednostavnijim slucajevima, ali njezina
primjena moZe postati slozena kod kompleksnijih konstrukcija. Grafoanaliticka metoda, koja
koristi fiktivni nosac i analogiju s dijagramima momenta savijanja, omogucuje jednostavnije
rieSavanje sloZenijih problema, dok graficka metoda, koja se takoder oslanja na fiktivne
nosace, nudi vizualno intuitivan pristup i prakti¢na rjeSenja za odredivanje progiba.

Usporedbom ovih metoda dosli smo do zakljucka da svaka od njih ima svoje prednosti i
nedostatke te da izbor metode ovisi o specificnostima konstrukcije i potrebama projektiranja.
U konacnici, cilj je bio pruziti sveobuhvatan pregled i razumijevanje metoda za odredivanje
progiba ruba balkona kako bi se budu¢im inZzenjerima omogucilo da odaberu najprikladniji
pristup za svoje projekte.
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