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SaZetak

SAZETAK

U ovom radu obraditi éemo temu odredivanja naprezanja u kriticnim presjecima u gredama s
prepustom. Objasniti éemo kako i kada dolazi do Cistog savijanja te njegove karakteristike.
Poblize ¢emo u¢i u pokazivanje svrhe neutralne osi te kako dolazimo do normalnih
naprezanjima. Dotaknuti ¢emo se savijanja silama ili popre¢nog naprezanja te ¢emo pokazati
kako odredujemo posmicna i glavna naprezanja te njihove trajektorije. Numerickim primjerom
¢emo pokazati kako odrediti maksimalna normalna i posmi¢na naprezanja za gredu s
prepustom.

Kljuéne rijeci: Cisto savijanje, neutral os, normalna naprezanja, savijanje sa silamaiili popre¢no
savijanje, posmic¢na naprezanja, glavna naprezanja, trajektorije naprezanja

Zavrsni rad: Jakov Bradic¢ i



Summary

SUMMARY

In this paper, we will discuss the topic of stress determination in critical sections in beams with
an overhang. We will explain how and when pure bending occurs and its characteristics. We
will take a closer look at showing the purpose of the neutral axis and how we arrive at normal
stresses. We will touch on force bending or transverse stress and we will show how we
determine shear and principal stresses and their trajectories. Using a numerical example, we
will show how to determine the maximum normal and shear stresses for a beam with an
overhang.

Key words: Pure bending, neutral axis, normal stresses, bending with forces or transverse
bending, shear stresses, principal stresses, stress trajectories

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢ ii
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Uvod

1. UvVOD

Odredivanje naprezanja predstavlja klju¢an dio gradevinske struke, kako bi se postigla
maksimalna sigurnost, kvaliteta i dugovjecnost. Odredivanje naprezanja uvjetuje precizno
analiziranje optereéenja, tipa grede, izraCunavanje geometrijskih faktora, izracunavanje
maksimalnih opterecenja te finalno pronalazenje adekvatnih naprezanja za neki sistem.
Takoder u odredivanje naprezanja mogu uci faktori kao sto su modul elasticnosti, modul
posmika, te torzija, ali zbog potrebe rada, reé¢i ¢emo da su oni konstantni. Naprezanje je
unutarnja sila raspodijeljena po jedinici povrsine nekoga €vrstog tijela koja se javlja kao reakcija
na djelovanje vanjskih sila ili promjene temperature tijela, s jedinicom paskal (Pa = N/m?).
Promatrati ¢emo gredu s prepustom. Prvo korak i ujedno najbitniji dio odredivanja je
pronalazak reakcija lezajeva, relativno na teret koji imamo, putem diferencijalnih jednadzba
ravnoteze. Da bi mogli krenuti sa daljnjom racunicom, prvo i osnovno nam zbroj svih sila i
momenata u bilo kojem smjeru treba biti nula, kako bi utvrdili da sustav nije mehanizam.
Komponente naprezanja su neprekinute funkcije koordinata o;; = a;; (x,¥,2,)
paralelopipeda, pa na njegovim pobockama ne djeluju komponente naprezanja jednake
veli¢ine. Posto su te komponente razli¢ite, moZzemo te razlike izraziti preko diferencijalnih
prirasta na razmacima dx,dy,dz. Takoder, uz pretpostavku da postoje volumenske sile
E,, E,, F; koje djeluju na jedinicu volumena, moZemo izvesti 6 jednadzbi ravnoteZe, koje glase:

ZszorZMx =0,
SF,=03M, =0,
ZFxZOrZMZ =0,
(1)

Nakon Sto odredimo potrebne reakcije i nacrtamo adekvatne dijagrame, na momentnom
dijagramu metodom prereza ¢emo odrediti unutarnje sile na tockama gdje ne znamo toénu
vrijednost momenta savijanja.

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢ 1
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Slika 2. Izolirani dio grede [2]

Iz uvjeta ravnoteze dobiti cemo diferencijalne zavisnosti pri savijanju koje glase:

dr dM d*M,
= TZ —_— —q
) dxz

dx . Tax
@)
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Odredivanje naprezanja u kritichom presjeku grede s prepustom

2. GLAVNI UZROCI NAPREZANJA

2.1. CISTO SAVIJANJE

Jedno od, ako ne i najopasnije djelovanje na gredu je moment savijanja koji uzrokuje znatna
naprezanja u gredi. Ako se u popreénom presjeku grede pojavljuju samo poprecna sila i
moment savijanja, takvo savijanje ¢emo nazvati poprecno savijanje ili savijanje silama. Ako se
u poprecnim presjecima Stapa nalazi isklju¢ivo moment savijanja, to savijanje nazivamo €isto
savijanje. Ako se ravnina djelovanja momenta savijanja poklapa s jednom od glavnih sredisnjih
osi tromosti popre¢noga presjeka grede, savijanje se naziva obi¢no savijanje ili ravno

savijanje.
M M F F F F
g ; y - - J - J { "
! i a ! a a

: A PR A i
® - Omy O

@illl\\|||||||H©H|I|H|I|H|I ® ([T Tm ® ~QEII>>

e CISTO SAVIJANJE N e CISTO SAVIJANJE N FCISTO SAVIJANJE

—

Slika 3. Primjeri Cistog savijanja [2]

Neka je ravna greda konstantnoga popreénog presjeka od homogenog, izotropnog i elasti¢nog
materijala optereéenog prema slici

& (TG Jv

Slika 4. Primjer opterec¢ene grede [2]

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢ 3



Odredivanje naprezanja u kritichom presjeku grede s prepustom

Nakon sto gredu prerezemo presjekom 1-1, promatrati ¢emo uvjete ravnoteze lijevog dijela
grede pod djelovanjem vanjskog momenta M te unutarnjih sila koje su se pojavile zbog naseg
prereza. Odabiremo koordinatni sustav x, y, z tako da se os z poklapa s presje¢nicom ravnine
poprecnoga presjeka i ravnine opterecenja koja prolazi kroz uzduznu os Stapa. Na bazi ovih
podataka moZemo postaviti Sest uvjeta ravnoteze:

ZFx=o; N=f o, dA =
A

ZMyzo; Mszszj oy ZdA =M
X

ZMZ=O; Mz=f o, ydA=0
X

(3)

Prema tome, u promatranome presjeku grede djeluje samo moment M, a ostale komponente
unutarnjih sila su jednake nuli. Posto su poprecne sile u z iy smjeru te M; jednaki nuli,
mozemo zakljuéiti da su posmi¢na naprezanja u presjeku 1-1 jednaka nuli i da na element
povriine dA presjeka djeluje samo unutarnja sila g,, dA. Tako da moZemo eliminirati tri od Sest

jednadzbi, odnosno, jednadzbe koje ¢e ostati su:

fadi=O

A

JJdeA=M
X
jaxydAzO
X

(4)

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢



Odredivanje naprezanja u kritichom presjeku grede s prepustom

Te tri jednadzbe nisu dovoljne za odredivanje naprezanja jer ne znamo zakon raspodjele
naprezanja u ravnini poprecnog presjeka. Zbog toga moramo provjeriti deformaciju grede.

Pod utjecajem momenta greda se savija. Posto je moment savijanja u svim poprecnim
presjecima jednak te su svi dijelovi Stapa u identi¢nim uvjetima, zakrivljenost grede svih
dijelova mora biti jednaka. Prema tome, uzduzna os grede prelazi u krivulju koja ima
konstantnu zakrivljenost, a to je kruzni luk.

Pod predpostavkom da krajnji presjeci Stapa pri ¢istom savijanju ostaju ravni, vrlo lako mozemo
pokazati da ravni poprecni presjeci ostaju ravni pri deformaciji Stapa i okomiti na savijenu os
Stapa. Tocke presjeka ne mogu biti pomaknute zbog uvjeta simetrije, odnosno srednji presjek
ostaje ravan i okomit na os Stapa. [1]

G %
)

Slika 5. Primjer nepomiénosti srediSnjih to¢aka koje rezultiraju ostajanju ranine popreénog
presjeka [2]

Ako postavimo pravokutnu mrezu na povrsini Stapa gdje su uzudzne linije paralelne s osi
Stapa, a poprecne linije predstavljaju siluete poprecnih presjeka, nakon opterecenja, uzduzne
linije se pretvaraju u kruzne lukove, a okomite se zaokrecu, ali ostaju ravne i okomite na
kruzne lukove. Pravokutna mreZa ostaje pravokutna, ¢ak i nakon deformacija, sto potvrduje
tezu da su posmicna naprezanja u poprecnom presjeku jednaka nuli. U samom Stapu
postoje uzduzna vlakna koja se na konkavnoj strani Stapa skraéuju, a na konveksnoj
produljuju. Takoder, postoji sloj Cija se vlakna savijaju i zadrZzavaju svoju originalnu duljinu. Taj
sloj zovemo neutralni sloj. [1]

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢ 5



Odredivanje naprezanja u kritichom presjeku grede s prepustom

Slika 6. Prikaz pravokutne mreZe pri savijanju ravnog Stapa [2].

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢ 6



Odredivanje naprezanja u kritichom presjeku grede s prepustom

2.2. NEUTRALNA OS

Vlakna koja pripadaju u prijasnje navedenom neutralnom sloju, prije deformacije leze leze u
jednoj ravnini, a tijekom deformiranog stanja tvore cilindri¢nu plohu. Presje¢nica neutralnoga
sloja i ravnine poprecnoga presjeka naziva se neutralna os presjeka.

Iz jednandZbi ravnoteZe, slijedi da se unutarnje sile vode na spreg sila koji je u ravnoteZi s
momentom savijanja u danome presjeku. Odnosno, u popre¢nome presjeku djeluju normalna
naprezanja razliCitih predznaka. Zbog ¢injenice da su ta naprezanja rasporedena konitnuirano
po presjeku, moraju postojati tocke koje zadovoljavaju o, = 0. Te tocke odreduju neutralnu
os presjeka. Neutralna os dijeli presjek na dva dijela. Jedan u kojemu su vla¢na naprezanja te
drugi u kojemu su tlacna.

Uzimamo kao primjer dva poprecna presjeka n — n i m — m sa elementom Stapa duljine dx.

Poprecni presjeci n —n i m — m zaokre¢u se jedan prema drugom, a prilikom zaokretanja
ostaju ravni. Prilikom zaokretanja, presjeci se zaokre¢u oko svojih neutralnih osi za kut d¢.

Relativno produljenje vlakana mozemo opisati preko jednadzbe: [1]

Slika 7. Prikaz presjekan —nim — m [2]

_ (p+z)dp—pde

&
xx pde

’

(5)

odnosno:

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢ 7



Odredivanje naprezanja u kritichom presjeku grede s prepustom

VA

Ex X

(6)

Iz ovoga vidimo da su deformacije €, uzduznih vlakana proporcijonalne njihovoj udaljenosti
od neutralne osi.

Veza izmedu deformacija i naprezanja u popre¢nome presjeku Cije se uzduzno vlakno nalazi u
jednoosnom rastezanju se moze izraziti Hookeovim zakonom:

Ox = ExxE
(7)
_E
Oy 5 z

(8)
Ako prenesemo Hookeov zakon na jednadzbe “(4)“ slijedi da su normalna naprezanja pri
¢istom savijanju konstantna po Sirini presjeka, a po visini poprec¢noga presjeka, mijenjaju se
ovisno o udaljenosti z od neutralne osi. To je direktna posljedica Bernoullieve hipoteze
ravnih poprecnih presjeka. [2]

E
j— zdA =20
p

(9)

Zbog Cinjenice da su modul elasti¢nosti E i polumjer zakrivljenosti p konstantni, mogu se
izvudi ispred znaka intergala:

E
— | zdA =0
p
(10)
Te ih mozemo eliminirati jer % # 0, pa jednadzba rezultira
f zdA =0 =S,
A
(11)
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Ovaj intergral definira staticki moment presjeka u obziru na neutralnu os. Odnosno, neutralna
os y prolazi teziStem presjeka.

Ako u jednadzbu ravnoteze fx 0y y dA = 0 uvrstimo g, = % z , dobivamo:

E
f axydA=5fzydA =0

(12)

Bududi da je % # 0, to je:

[, zydA =0=1,,
Odnosno, upravo smo izrazili centrifugalni moment tromosti presjeka s obzirom na osi zi y

. , , . E .
Ako u jednadZbu ravnoteze fx 0x zdA = M uvrstimo g, = i dobivamo:

f axszzngZdA =M

(13)
A takoder znamo da je I, = [ z* dA, pa dobivamo
1 _ M
p EL

(14)

1
Gdje je ; zakrivljenost neutralnoga sloja nosaca, koja se josS naziva kao elasticna ili progibna

linija Stapa.
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Pri Cistom savijanju Stapa ( M = konst. ) od homogenog materijala (E = konst. ) i
konstantnog promjera poprecnog presjeka ( I, = konst. ) os Stapa savija se po kruznom luku
promjera [1]:

"
M
(15)
Y . 1 M .
Konac¢no, ako uvrstimo — = T U0 == 2, dobimo:
y
M
Oy =— Z
L,
(16)
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2.3. NORMALNA NAPREZANJA

Pomocu izraza (16) moZzemo odrediti normalna naprezanja o, u bilo kojoj tocki presjeka pod
uvjetom da odredimo moment savijanja i moment tromosti presjeka.

NN
N\

N|=

Slika 8. Prikaz dijagrama normalnih naprezanja za bilo kakav presjek s horizontalnom osi
simetrije te prikaz prostornog dijagrama normalnih naprezanja za pravokutni presjek [2]

UzduZna vlakna su izloZzena pritisku ili rastezanju ovisno jesu li iznad ili ispod neutralne osi.

Ako moment savijanja ima suprotan predznak, gornja vlakna bi bila izloZena rastezanju, a
donja pritisku.

U najudaljenijim, odnosno krajnjim, vlaknima, relativno na neutralnu os, normalna
naprezanja poprimaju ekstremne vrijednosti. [1]

. . . - .. — h .
U slucaju presjeka s horizontalnom osi simetrije y, zaz = + 2 dobivamo:

M h
o =—=
xmax Iy 2
(17)
M h
Oxmin = _I_ E
y
(18)
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Takoder jer vrijedi izraz aksijalnog momenta otpora poprecnog presjeka s obzirom na
nautralnu os y:

I
y _
=W
2
(19)
Dobivamo:
M
Oxmax = 17
Wy
M
Oxmin = — 157
W,
(20)
Odnosno:
M
|O-xmax| = |O-xmin| = Wy
(21)

Ako poprecni presjek nema horizontalnu os simetrije, tj. Neutralna os presjeka ne prolazi
sredinom visine presjeka, vec je udaljena od krajnjih vlakana za z,,,4, = hy i Zyin = hy,
dobivamo:

(22)
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Te uz pomo¢ izraza ;l—’i =W, i% = W,,,, aksijalni momenti otpora presjeka s obzirom na
neutralnu os y, dobivamo:
o =0 = M
xmax x(1) Wy1
o =0 = M
xmin x(2) VVyz

(23)
Odnosno, vidimo da je:
|oxmax| # |0xmin]
Ox min=Ot max Ox min = Ox (2)=0t max
\ T

'\ = 5 TLAK
X Y Wi Jf §ﬁ Zmin==hz

h J o y % NO.

- AR /-1 LR Bk A —
VLAK I7 2 §\® Zmax=h1
Ox max=Ov max Ox max = Ox (1)=Ov max

Slika 9. Prikaz dokaza da raspodjela normalnih naprezanja u popre¢nome presjeku, ne ovisi o
obliku popreénoga presjeka [2].
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2.4. SAVIJANJE SA SILAMA ILI POPRECNO SAVIJANJE

Ako promatramo Stap konstantnoga poprecnoga presjeka, koji ima jednu os simetrije z(I,, =
0) i optereden je sa silama koje leZe u ravnini (x, z), u istoj toj ravnini se odvija i savijanje Stapa,
tako da se ravnina savijanja poklapa s ravninom Stapa. [1]

Al ‘F1
ks é AT WO

R (S

M,  Mq+dM,
AR IRARPARRRRRRAARRRFARRPRAR D> @

i

Slika 10. Prikaz Stapa s jednom osi simetrije i opterecenjem silama u (x, z) ravnini [2]

!

Takoder, uz moment savijanja M, se javlja i popre¢na silaT,, odnosno, osim normalnih

naprezanja o, pojaviti ¢e se i posmicna naprezanja Ty, i Ty;.

Za promatrani dio Stapa, uvesti éemo Sest uvjeta ravnoteze:
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[ B

ZM,C:O; f (sz Y — Txy z)dA=O
X

ZMyzo; f Oy szzMy

X

ZMZ=0; j o, ydA=0
X

(24)

Zbog Cinjenice da na povrsini Stapa ne dijeluje optereéenje u smjeru osi Stapa, prema zakonu
0 uzajamnosti posmiénih naprezanja, u tockama gornjeg i donjeg ruba poprecnoga presjeka,
posmicno je naprezanje T,, = 0 , s time i posmi¢ne deformacije y,, = 2&,, = 0. Time je
raspodjela prijaSnje navedenih posmicnih naprezanja i deformacija nejednolika po visini
poprecnog presjeka. Zbog toga dolazi do iskrivljenja, odnosno, vitoperenja poprecnih
presjeka. Na dijelu Stapa gdje je poprecna sila konstantna, vitoperenje svih poprecnih presjeka
¢e biti jednako. Pomak AA; = BB;, tako da produljenje vlakna AB, a time i deformacija &,
odnosno naprezanja g,, ne ovisi o0 tome ostaju li poprecni presjeci ravni ili ne. Prema tome,
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izrazi za deformaciju i naprezanje dobiveni za Cisto savijanje u potpunosti vrijede i u ovom
slu€aju savijanja silama. [1]

Tz

Txz=0

Slika 12. Primjer vitoperenja [2]

Ako se poprecna sila mijenja uzduz promatranog dijela Stapa, iskrivljenje poprec¢nih presjeka
na tom dijelu Stapa biti ¢e razli¢ito. Time mozemo zakljuditi da produljenje uzduznih vlakana
ovisi o iskrivljenju poprecnih presjeka.

Ako je duljina stapa [ mnogo veca od visine poprecnog presjeka h (% < g), moZze se pokazati
da su u tom sluéaju pomaci zbog vitoperenja presjeka mnogo manji od pomaka koji nastaju
zbog rotacije poprecnoga presjeka oko neutralne osi pri ¢istom savijanju. Uz navedene

pretpostavke analizom jednadzbi ravnoteze fA o, dA =0, fx oy zdA =M, i

f o, ¥y dA = 0 dolazimo do prijasnje utvrdenog zaklju¢ka da izrazi 1= Oy = Ly
x p  EL L,

.....

Od Set jednadzbi ravnoteZe jedino je ostala jedna koja predstavlja vezu izmedu poprecne sile
T, i posmicnih naprezanja T,..

f Ty, AA=T,
A
(25)

Odredivanje posmicnih naprezanja 7, u poprecnome presjeku odraditi cemo putem
konjugiranih posmiénih naprezanja jer je:

Txz = Tzx
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‘.7"1 Txz=Tzx

‘ |/ ox+dox

Slika 13. Primjer razli¢itih presjeka Stapova [2]

Uz Zuravskovu hipotezu koja glasi da smo pretpostavili da su po irini presjeka b(z) posmiéna
naprezanja 7, raspodijeljeno jednoliko, dolazimo do uvjeta ravnoteze svih sila u smjeru osi x
koji glasi:

oy dA; — j T,y AdAz + (o +do,)dA, =0
A

3 Ay
(26)

Zbog male duljine elementa i pretpostavke o jednolikoj raspodjeli naprezanja 7,, po Sirini
presjeka moZzemo smatrati da je posmi¢no naprezanje t,, konstantno na povrsini A; = b dx

[2]

M, M, + dM,
—f —— zdA; — 1, bdx + f —zdA, =0
a1y Ay y
(27)
Buduci da je A; = A,, dobivamo:
aMm,
Tybdx — —= | zdA, =0
I, J,,
(28)

Odnosnho:

_am,
=T o, b,

zdA,
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Uzimajudi u obzir da je dc% = T,, T,x = Ty, a da integral fAz zdA,; = S, oznaCuje staticki
moment povrsine odrezanog dijela presjeka A,, odnosno A; s obzirom na neutralnu os vy,
dobivamo izraz za posmiéno naprezanje [1]:

_TzSy

XZ~ bly

(29)
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2.5. POSMICNA NAPREZANJA

U popre¢nom presjeku, osim posmiccnih naprezanja 7, nalazimo i posmi¢na naprezanja T,,,

Slika 14. Primjer raspodjele posmicnih naprezanja T, i Ty, [2]

Naime, odredenim metodama teorije elasticnosti, mozZe se prikazati da su, u vecini slucajeva,
posmicna naprezanja T, zanemariva, u odnosnu na T, koja su usmjerena u smjeru
poprecne sile T,. Da izraCunamo puno posmicno naprezanje na konturu, koje je usmjereno u
smjeru tangente na konturu, koristimo sljede¢u formulu:

T = /T,ch + 12,

(30)

Takoder, moze se odrediti i graficki ako se prethodno odrede posmic¢na naprezanja t,, prema
izrazu (29). Ako izraz (30) nije usmjeren u smjeru tangente na konturu, onda je jednak nuli. U
to¢kama B i B' na slici 13., nacrtamo pravokutni trokut u kejmu je kateta paralelna s osi z
predstavlja posmi¢no naprezanje 7, u toj tocki, a hipotenuza usmjerena u smjeru tangente
na konturu, predstavlja smjer i ukupnu veli¢inu punoga posmi¢noga naprezanja 7. Ovime
pokazujemo postojanje posmic¢nog naprezanja Ty,. U simetricnim tockama konture B, B'
smjerovi vektora punog posmicnog naprezanja T, sijeku os simetrije z u tocki O. Takoder, u
simetricnim tockama (B,B' i D,D') posmicna naprezanja Ty, su jednaka, ali suprotnog
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predznaka, tako da im je rezultanta jednaka 0. Zbog te Cinjenice, njihovo postojanje se
zanemaruje kod punih simetri¢nih presjeka pri standardnom proracunu ¢évrstoce. [1]

Raspored posmicnih naprezanja 7,, za neke karakteristicne poprecne presjeke

a) Pravokutni presjek

_3?‘2
I:tzmux_ii
e
Yy —_I
&
ﬂ |
2
y T
«—F Q L— Txzmax
I ==Eh
T 7 1 Xz
% RO %% %%
_Fd21 :
dA, Tz
b A1 TEZZ
B o 1
Z\r

Slika 15. Primjer raspodjele posmicnih naprezanja za pravokutni presjek [2]

. . . bh3® . . .
Kod pravokutnog presjeka, moment tromosti iznosi /,, = —, @ Sirina presjeka b(z) = b =

konst.. Staticki moment djela presjeka ozancen povrSinom A;, u odnosu na neutralnu os y

izrazavamo relacijom:

(31)

Prema izrazu (29), posmi¢no naprezanje t,, na udaljenosti z od neutralne osi iznosi:

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢ 20



Odredivanje naprezanja u kritichom presjeku grede s prepustom

T,S, 6T, h*
B = - pesla 2

(32)

Vidimo da su posmic¢na naprezanja raspodijeljena po zakonu kvadratne parabole po visini
pravukutnoga presjeka. U krajnjim vlaknima (z = g) posmicno je naprezanje jednako nuli, a

maksimalnu vrijednost prima u visini neutralne osi presjeka (z = 0) [2]

TXZ max —

T, 3T,
bh 2 A

N W

(33)

Prema tome, maksimalno naprezanje je 50% veée od srednjeg naprezanja, koje bismo dobili
pri jednolikoj raspodjeli posmic¢nih naprezanja po presjeku.

b) Kruzni prejsek

47T,
Tz max = 34

Slika 16. Primjer raspodjele posmicnih naprezanja za kruzni presjek [2]
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4
v . . v , nr
Za kruzni presjek moment tromosti raCunamo pomocu [, = Tte b(z) =2Vr? —z?,a
staticki moment povrsine oznacenog s A;s obzirom na neutralnu os y, S, = fA z, dAq, gdje
1

jedA, = bydz, = 2,/r? — 2,2, tako dobivamo [2]:

T
2
Sy—f ZldAl—Zle\/rz_le le=§(T‘2—Z2)2
Al VA
(34)
Ako u to uvrstimo izraz (29), dobivamo:
TS, T,20? —zz); T,
_ zvy _ ‘'z 3 _ 'z .2 2
b = T T T =30
y Y 2(r? — z%)2 y
i
Tyz = TZ (T‘2 2 :i TZ (T'Z - ZZ)
3 r4 3mr4
4
(35)
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c) Trokutni presjek

szmax

Slika 17. Primjer raspodjele posmicnih naprezanja za trokutni presjek [2]

Povrsinu ispruganog dijela presjeka dobiti ¢emo preko formule 4; = @ % h—2z),a

udaljenost teZista ispruganog dijela od y preko z; = z + § (% h — z) = 2(2 + 7) te njezin

staticki moment s obzirom na os y preko S, = A; z; = % (g h — z) (g + Z). Moment

. . . bh3 . . .
tromosti trokuta iznosi I, = eV Ako to uvrstimo u izraz (29), dobivamo [2]:

T,S 12T, /2 h
S R Yy T
¥ b(z2)I, bh3 \3 3

(36)

Vidimo da su posmicna naprezanja t,, po visini presjeka raspodijeljena po zakonu kvadratne
parabole. U krajnjim vlaknima su naprezanja jednaka nuli. Mjesto maksimalnoga posmic¢noga
naprezanja odrediti ¢emo pomocu [1]:

(o)~ -G +e)] ¢

(37)

A odatle dobivamo:
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_h
=%

. L . . . . h
Prema tome, maksimalno posmi¢no naprezanje se nalazi na udaljenosti od z = ” od
neutralne osi presjeka, odnosno u sredini visine presjeka iznosi:

T, 3T,
Txz max = BH = EZ

(38)

Puno posmicno naprezanje u tocki B iznosi:
T = TXZ
cosa
A maksimalno puno posmi¢no naprezanje:
3 T,
tmax = 50 cos a
(39)

d) I-presjek

T b1|fd I -Tl-t |
)l &
Y et T h H Txz max
lz
g A T
1 ] Txz

k1 EZZ;E%E?E;@ZZZEEE _Lt r

. b " T Ty

S

Z 4

Slika 18. Primjer raspodijele posmic¢nih naprezanja za I-presjek [2]
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Pri odredivanju posmicnih naprezanja t,, u vertikalnoj stijenci, staticki moment povrsine A,
u odnosu na neutralnu os je:

S f dA —bt(h_t)+d(h t )1(h t+>
= VA = ——t—z=|—— Zl =
O 2 2 2\2

1
bt(h—t) d_h
= 4 T(==1)2 = 52
Ako to uvrstimo u izraz (29) dobivamo izraz za posmi¢no naprezanje u rebru:
h 2
_ LSy _Tbtth-n Tz[(g—t) — 7%
T h@L . 2dl, 21,

(40)

Sto se ti¢e odredivanja posmiénih naprezanja T,, u pojasevima, izraz za staticki moment
povrsine odrezanog dijela presjeka A; s obzirom na neutralnu os, glasi [2]:

$= [ #aa L
= VA = ——Z) — (— Z)= —(—— Z
yo 2 2 2 24

1

Te uvrStavanjem u izraz (29), dobivamo izraz za posmi¢no naprezanje t,, U pojasu:

TS _ L (h_Z_ 2
" b(z)l, 21,4

(41)

Iz izraza (40) i (41) vidimo da se posmicna naprezanja T, po visini nosa¢a mijenjaju po
zakonu kvadratne parabole.

Dijagram posmicnih naprezanja prikazan je na slici 15. Na spoju rebra i pojasa, Sirina presjeka
b naglo se mijenja, pa pri prelasku iz pojasa u rebro, posmic¢na naprezanja naglo rastu, tako

da u visini spoja pojasa i rebra u dijagramu t,,, postoji nagli skok. [1]

Najvece se posmicno naprezanje pojavljuje na neutralnoj osi (z = 0) i iznosi:
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h
_T,bt(h—t) T G—-0*

Tyz +
2d Iy 2 Iy
(42)
A posmi¢no naprezanje u rebru u visini spoja rebra i pojasa (z = g —t)
T,bt(h—t)
Tyxz =
2d1,
(43)

Prema zakonu uzajamnosti posmicnih naprezanja, u tockama gornjeg i donjeg ruba,
posmicna naprezanja T, su jednaka nuli.

Ako je debljina pojasa t mala, posmicna naprezanja 7,, rasporedena po debljini pojasa su
zanemarivo mala, osim u podrucju pravokutnika abcd (prikazano na slici 15.).

Integracijom izraza (40) po povrsini rebra, dobiti ¢emo rezultantu koja iznosi oko 0,95 T,.

Iz toga slijedi da pravokutnik abcd i njegov odgovarajuéi donji pravokutnik, primaju samo
neznatni dio poprecne sile, zato i posmi¢na naprezanja t,, u tim pravokutnicima ne mogu biti
velika. [1]

Izvan pravokutnika abcd, posmic¢na naprezanja su priblizno jednaka nuli, ali se pojavljuju
posmina naprezanja T, koja su paralelna sa pojasevima. Za uski pojas (t << b)
pretpostavljamo da su ta naprezanja jednoliko raspodijeljena po debljini pojasa. [1]

Da odredimo ta posmicna naprezanja Ty, presjeci cemo pojas vertikalnom ravninom BC.

Slika 19. Prikaz presijecanja pojasa vertikalnom ravninom [2]
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Na povrsini A, djeluju normalna naprezanja g,, a na povrsini A5 g, + do,. Da bi promatrani
element pojasa bio u ravnoteZi, na povrsini As moraju se pojaviti posmicna naprezanja T, .
Prema zakonu o uzajamnosti posmicnih naprezanja, na povrsini A3 i A, pojavljuju se
posmiCna naprezanja T,,. Uvjet ravnoteZe za promatrani element pojasa jest [1]:

Esz (0x+dax)dA3—J Ox dAy — Ty tdx =0
As A

4

M + dM M
[EELLPrYRY O PR
A A I

3 Iy 43/'

Bududi da je A3 = A,, biti Ce:

dM j Y
T == Z 3
Yodx Iyt ),

Uzmemo li u obzir da je

am :
— = T2, Tyx = Tyy, a daiintegral fA3 zdA; =S,

oznacuje staticki moment povrsine ispruganog dijela pojasa Az s obzirom na os y, dobivamo:

T, S,
Tyx = Txy = Iy "

(44)

Gdje je:
1
Sy =f zZdA, =—(——y)t(h—t)
Pa dobivamo:
T, (b
(45)
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A od tamo slijedi da se Txy i Tyx Mijenjaju po linearnom zakonu.

Da smo promatrali ravnoteZu elemenata izrezanog na desnom kraju, dobili bi isti izraz za
posmicno naprezanje, ali u suprotnome smjeru. Da smo promatrali gornji pojas, dobili bismo
obrnutu sliku. [2]

— — A— A— — — ——
ol
8

Ih-i-l--l-lil‘rxy

Slika 20. Prikaz ravnoteze elementa izrezanog na desnom kraju pojasa [2]

T, kS

Tyy = —
It

T, (hz .

xz = -
ZIy 4
T, S

Tyx = 2
Iyt

Ako je ravnina opterecenja okomita na ravninu rebra ,posmic¢na naprezanja u rebru su
priblizno jednaka nuli, a mijenjaju se uzduz svakog pojasa po zakonu parabole. [2]

b2
Tz =5 (= 7°)

20, 4

(46)
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2.6. GLAVNA NAPREZANJA | TRAJEKTORIJE NAPREZANJA

Pri savijanju silama u poprec¢nim presjecima djeluju normalna i posmic¢na naprezanja :

M

0, =—2 2z
Iy

TZSy

Txz = I b
y

U uzduZnim presjecima, usporedno s neutralnim slojem djeluju posmic¢na naprezanja t,, =

T,x, @ NOrmalna naprezanja o, = 0 prema prije usvojenoj pretpostavci. [2]

Tako je u nekoj promatranoj tocki C, pri savijanju silama postoji ravninsko stanje naprezanja

Q*, X
Tzy
Tuz
G‘-—} C i—-ﬁx
Tz
—
z Ly

21.) Primjer ravninskog stanja naprezanja za proizvoljnu C tocku [2]

Glavna naprezanja i njihove smjerove u promatranoj tocki C mozemo odrediti na sljededi
nacin:

01 = Omax = — + = 0% + 412,

[

N |9
|
N| =
Rq[\;
+
o
@]
RN

N

02 = Omin = &
(47)
Smjerove glavnih naprezanja odredujemo preko:
2Ty,
tan2¢, =
Po oy
(48)
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Ili preko izraza:

TXZ
tanp, = —
07
TXZ
tangp, = —
)

(49)

Slika 22.) Prikaz Mohrove kruZnice za ravninsko stanje naprezanja [2]

U presjecima pod nagibom od 45° prema smjerovima glavnih naprezanja djeluju ekstremna
posmic¢na naprezanja. Ta naprezanja odredujemo izrazom [2]:

(50)
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/—q
ARRRRRRRRRNRGRARRRRERRRRERRRRRRAREn T

F) r z
=] X I
B / RB

max

Z HW@

Slika 23.) Prikaz nosaca pravokutnog poprecnog presjeka [2]

y Mt iCll e

Na slici je prikazan nosac pravokutnog poprecnog presjeka koji je opterec¢en jednoliko
kontinuiranim opterecenjem q. U presjeku x djeluju unutarnje sile T, i M,,. U pojedinim
tockama mozZemo izaraCunati normalna i posmic¢na naprezanja, glavna naprezanja i njihove
smjerove sa izrazima (47), (48) i (49) [1].

&

01?0 Ox min

— je— Ox — f— T2
i G o2
M e -
= % ‘ \
P o ‘ 2
h tl | 45° X Txz max .
|
1
G
—]

AR

02=0 Ox max

PR S—

—— Txz max

-

— T

Hll

- H — Ox

Slika 24.) Prikaz stanja naprezanja u pojedinim tockama poprecnoga presjeka te dijagrami
normalnih, posmiénih, glavnih normalnih i glavnih posmic¢nih naprezanja [2]
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U krajnjim vlaknima je 7,, = 0, u krajnjem rastegnutom vlaknu (donji rub) je g, = 0,, 0, =

0, 991 = 0te @o, = 90°. U krajnjem pritisnutom vlaknu (gornji rub) je o, = —0ay, 01 = 0,
®o1 = 0te @y, = 90° Na neutralnoj osi je stanje Cistog posmika. Odnosno, tan 2¢, = o,
(plz = i 4‘50, 0-1 = +T.X'Z max- 0-2 = _TX'Z max: [2]

Iz slike 20.) se vidi da se pri prijelazu od krajnje rastegnutih vlakana prema krajnje pritisnutim
vlaknima smjerovi glavnih naprezanja zaokreéu za 90° u smjeru kazaljke na satu. U
vertikalnom presjeku Stapa moZemo odrediti polje smjerova glavnih naprezanja i u njemu
konstruirati dva sustava ortogonalnih krivulja. Tangente tih krivulja u svakoj tocki imaju
smjerove glavnih naprezanja. [2]
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3. NUMERICKI PRIMJER

3.1. Prvi numericki primjer — maksimalna normalna i posmic¢na naprezanja

1. Za nosac prikazan na slici treba odrediti:

a) maksimalna normalna i posmic¢na naprezanja te nacrtati odgovarajucée dijagrame u najvise
napregnutim presjecima;

25, 100 mm 25

20 KN ¢40kN 1-1 10 kN/m' 8

YYYYVYVYY £

\ | aN | Jt 3 g
-« 2m 2m | 2m | 50 | 50 | 50|

’25| 100/mm___25
—
= -
—
(@] -~
L0 o0
—
4 1 =
=

=
Y c = =
° ~ 2
3 2 g

| 50 | 50 | 50 |

v z
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1
20 kKNm 40 kN 10 KN/m'
A HESNNENEAN
ﬂ_':\_ |
_ 2m _|_ 2m__1 2m _|

Slika 25.) Dijgrami momenta (prvi dijagram) i poprecnih sila (drugi dijagram) od vanjskih sila
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Postupak rjesavanja:

Prvi korak je odrediti reakcije u lezajevima kako bismo mogli napraviti momentni dijagram te
dijagram sila za zadani slucaj. Reéi ¢emo da je nepomicni leZaj tocka A, a klizni leZaj tocka B.

Odmah nam je jasno da moZemo eliminirati jednadZbe ravnoteZe za horizontalne sile jer sustav
nije optereéen horizontalnom silom, dakle horizontalna reakcija u tocki A nece postojati.

Nakon toga moZzemo poceti uvoditi jednadzbe ravnoteze:

XM, =0,
—20—-40Xx2+Rpx4—-20%x5=0

ZFZ=O

~R,+40+20-50=0
R, =10 kN

Drugi korak je da izra¢unamo povrsinu i pronalazimo poziciju teziSta presjeka:

A=150x%x210—-50 x 100 — 50 x 100 = 21500 mm?

2 Xz XA
' 2 A;

210 x 150 x 105 — 50 X 100 x 80 — 50 x 100 X 155
N 21500

Z

Z; =99,19mm

Sljedeci korak je da izraunamo moment tromosti presjeka.
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100x503
12

_ 150x2103
yooo12

I +150 x 210 x (105 — 99, 19)2 — —100 X 50 X

50%x1003

(155 —99,19)2 — — 50 x 100 X (99,19 — 80)2

I, = 94202422,82 mm* = 94,2 x 10° mm*

Nakon toga, izraCunavamo staticke momente.
S, =AXYy,;
110,81

Symax = 150 x 110,81 x — 100 x 50 x (110,81 — 55)

30,81
2

Sy max = 618132,81 mm? =61,81 x 10* mm?

—50x 30,81 x

§2% =150 x 30 x 95,81 = 431145 mm® = 43,11 x 10* mm®

s+5 = 150 x 80 x 70,81 — 50 x 100 X 55,81 = 570670 mm?
= 57,06 X 10* mm?3

Zatim na grafu nalazimo maksimalni moment i maksimalnu poprecnu silu.

M ax = 40 KNM
Tax = 30 kN

Nakon toga, odredimo 5 razli¢itih tocaka na promjeni geometrije kako bismo saznali promjenu
posmic¢nih naprezanja ne promjeni geometrijskog oblika presjeka te njihovu raspodjelu po
visini presjeka.
o _T.xSy
Xz —
I,xb

_30><103 x 43,11 x 10*
'2= 7942 x 106 x 150

_30><103 x 43,11 x 10*
T3~ 7942 x 106 x50

= 0,92 MPa

= 2,75 MPa
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~30x 10 x 57,06 x 10*

_ —3 63 MP
Ta 94,2 x 10° x 50 a

_30><103 x 57,06 x 10%
T5 =794 2 x 106 x 100

30 % 10% x 61,81 x 10*
'T= 7922 x 106 x 100

gore __40 X 10
* 94,2 x 10

=1,82 MPa

=1,97 MPa

- x 110,81 = 47,05 MPa

glove - __A0X10° o 19— _ 42,12 MPa
x 94,2 x 10° ’ ’
Da izraCunamo maksimalno naprezanje u tocki C
Presjek 1-1
M =20 kNm
T =20kN
20 x 10°

Oyxc

=542 < 106 X T 50 =F10,62 MPa

Sg, =150 x50 X 74,19 — 20 X 50 X 59,19 = 497235 mm?3
= 49,72 x 10* mm?3

20 x 10° x 49,72 x 10*
Txz2 = 794 2 x 10° x 100

=1,05 MPa
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47,05

|
|
|
|
|
|
|
A
Slika 26.) Prikaz dijagrama maksimalnih i minimalnih glavnih naprezanja te posmicnih
naprezanja
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3.2. Drugi numericki primjer — Izracun veli€ine i smjera glavnih naprezanja u tocki

C

b) veli¢inu i smjer glavnih naprezanja u tocki C presjeka 1-1 (skicirati trajektorije naprezanja u
tocki C).

Da izraCunamo maksimalno naprezanje u tocki C

Presjek 1-1
M =20 kNm
T =20kN
20 x 10°

Txc =94 2 x 10

§, =150 x50 X 74,19 — 20 X 50 X 59,19 = 497235 mm?3
= 49,72 x 10* mm?3

. 20x 103 x 49,72 x 10*
T%2= 794 2 x 105 x 100

=X F50 = T 10,62 MPa

=1,05 MPa

Na kraju zadatka moramo izracunati smjerove naprezanja u tocki C.

o 1
alzamax=7x+i\/a§+4><t§'z
o 1
azzamaxzfx—i\/a§+4xr,zc,z
10,62 1 > >
01 = Omax = — +E\/10,62 +4x1,05
o, = 10,72 MPa

10,62 1
02 = Omax = — —E\/10,622+4><1,052
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o, = —0,1 MPa

2X Ty,
tan2¢, = ‘
o-x
X,Z
tan @y = —
01
X,Z
tan @y, = —
)

tan2¢, = 0,196 = 11, 08°

tan ¢@y; = 5,65°
tan ¢y, = 84,56°

Txz

Slika 26.) Prikaz trajektorija glavnih naprezanja

Zavrsni rad: Jakov Bradi¢
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Zakljucak

4. ZAKLJUCAK

U ovom radu detaljno smo obradili temu odredivanja naprezanja u gredi, $to je kljucan
aspekt u projektiranju i izvedbi gradevinskih konstrukcija. Analizirali smo naprezanja koja se
pojavljuju u optereéenoj gredi te smo odredili proracun za svako navedeno naprezanje.
Dublje smo usli u razmatranje Cistog savijanja, neutralne osi, normalnih naprezanja, savijanja
silama ili popre€nog savijanja, poprecnih naprezanja te glavnih naprezanja i njihovih
trajektorija. Posebice smo se bavili posmi¢nim naprezanjima te znacajnosti geometrije kod
istih.

Grafi¢kim primjerom smo pokazali kako se provodi analiza naprezanja, trajektorije i veli¢ine
glavnih naprezanja te njihova skica. Takoder smo pokazali dijagrame naprezanja uzrokovane
vanjskim i unutarnjim silama.

Analizom obje smo dokucili da osim vanjskih sila i vanjskog oblika grede, odnosno globalnog
sustava cijele grede, geometrija kriticnog presjeka ima najveéu ulogu pri odredivanju
naprezanja.
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