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1. UvoD

Tema je zavrSnoga rada prikaz grafickoga rjeSavanja ravninskih resSetkastih nosaca (to jest
nalaZenje vrijednosti sila u svim ili samo u nekim Stapovima) i grafickoga odredivanja pomaka
¢vorova tih nosaca. Objasnit ée se samo neke graficke metode rjeSavanja kao $to su metoda
¢vorova, Maxwell-Cremonin plan sila i Culmannov postupak. Pomaci ¢vorova ¢e biti odredeni

pomocu Williotova plana pomaka.

Rad se sastoji od dva dijela. U prvom ¢e se dijelu teorijski objasniti svaka od navedenih metoda
te ¢e svakom metodom biti rijeSen razmjerno jednostavan primjer u kojem je detaljno
objasnjen postupak rjesavanja. U drugom ce dijelu rada graficki postupci biti primijenjeni u
rjeSavanju staticki neodredenoga sistema metodom sila: vrijednosti sila u Stapovima
osnovnoga sistema trazit ce se pomocu Maxwell-Cremoninoga plana sila, a iz Williotova ¢ée se

plana pomaka ocitati duljine pomaka ¢vorova na mjestima raskinutih spojeva.



2. RAVNINSKI RESETKASTI NOSACI

ReSetkasti nosaci su konstrukcijski proracunski sistemi sastavljeni od zglobnih ¢vorova koji su
medusobno povezani zglobnim Stapovima. Mogu biti prostorni i ravninski. Zglobni Stap
osnovni je nosivi element reSetkastih nosaca: ravan Stap koji prenosi sile samo uzduz svoje osi,
te se kao unutarnja sila pojavljuje samo uzduzna sila. Optereéenje koje se pojavljuje na
reSetkastoj konstrukciji preuzima se preko cvorova konstrukcije. Svaki Stap reSetkaste
konstrukcije moze biti optereéen na svojim krajevima silom veze Stapa i ¢vora. Proracun
reSetkastih nosaca provodi se odredivanjem unutarnjih sila u Stapovima nosaca. Dobivene

unutarnje sile u Stapovima mogu biti vlacne ili tla¢ne.

Ravninski reSetkasti nosaci su reSetkasti nosaci kod kojih se svi Stapovi i sve vanjske veze nalaze
u jednoj ravnini. Staticki odredene konstrukcije su konstrukcije kojima se sve nepoznate sile

mogu odrediti pomocu jednadzbi ravnoteZi statike krutoga tijela.

NalaZenje nepoznatih sila u Stapovima mozZe se provoditi analitickim ili grafickim postupcima.
U nastavku ¢e biti opisani nacini nalazenja sila nekim grafickim postupcima na staticki

odredenim sistemima.



2.1. KARAKTERISTIKE STATICKI ODREDENIH RAVNINSKIH NOSACA

ResSetkasti nosaci sastavljeni su od jednoga ili vise reSetkastih diskova. Najjednostavnija
struktura reSetkastoga diska je trokut. Trokut je sastavljen od Stapova koji se spajaju pomocu
zglobnih ¢vorova. Formirajuci trokut dobiva se kruta figura koja ne mijenja oblik, te ostaje

nepromjenjiva pod bilo kojim opterec¢enjem koje se javlja u nekom ¢voru.

Slika 1. (prema V. Simovi¢: Gradevna statika I)

Na slici 1.a. prikazan je ravninski reSetkasti nosac s jednim diskom, a na slici 1.b. ravninski
reSetkasti nosa¢ s dva diska. Na svakom nosaCu oznacden je karakteristi¢ni trokut, temeljni

trokut na kojeg se dodavanjem ¢vorova i Stapova dobiva Zeljeni resetkasti sistem.

Resetkasti nosaci staticki su odredeni nosaci kada su sastavljeni od dovoljnoga broja ispravno
rasporedenih Stapova spojenih zglobnim ¢évorovima, te s dovoljnim, ali najmanjim brojem
vanjskih veza. Pretpostavlja se da su svi Stapovi konstantnoga poprecnoga presjeka, ravni i da

sva vanjska opterecenja djeluju u ¢vorovima te u ravnini nosaca.



Svaki reSetkasti nosa¢ mora zadovoljiti nuzan uvjet geometrijske nepromjenjivosti diska. Nuzan
uvjet geometrijske nepromjenjivosti diska postize se pravilnim rasporedom i brojem Stapova
unutar nosaca. Osnovni geometrijski nepromjenjiv sklop zglobnih Stapova je trokut. Trokut je

najjednostavnija nepromjenjiva struktura u ravnini sastavljena od tri Stapa i tri ¢vora.

Razlikuju se dva osnovna nacina dobivanja reSetkastih nosaca. Prvi nacin sastoji se od dva
koraka. U prvom koraku stvara se osnovni trokut koji je sastavljen od tri Stapa i tri ¢vora, te se
na njega dodaju dva Stapa koji se spajaju u jedan ¢vor, daljnjim dodavanjem Stapova i ¢vorova
dobiva se geometrijsko nepromjenjivo ravninsko ulanéano reSetkasto tijelo. U drugom koraku

dovoljnim brojem i pravilnim rasporedom vanjskih veza spaja se resetkasti nosac s podlogom.

Drugi nacin dobivanja resetkastog nosaca je taj da se zglobni ¢vorovi spajaju s podlogom i/ili s

nepomicnim ¢vorom pomocu dva zglobna Stapa.
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Slika 2.
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Slika 3.

Na slici 2.a. prikazano je etapno slaganje reSetkastih tijela. Na osnovnu figuru (trokut ¢vorova
7-2-5) spojen je &vor </ pomodu dva zglobna $tapa (2, ©), zatim se postavlja évor O koji se
spaja Stapovima i ¢ na prethodni dio. Svi ostali ¢vorovi prikazani na slici 2.a. nastaju na
jednaki nacin kao i prethodno opisani. Dobiveno resetkasto ulanc¢ano tijelo zatim treba spojiti
s podlogom, kao $to je prikazano na slici 2.b.

Slika 3. objasnjava dobivanje ¢vorova reSetkastoga nosaca tako da se svaki ¢vor spaja s dva
zglobna $tapa za podlogu ili nepomiéni ¢vor. Cvor / spojem je pomocu Stapova @ i O s
podlogom, te time &vor 7 postaje nepomican. Cvor ~’spojen je stapom 7 za podlogu, a $tapom
¢ za nepomican ¢&vor 7, te time i ¢vor < postaje nepomidan &vor reSetkastoga nosaca.
Uzastopnim daljnjim slaganjem dobiva se Zeljeni ravninski odredeni resSetkasti nosac.

NuZan uvjet geometrijske nepromjenjivosti resetkastoga diska govori koliki treba biti najmanji
broj zglobnih Stapova unutar resetkastoga tijela. Broj Stapova se oznaci s 72 , a broj ¢vorova

72¢
Prema formuli
7s=F A 10— 5 )= 270~5 (1)

dobiva se broj potrebnih Stapova da se sastavi reSetkasto tijelo. Da bi to resetkasto tijelo
postalo reSetkasti odredeni nosac potrebno ga je spojiti s podlogom dodavanjem vanjskih veza.
Postavljaju se tri vanjske veze koje se tretiraju kao Stapovi. Prema tome izraz za minimalan

ukupan potreban broj zglobnih Stapova za geometrijsku nepromjenjivost glasi

72 :/\272f’ (2)



Iz izraza se vidi da je nuzno imati dvostruko viSe Stapova od broja ¢vorova kako bi resetkasti

nosac bio geometrijski nepromjenjiv i staticki odreden.

Osim najjednostavnijih oblika geometrijske nepromjenjivosti reSetkastoga tijela, kada je tijelo
sastavljeno od nepromjenjivih struktura (trokut), postoje i mnogo sloZeniji reSetkasti nosaci

kod kojih se geometrijska nepromjenjivost ne moze odrediti prema gore opisanom postupku.

Takav primjer prikazan je na slici 4., dok je na slici 5. prikazan topoloski jednaki sistem
(povezanost ¢vorova i Stapova je jednaka, ali su poloZaji ¢vorova razliciti) koji je geometrijski

promjenjiv.

Slika 4. (prema V. Simovi¢: Gradevna statika I)
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Slika 5. (prema V. Simovic: Gradevna statika I)



Kod ispitivanja nepromjenjivosti sloZzenih sistema koristi se jedna od statickih metoda, metoda
nultog opterecenja. Ako na staticki odreden konstrukcijski sistem ne djeluje vanjsko
opterecenje, sile u svim Stapovima jednake su nuli i to je jedino moguce rjesenje koje
zadovoljava uvjete ravnoteZe u svim ¢vorovima sistema. Konstrukcijski sistem geometrijski je
nepromjenjiv samo ako zadovoljava to rjeSenje. U suprotnom, ako je moguce pronaci neko
drugo rjesenje, kada su sile razlicite od nule, ali u isto vrijeme i zadovoljavaju uvjete ravnoteze

u ¢vorovima, sistem je geometrijski promjenjiv.

Primjer na slici 4.a. zadovoljava nuzan uvjet geometrijske nepromjenjivosti i staticke
odredenosti. Broj Stapova i broj ¢vorova zadovoljava izraz za geometrijsku nepromjenjivost.
NuZan uvjet je ispunjen, ali to ne znaci da je ujedno ispunjen i dovoljan uvjet. Uz broj Stapova

i broj ¢vorova bitni su i njihovi polozaji i raspored.

U nastavku ce biti prikazan nacin odredivanja geometrijske nepromjenjivosti metodom nultoga
opterecenja. Sistem nema vanjskoga opterecenja, pa su reakcije sistema jednake nuli.

Pretpostavlja se da u Stapu ¢ postoji neka sila .57, koja je razli¢ita od nule. Zatim se odreduju
sile u svim ostalim $tapovima. Krece se sa évorom /7 gdje je poznata vrijednost jedne sile (Sy)
te nepoznate vrijednosti preostalih dviju (5, i.5%). Pomocu ravnoteze u ¢voru dobiju se sile
S%,1.57%. Usljedeéim koracima uravnoteZuju se ¢vorovi 4 i /’kako bi se dobile sile u Stapovima
¢, 2, /,1 /¢, pa se ulazi u ¢vorove < i i ravnoteZzom se dobivaju sile u Stapovima i ¢
(slika 4.b.). Cvor 4 je kontrolni €vor, u njemu se pojavljuju sile u $tapovima d, € i g, koje su
izraCunate i poznate iz prethodnih koraka. Kako je évor < kontrolni ¢vor u njemu se kontrolira

ravnoteza dobivenih sila. Promatrajudi sile i orijentacije sila u ¢voru zakljuCuje se da ¢vor nije
u ravnotezi. Projekcijom sila na vertikalnu os, vidljivo je da su sve tri sile jednako orijentirane

(slika 4.c.), $to zna¢i da sile nisu u ravnoteZi. Cvor #/ moZe biti u ravnoteZi jedino onda kada bi
sve tri sile bile jednake nuli. Ako su sve sile u évoru </ nula, to znaci da moraju biti i sve ostale

sile u stapovima jednake nuli. Dokazana je nemogucénost postojanja sila u Stapovima bez
vanjskoga opterecenja. Sistem sa slike 4.a. geometrijski je nepromjenjiv, odnosno to je

resetkasti nosac.

Primjer sa slike 5.a zadovoljava nuZan uvjet geometrijske nepromjenjivosti, ali ne ispunjava

dodatan uvjet: raspored i poloZaj Stapova je takav da je unutarnja ravnoteza moguca bez



vanjskoga opterecenja, prema tome sistem je mehanizam. Objasnjenje i rjeSenje sistema
pokazati ¢e se metodom nultoga opterecenja. Sistem nema vanjskoga opterecenja, pa su

reakcije sistema jednake nuli. Prvo se pretpostavlja da postoji sila u $tapu z (.5) te je ona
razli¢ita od nule. Ravnotezom ¢vora -/ dobiju se sile u Stapovima « i /. Zatim se iduci od ¢vora
do ¢vora dobe sile u svim ostalim Stapovima (slika 4.b.). Kao kontrolni ¢vor moze se promatrati
¢vor £ U évoru < sastaju se sile u $tapovima ¢, 2 i (.5, .57, 5S/). Na slici 5.c. vidise da u
¢voru < postoji ravnoteza sila, odnosno sile u ¢voru ~’tvore zatvoreni trokut sila. Sistem je

geometrijski promjenjiv: unutarnje sile razliite su od nula i zadovoljavaju uvjete ravnoteze u

¢vorovima bez vanjskog opterecenja.

2.2. ELEMENTARNA PRAVILA KOJA VRIJEDE OPCENITO ZA RAVNINSKE RESETKASTE NOSACE

Za metodu grafickoga odredivanja sila postoje neka elementarna pravila koja mogu

pojednostavniti graficki postupak nalazenja sila u Stapovima reSetkastoga nosaca.

1. Ako na ¢vor u kojem se sastaju dva Stapa osi kojih nisu na istom pravcu ne djeluje

vanjsko opterecenje, tada su sile u tim Sapovima jednake nuli.

51

b e

S1=52=0

2. Ako na ¢vor u kojem se sastaju dva Stapa djeluje sila na pravcu koji se poklapa s

jednim od Stapova, sila u drugom Stapu jednaka je nuli.

%4

S1=-P, $;=0



3. Ako se u ¢voru na koji ne djeluje vanjsko optereéenje sastaju tri Stapa i od njih dva leze

5.

na istom pravcu, sila u trecem Stapu je jednaka nuli.

Sg/f

s1 015>

N\

S1=S3, 5,=0

Ako na ¢vor u kojem se sastaju tri Stapa, od kojih dva leZe na istom pravcu, djeluje
vanjska sila, sila u tre¢em Stapu moZze se odrediti iz zbroja projekcija sila na os okomitu

na pravac na kojem leze dva Stapa.

P/
& 1ERe
W3

Ako postoji neoptereéeni ¢vor u kojem se sastaju Cetiri Stapa od kojih po dva leze na

istim pravcima, onda su sile u Stapovima koji leZze na istom pravcu medusobno jednake.

A

S$1=53,52=54
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3. GRAFICKI POSTUPCI ODREPIVANJA SILA U STAPOVIMA RESETKASTIH NOSACA

Kod grafickoga odredivanja sila u Stapovima ravninskih reSetkastih nosaca, protumaciti ¢e se

samo neke graficke metode, a to su:

a. metoda ¢vorova,
b. Maxwell-Cremonin plan sila,

c. Culmannov postupak.

Postoji mnogo tipova ravninskih reSetkastih nosaca. Svaki graficki postupak ima neke
karakteristike koje bolje odgovaraju nekom tipu reSetkastoga nosaca. Prema tipu i cilju
proracuna odabire se najprikladnija graficka metoda za rjeSavanje. U nekim reSetkastim
nosacima potrebno je znati samo jednu silu, dok su u nekom drugom nosacu potrebne sile u

svim Stapovima.

11



3.1. METODA CVOROVA

Metoda cvorova, poznata i kao metoda izrezivanja ¢vorova ili metoda ravnoteze Cvorova,
najjednostavnija je i najopcenitija metoda za odredivanje svih sila u reSetkastom nosacu.
Temeljna zamisao lezi u Cinjenici da se zamislja kako se ,izrezuju“ pojedini ¢vorovi iz
reSetkastoga nosaca, te se postavljaju jednadzbe ravnoteze kako bi se dobile trazene sile. Sile
koje djeluju u ¢voru sijeku se u jednoj tocki, pa iz toga proizlazi da se u jednom ¢voru mogu
izraziti samo dvije jednadzbe ravnoteze. Jednadzbe ravnoteZze mogu se rijesiti analitickim i
grafickim postupkom. Iz ravnoteZe jednoga ¢vora mogu se dobiti dvije nepoznate sile, pa se
samim time traZi €vor u kojem se kao nepoznanice pojavljuju najvise dvije sile. Cvor je u
ravnotezi ako sve sile koje djeluju u njemu zatvaraju poligon sila. Poligoni sila mogu se crtati
neovisno za svaki ¢vor i na taj nacin iduéi od ¢vora do ¢vora mogu se odrediti sile u svim
Stapovima reSetkastoga nosaca. Sila u jednom Stapu pojavljuje se u dva ¢vora, pa se i pojavljuje

u crtanju dva poligona sila, $to upucuje na gomilanje gresaka prilikom crtanja.

Da bi se te greske svele na minimum, potrebno je sloziti poligone u jedinstveni plan u kojem
se svaka sila pojavljuje samo jedanput. Taj jedinstveni plan, poznat pod nazivom

Maxwell-Cremonin plan sila, objasnit ¢e se u sljede¢em poglavlju.

U sljede¢em primjeru (slika 6.) objasnjeno je pronalaZzenje sila u svim Stapovima zadanoga

reSetkastoga nosaca.

Slika 6.

Prvi je korak kod rjeSavanja ovoga zadatka pronadéi reakcije u leZajevima 4 i /. Na nosaé
djeluje vanjsko opterecéenje u obliku koncentrirane sile od 20 kN u ¢évoru <. Da bi sustav bio u
ravnoteZi, reakcije .4 i /' moraju uravnoteziti zadanu silu. U leZaju 4 poznati je pravac

djelovanja reakcije koji je okomit na smjer dopustenoga pomaka lezaja. Poznati pravac zadane

sile i pravac reakcije 7/ sijeku se u jednoj tocci; ta tocka zajednicka je tocka svih triju sila, pa je

12



poznati i pravac djelovanja reakcije /. Pravac djelovanja prolazi kroz zajedni¢ku toc¢ku i kroz
lezaj /. Ako je poznata vrijednost jedne sile i ako su poznati pravci preostale dvije sile, moze

se napraviti poligon sila. Iz poligona sila oitavaju se vrijednosti reakcija .4/ i //(slika 7.).

B=26 kN

jeéfann,

20 kN

Slika 7.

Poznavanjem vrijednosti i smjerova reakcija moze se krenuti u pronalaZenje sila u Stapovima.

Prvo se trazi ¢vor u kojem su nepoznate samo dvije sile Sstapa. U ovom slucaju u ¢évoru 7/ i u
¢voru //sastaju se po dva $tapa, pa su samim time nepoznate dvije sile, te se moZe se krenuti

ili od ¢évora A4 ili /.

U évoru 4 postoje tri sile, poznata reakcija .4 te nepoznate sile u Stapovima « i &. U poligon

sila se nanosi reakcija .4 te sa svake strane reakcije pravci djelovanja nepoznatih sila. U tom
slucaju dobiva se poligon sila koji se mora zatvoriti. Zadnji korak je taj da se ocitava vrijednost

nepoznatih sila. Ovom ravnotezom dobivene su sile u Stapovima « i ¢. Sila u $tapu « tlaéna

je, dok je sila u stapu & vlaéna (slika 8.).

B Sb=T.1kN
.IE\ vlak
IoeEanog A
é_ A
Ea=5kN

;ﬂ tiak

(nditen.

1 kN wlak

5 kN tiak

slika 8.

Sljededi ¢vor koji ¢e biti uravnoteZen je évor <. U ¢évoru < sastaju se Cetiri sile, od kojih su dvije
poznate i dvije nepoznate. Dvije poznate sile, sila vanjskoga optereé¢enja od 20 kN i vlacna sila

u $tapu &, potrebno je zbrojiti. Dobivenu rezultantu treba uravnote?iti silama u Stapovima i

¢. Zatvaranjem poligona sila dobivaju se tla¢na sila u $tapu ¢ i tla¢na sila u Stapu « (slika 9.).

13
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tlak
20 kN 2 20kN i
?,—':{ T "N\ Sc=71kN
b R=15.8 Hﬂ"‘wﬁ Re=15.8 k2 Hak
Codrhwning
slika 9.

U sljededa dva koraka uravnotezuje se ¢évor /i ¢vor .5’ na identi¢an nacin kao ¢vorovi koji su
opisani u prethodnim koracima. 1z ¢vora / dobivaju se sile u Stapovima ¢ i ¢, a iz ¢vora 5sila

uStapu / (slika 10.).

R=112kN  Se=7.1kN t TR Eﬂsz 10N tiak 3
c e ~ =11, =F. " R= '
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slika 10.

UravnoteZenjem svakoga ¢vora zasebno dobivene su sile u svim Stapovima reSetkastoga

nosaca.
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3.2. MAXWELL-CREMONIN PLAN SILA

Maxwell-Cremonin plan sila (M-C plan sila) je postupak kojim je usavrSena metoda ¢vorova. U
M-C planu sila svaka sila u Stapu pojavljuje se samo jedanput, a svi poligoni sila sloZeni su u
jedinstveni plan. M-C plan sila pregledniji je i podloZan je manjim pogreSskama u odnosu na

graficku konstrukciju metode ¢vorova.

Prije pocetka rjeSavanja zadatka pomocu M-C plana sila potrebno je oznaliti odredenu
disciplinu koja ¢e vrijediti za daljnji tijek zadatka. Mora se odabrati smisao obilaska oko resetke
i ¢vora. Smisao obilaska oko resetke postavlja se u smjeru vrtnje kazaljke na satu ili u smjeru
suprotnom od vrtnje kazaljke na satu. Preporucéeno je da se odabrani smjer naznaci na crtezu
pokraj nosaca, te da se taj smjer posStuje do kraja zadatka. Odabranim smjerom treba se

koristiti za vanjsko opterecenje i za unutarnje sile.

ReSetkasti nosac treba zadovoljiti neke uvjete da bi se mogao rijesiti postupkom M-C plana sila.
Prvi uvjet govori da u reSetkastom nosacu treba postojati ¢vor u kojem se sastaju samo dvije
sile da bi se moglo krenuti s konstrukcijom M-C plana sila, te da se postupnim rjeSavanjem
nailazi na ¢vorove kod kojih su nepoznate najvise dvije sile. Ako se prilikom uravnotezenja
¢vorova pojavljuju vise od dvije nepoznate sile, moguce je provjeriti moze li se uz prethodnu
intervenciju ipak primijeniti M-C plan sila. Na slici 11.a. prikazan je jedan takav primjer kod
kojeg se uz prethodnu intervenciju moze koristiti M-C plan sila. ReSetka sa slike 11.a. ne
posjeduje neki ¢vor u kojem se sastaju samo dva Stapa, odnosno samo dvije nepoznate sile, ali

cijeli se nosa¢ moZe promatrati kao nosa¢ sa zategom - $tap 4/’ je zatega. Nakon §to su
poznate reakcije sustava, zbrojem momenta u zglobu ¢ dobiva se sila u zatezi .4/ /4’ Sila u $tapu
4/’ unesena je u sustav kao sila vanjskog optereéenja (slika 11.b.). U zatvorenom poligonu,
sila .4/’ pojavljuje se kao dvije sile od kojih jedna djeluje na ¢vor /4, a druga na &vor 4.

Prethodnom intervencijom se nosac¢ kod kojega se na prvi pogled ne mogu sile odrediti M-C
planom sila, dovodi u stanje kod kojeg se moze provesti M-C plan sila za odredivanje svih sila

u resetki.
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Slika 11. (prema V. Simovi¢: Gradevna statika 1)

Drugi uvjet koji mora zadovoljiti reSetkasti nosa¢ da bi se mogao rijesiti postupkom M-C
planom sila je taj da se Stapovi ne smiju krizati. Ako se Stapovi krizaju, preklapaju se poljaizbog
toga nije moguce napraviti M-C plan sila (slika 12.a.). Ako se u nosacu krizaju samo dva Stapa,
moguce je napraviti takav nosac¢ da se moze rijesSiti M-C planom sila. U sjeciStu dva Stapa
postavlja se zglob, te se nosac ne mijenja. Silama u Stapovima se ne mijenja vrijednost ako se
pretpostavi da se na nekoj duljini Stapa Stap presijece i postavi zglob. Postavljanjem zgloba na
mjestu kriZzanja Stapova sistem ne mijenja geometrijsku nepromjenjivost i staticku odredenost.
Broj ¢vorova povecao se za jedan, a broj Stapova za dva, te i dalje sistem zadovoljava uvjet
geometrijske nepromjenjivosti i staticke odredenosti (slika 12.b). Ovaj postupak moze se
primijeniti samo ako se krizaju dva Stapa; ako se krizaju tri Stapa ili viSe njih, postupak nije

dobar, jer se mijenja konstrukcijski sistem, stati¢ki odredeni sistem postaje staticki neodreden.
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Slika 12. (prema V. Simovic: Gradevna statika |)

Tredi uvjet govori da ¢vorovi koji se nalaze unutar resetke ne smiju biti optereéeni. Ako su
¢vorovi unutar reSetke optereceni, dolazi do preklapanja vanjskih i unutarnjih ploha te se ne
moze napraviti M-C plan sila. Primjer takvoga nosaca dan je na slici 13.a. Moguce je primjer sa
slike 13.a. modificirati i time napraviti nosac koji se moze rijesiti postupkom M-C planom sila

(slika 13.b.). U &vorovima /i & djeluju koncentrirane sile /7 i /’5; ako se postave pomoéni
&vorovi /p i &p i dodaju pomoéni $tapovi u smjeru zadanih sila, sile se mogu premjestiti u

pomocne cvorove. U tom slucaju nosac postaje rjeSiv M-C planom sila. Dodavanjem pomoc¢nih

Stapova i ¢vorova ne utjeCe na veli¢ine sila u ostalim Stapovima.

17



—
w

ANZaN
A

1 7 b

‘ m

Slika 13. (prema V. Simovi¢: Gradevna statika 1)

Kao primjer crtanja i objasnjenja rjeSavanja reSetkastoga nosaca M-C planom sila uzet ¢e se
primjer sa slike 6. ReSetkasti nosa¢ ima jednostavnu strukturu, staticki je odreden, geometrijski
nepromjenijiv, te je opterecen jednom vanjskom silom. Prvi korak pri rjeSavanju je da se odrede
reakcije u lezajevima. Reakcije se rjeSavaju kao i kod metode ¢vorova, zatvori se poligon sila i
time dobivene reakcije uravnotezuju zadanu vanjsku silu. Nakon izracunatih reakcija odabire
se smjer obilaZzenje oko resetke. U ovom primjeru odabire se smjer obilazenja u smjeru vrtnje
kazaljke na satu. Prvo se trazi ¢vor u kojem se sastaju samo dva Stapa. U ovom slucaju to su

¢vorovi 1 i /J, pa se odabire ¢vor 4 kao pocetni évor. UravnoteZzenjem &vora ./ dobivaju se sile

u Stapovima @i O (slika 14.).
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Slika 14.

Nakon uravnoteZenog ¢vora 7, uravnoteiuje se ¢évor . Iz évora .4 poznata je sila .57 koja se
nalazi i u &voru <. U &voru 2 treba obratiti paznju na smjer obilaZenja koji je odreden na
pocetku zadatka. Prvo se nailazi na silu .5%, zatim na nju nastavljamo silu od vanjskog

opteredenja te se zatvaranjem poligona sila dobivaju sile u $tapovima /i ¢ (slika 15.).
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Slika 15.

Sljededi ¢vor je évor 5 gdje Ce se zatvoriti poligon sila. U &voru je poznata sila u $tapu «, te

nepoznate sile u Stapu /i . Iz plana sila oditavaju se vrijednostisila /i & (slika 16.).
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Slika 16.

Zatim se prelazi na ¢vor /. U ¢voru / nepoznata je samo sila u Stapu ¢. Daljim crtanjem na

jedinstvenom M-C planu dobiva se i ocitava vrijednost sile u Stapu ¢ (slika 17.).

Slika 17.

UravnoteZenjem ¢&vora / dobivene su vrijednosti sila u svim $tapovima. Cvor /4’ moZe se
upotrijebiti kao kontrolni évor. UravnoteZenjem ¢vora /' Ce se pokazati je li grafitka
konstrukcija M-C plana sila ispravno provedena. U ¢voru /’sastaju se tri sile, sila u $tapu ¢, sila
u Stapu /i reakcija /% ako je €vor u ravnote?i te tri sile moraju tvoriti zatvoreni trokut sila, a

taj trokut sila vidljiv je u jedinstvenom M-C planu sila. Ako se trokut sila nije zatvorio,
napravljena je pogreska u prethodnom postupku. Medutim, ako su u pitanju greske prilikom
crtanja, nepreciznost u crtanju koje se gomilaju iz koraku u korak, na kraju se dobiva umjesto
tocke mali trokuti¢ koji se naziva trokutom greske. Ako je taj trokut greske toliko mali da se
moze zamijeniti tockom, nije potrebno ispocetka crtati jedinstven M-C plan sila, nego se taj
M-C plan sila smatra to¢nim za zadani nosac. Postoji mogucnost da je trokut greske veci, sto
znaci da se dogodila greska prilikom rjeSavanja te M-C plan sila nije to¢an za zadani nosac i

potrebno je ponovo rjesavati i crtati M-C plan sila.

Sa slike 17. vidi se da zadane sile (¢, /i /) zatvaraju trokut sila. MoZe se zakljuciti da je

jedinstven M-C plan sila za ovaj resetkasti nosac pravilno konstruiran.
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Slika 17.

3.3. CULMANNOV POSTUPAK

Culmannov postupak jedna je od metoda presjeka za pronalazenje sila. Metode presjeka

prihvatljive su za odredivanje sila samo u nekim Stapovima reSetkastoga nosaca.

Culmannov postupak je grafic¢ki postupak kod kojeg se uravnotezuju &etiri sile u ravnini. Cetiri
su sile u ravnotezZi ako rezultanta dviju sila lezi na pravcu odredenom rezultantom preostalih
dviju sila, te ako su te rezultante jednakoga intenziteta i suprotne orijentacije. Pravac na kojem
se nalaze rezultante naziva se Culmannovim pravcem. Culmannov pravac prolazi tockama u
kojima se sijeku po dvije sile. Culmannov postupak moguce je primijeniti u slu¢aju kada je
poznata jedna sila (poznat intenzitet i smjer djelovanja) i smjerovi djelovanja preostalih triju

sila za koje se traZi njihova vrijednost.

Ako je u nekom reSetkastom nosacu potrebno izracunati samo neke sile u Stapovima, u tom ce
se slucaju upotrijebiti Culmannov postupak. U Culmannovom postupku zamislja se da se
presijeCe nekoliko Stapova (medu tim Stapovima se nalaze i Stapovi u kojima je potrebno
pronaci sile) i time se reSetkasti nosa¢ razdvaja u dva dijela. Jednim se dijelom koristi u
odredivanju sila, dok se drugi dio odbacuje. Presjek mora biti takav da se kao nepoznanice
pojavljuju najvise tri sile. Za poznate sile se odreduje njihova rezultanta. Nepoznate se sile

odreduju iz uvjeta ravnoteze Cetiriju sila.

Kao primjer pronadi ¢e se sile u $tapovima , ¢ i ¢ u reSetkastom nosacu sa slike 6. Prvo je

potrebno odrediti reakcije u nosacu. Reakcije i sila vanjskoga optereéenja tvore trokut sila.
Nakon odredivanja reakcija gleda se koje se sile u nosacu traze, te kako ¢e se taj nosac presjedi.

U zadanom primjeru nosac se sijece kroz Stapove «Z, ¢ i ¢. Presjekom se nosa¢ podijelio na dva
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dijela. Sljedeci korak je taj da se mora odabrati jedan dio nosaca, a drugi se dio odbacuje.
Odabire se onaj dio na kojem je lakSe doc¢i do rjeSenja. U primjeru odabire se desni dio
presjeCenoga nosaca, dok se lijevi dio odbacuje. Na lijevom dijelu nosaca poznata je reakcija
A i koncentrirana sila u ¢voru . Te dvije sile potrebno je prvo zbrojiti i dobiti njihovu
rezultantu, te s tom rezultantom zapoceti Culmannov postupak za pronalaZenje sila u zadanim
Stapovima. Na desnom dijelu presje¢enoga nosaca kao vanjska sila pojavljuje se samo reakcija

/J, pa ne treba traZiti rezultantu viSe sila. Zbog toga je odabrani desni dio nosada, jer je

potreban jedan korak manje kod postupka pronalazenja sila (slika 18.).
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Slika 18.

Nakon sto je odabran dio na kojem ¢e se provoditi Culmannov postupak, potrebno je pronadi
dvije tocke kroz koje e prolaziti Culmannov pravac. Poznati su pravci djelovanja Cetiriju sila.

TraZe se sjecista dviju sila; ta su sjecista dvije tocke Culmannova pravca (slika 19.).
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Slika 19.

Dobiveni Culmannov pravac izdvaja se izvan nosaca. Na njega se postavljaju sile. Prvo se

postavlja poznata sila (iznos i smjer djelovanja), te se na poznatu silu (u ovom primjeru silu %)
postavlja pravac djelovanja sile koja se sjece sa prethodnom nanesenom silom (sila u Stapu ¢).
Vrijednost sile u Stapu ¢ se o€itava od kraja sile /~’pa do Culmannova pravca. Zatim se iz uvjeta
ravnoteZze Cetiriju sila dobivaju preostale dvije sile u Stapovima ¢Zi ¢. Na kraj sile .57, nanese se
pravac djelovanjassile .5, a na poletak sile /’nanese se pravac djelovanjasile .5. Zatvaranjem
poligona sila mogu se oditati vrijednosti sila .Sy i.5%. Na Culmannovu pravcu nalaze se dvije

rezultante koje su jednakoga intenziteta, ali suprotne orijentacije. |z toga se zakljuuje da su

ove Cetiri sile u ravnotefzi (slika 20.).
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Slika 20.
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4. GRAFICKO ODREDIVANJE POMAKA CVOROVA

Djelovanje opterecenja na neku konstrukciju izaziva deformacije u elementima konstrukcije i
pomake u usporedbi s pocetnim polozajem.

U redetkastim konstrukcijama deformacije se javljaju u $tapovima. Stapovi su aksijalno
optereceni i zbog toga ée doéi do pomaka ¢évorova konstrukcije.

Proracunom reSetkastih konstrukcija trazi se da se odrede pomaci nekih ¢vorova sistema, ili je
potrebno pronadi liniju pomaka cijeloga nosaca u nekom odredenom pravcu.

Za pronalazenje pomaka ¢vorova upotrebljavaju se dva postupka:
a. graficki postupak (Williotov plan pomaka),

b. analiticki postupak odreden pomocu relativnih kutova zaokreta Stapova u ¢voru
(Mohrova analogija).

U nastavku ée biti opisano pronalazenje pomaka ¢vorova grafickom metodom, odnosno
pojasnjenje Williotova plana pomaka.
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4.1. WILLIOTOV PLAN POMAKA

Djelovanja opterecenja u reSetkastim nosacima izazivaju deformacije Stapova. Deformacija
Stapa izaziva promjenu duljine Stapa. Ako Stap promjeni svoju duljinu, promijenit ¢e se i polozaj
¢vora na koji je vezan taj Stap. Odredivanje promjena poloZaja ¢vorova, odnosno pomaka
¢vorova reSetkastoga nosaca temelji se na crtanju plana pomaka iz poznatih promjena duljina

Stapova Al i pomaka susjednih évorova.

Na samom pocetku postupka potrebno je odrediti promjene duljine svih Stapova resetkastoga
nosaca. Pretpostavlja se da na promjenu duljine utje¢e samo djelovanje uzduzZne sile u Stapu,
dok se ostala djelovanja zanemaruju. Promjena duljine Stapa uzrokovana djelovanjem samo

uzduZne sile racuna se prema izrazu:

_Sily

gdje su:

S'; — sila u Stapu
l; —pocetna duljina $tapa prije djelovanja opterecéenja
£ — modul elasti¢nosti Stapa

A ;- povrsina popre¢nog presjeka Stapa

Odredivanje pomaka provodi se u tri koraka. U prvom koraku pomak ¢vora nastaje zbog
pomaka susjednih ¢vorova, odnosno Stapovi se translatiraju i rotiraju oko pomaknutih
susjednih ¢vorova. U drugom koraku potrebno je zarotirati Stapove oko susjednih ¢vorova zbog
djelovanja deformacija u Stapovima. U trecem koraku napravi se zbroj prvoga i drugoga koraka

kako bi se dobio konacan pomak ¢vora koji se trazi.

Pomodu primjera sa slike 21. biti ¢e prikazan postupak odredivanja pomaka jednoga ¢vora. Na

slici je prikazan jednostavan sistem, sastavljen od dva $tapa. Stapovi se spajaju u ¢voru .7, te u

tom ¢évoru djeluje sila iznosa /.
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Ravnotezom ¢&vora . moguée je dobiti sile u Stapovima /.51 2.5, Iz trokuta sila vidljivo je da je

sila u $tapu /.5 vlaéna, dok je sila u Stapu <5 tlacna (slika 21.).

1
\3 PD
/lp
5
Slika 21.
Iz poznatih vrijednosti sila u Stapovima te unaprijed zadanih geometrijskih karakteristika

Stapova moZe se izracunati produljenje, odnosno skraéenje Stapova pomodu izraza 3.

Uvrstavanjem vrijednosti u izraz 3 dobiva se produljenje Stapa /.5’ (A13) i duljina za koju ée se

skratiti Stap <5 (A23).

U &vorovima /i <’ poznati su pomaci, a potrebno je pronaci pomak tocke 7. U prvom koraku
se traZzi pomak ¢vora 7’ (63) koji je uzrokovan pomacima &vorova /i <. Kako bi se to grafi¢ki
prikazalo, zamisljeno je da je spoj $tapova u ¢voru 5 prekinut, te se Stapovi /.5 i 5
translatiraju za poznati pomak susjednih ¢vorova (61, 62). U stvarnosti su Stapovi i dalje spojeni

&vorom .7i zbog toga ih je potrebno zarotirati oko pomaknutih évorova (7 i < ) da bi se dobio

polozaj ¢vora ¥ (slika 22.).
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Slika 22.

U drugom koraku odredit ¢e se pomak ¢évora .5 zbog deformacije Stapova. Deformacije u
$tapovima pojavljuju se zbog produljenje ili skracenja $tapa. Na $tap /.5’ nanosi se produljenje

A13, a na Stap <5 stavlja se duljina skradenja A3. Nakon toga potrebno je opet zarotirati
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$tapove oko &vorova /i <, kako bi se poklopili njihovi krajevi u to¢ki ¥ . Zbog malih

deformacije i malih kutova rotacije krajevi Stapova opisuje male kruzne lukove. Kruzni lukovi
mogu se zamijeniti njihovim tangentama. 1z vrhova nanesenih duZina povlace se okomice na

pravce $tapova i u sjeciétu okomica dobiva se pomaknuti polozaj ¢vora .7 (.7 ) (slika 23.).

Slika 23.

Na kraju je potrebno pronaéi ukupan pomak ¢évora .. Kako su pomaci vektorske veli¢ine, tako
je ukupan pomak &vora 5 (83) jednak vektorskom zbroju pomaka dobivenih translacijom i

rotacijom. Grafic¢ki se to moze odrediti tako Sto se zbroje dobiveni vektori, a rezultanta je

konadan pomak ¢vora 3 (slika 24.).

Slika 24.

Ovaj postupak primjenjiv je za nosae s manjim brojem Stapova. Ako se traze pomaci u
reSetkastom nosacu s veéim brojem Stapova ovaj opisani postupak je mukotrpan i rezultati su
nepouzdani. Zbog toga postoji metoda odredivanja pomaka u kojoj se plan pomaka crta

neovisno o mjerilu slike nosaca. Moguce je odrediti ve¢e mjerilo i time su rezultati tocniji.

Primjer odredivanje na takav nacin biti ¢e prikazan na sistemu sa slike 21. Prvi korak je taj da

se proizvoljno odabere toc¢ka koja je zajednicka za 7, <, .5 &vor, pocéetni poloZaj koji se naziva

polom. Drugi korak je da se odabere prikladno mjerilo u kojem ¢e biti crtani vektori pomaka.

Iz pocetnoga poloZaja prvo se nanose vektori pomaka poznatih susjednih ¢vorova (61, 62). Kako
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bi se dobio pomak &3 potrebno je povuéi pravce na krajeve poznatih pomaka, pravce okomite
na $tapove /.7i <.5. Tamo gdje je do$lo do sjecista pravaca nalazi se to¢ka .7 i time je dobiven

pomak 63 koji je nastao zbog pomaka susjednih ¢vorova (slika 25.).

Slika 25.

Zatim se iz to¢ke .7 “nanose dobivene duljine produljenja, odnosno skraéenja Stapova. Duljine
se nanose u smjeru zadanih Stapova (Ai13i A23). Nakon nanesenih duljina produljenja, skraéenja
postavljaju se na krajeve pravci koji su okomiti na zadane Stapove. Sjeciste pravaca je tocka
7, odnosno pomak 83 s potetkom u .7 i zavréetkom u ¥, koji je dobiven zbog utjecaja

deformacija u Stapovima (slika 26.).

Slika 26.
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| na kraju je spojnica totaka .7i .5 ’ukupan pomak ¢vora .¥,nastao kao zbroj pomaka zbog

djelovanja pomaka susjednih ¢vorova i pomaka zbog djelovanja produljenja/skracenja Stapova

(slika 27.).

Slika 27.

4.2. WILLIOTOV PLAN POMAKA ZA KONZOLNE RESETKASTE NOSACE

Postupak crtanja plana pomaka moZe se primijeniti na konzolne reSetkaste nosace. U
konzolnim nosacima lako se moZe krenuti s rjeSavanjem. LeZajne se tocke nepomicne, pa se

time poklapaju s po¢etnom to¢kom, odnosno polom u planu pomaka.

Na slici 28.a. prikazan je jedan konzolni reSetkasti nosac na kojem ce biti objasnjeno dobivanje
pomaka ¢vorova. Prvo se mora odrediti mjerilo plana pomaka. U sljede¢em koraku potrebno
je izraCunati sile u svim Stapovima, te odrediti produljenja odnosno skracenja Stapova.
Vrijednost sila u Stapovima mogu se odrediti grafickom metodom ¢vorova. Nakon poznatih
vrijednosti sila u Stapovima racunaju se produljenja/skrac¢enja Stapova po izrazu 3. Na slici 28.b.

prikazane su veli¢ine produljenja (+) i skradenja (-) Stapova.
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Slika 28.
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Crtanje plana pomaka pocinje s &vorom (. Cvor (’je $tapovima /i <’ povezan s nepomiénim
¢vorovima 4 i /. Ako su ¢Evorovi 4 i /7’ nepomiéni, njihov je pomak jednak nuli i time se
poklapaju sa po¢etnom tockom, odnosno polom. Na pomak &évora ( utje€u samo promjene
duljine $tapova 7 i 2. U planu pomaka od podetne to¢ke nanose se promjene duljine $tapova
71 2 (A11 ;) koje leZze na pravcima paralelnim Stapovima /i <. Na krajeve vektora produljena
postavljaju se pravci koji su okomiti na $tapove /i <. Tamo gdje se sijeku ta dva pravca nalazi
se tocka (. Vektor s potetnom to¢kom pola i zavrsnom to¢kom ¢ konaéni je pomak évora (.
Nakon poznatoga pomaka €vora (' moze se odrediti pomak évorova /i /. Cvor /je $tapovima
i O vezan za ¢vorove 4 i (. 1z toCke 4 nanosi se produljenje $tapa .5’ (As), a iz to¢ke ('se
nanosi skracenje $tapa © (As). Zatim se postavljaju pravci koji su okomiti na zadane $tapove,
sjeciste tih pravaca pokazuje mjesto pomaka évora /. Sljedeéi évor kojem se trazi pomak je
¢vor /. Pomak ¢vora /i na kraju ¢vora / 'traZi se na jednak nacin kao i kod ¢vorova koji su

prethodno opisani. Na slici 29. prikazan je cijeli Williotov plan pomaka za zadani primjer.

Slika 29.

Iz Williotova plana pomaka moze se lako ocitati vrijednost vektora pomaka za svaki ¢vor zadane
reSetke. Pomak nekog Cvora iskazuje se vektorom pomaka sa pocetnom tockom u polu i
zavrsnom tockom za koju se traZzi pomak. Naravno, ocitana vrijednost pomaka nije konacna
vrijednost jer je plan pomaka crtan u nekom mijerilu, pa je to€na vrijednost ona vrijednost koja

se dobiva proracunom u zadanom mijerilu.
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4.3. WILLIOTOV PLAN POMAKA ZA GREDNE RESETKASTE NOSACE

Williotov plan pomaka za gredne reSetkaste nosace nije moguce crtati odmah, nego je
potrebno postaviti neku pretpostavku da bi se moglo poceti s crtanjem plana pomaka. Gredni
reSetkasti nosac oslonjen je na dva lezajeva. Jedan je lezaj nepomican; zna se da on nema
pomaka te da se ta tocka poklapa s polom u planu pomaka. Drugi je lezaj pomican lezaj; za
njega se zna da ima mogu¢ pomak u smjeru dopustenoga pomaka prikazanoga na lezaju. Za
odredivanje Williotova plana pomaka potrebna su dva poznata pomaka ¢vora da bi se moglo
krenuti u rjeSavanje, sto u grednom nosacu nije slucaj, pa treba prije pocetka rjeSavanja uvesti

neku dodatnu pretpostavku.

U nastavku ce biti rijeSen i objasSnjen zadatak odredivanja pomaka ¢vorova (slika 30.). Tijek
rieSavanja zadatka zapocinje pronalazenjem reakcija sistema. Nakon $to se odrede reakcije
sistema potrebno je pronadi sile u svim Stapovima grednoga reSetkastoga nosaca. U sljede¢em
koraku potrebno je izraCunati promjene duljine Stapova po poznatom izrazu 3. Nakon
odredenih promjena duljina Stapova potrebno je odrediti mjerilo u kojem e se crtati Williotov

plan pomaka.

B & STAP Ai {em)

_ ] 1 - 0.006

/ \E / { 2 + 0.004

A = = D 3 -0.009
lv 4 +0.006

5 +0.006

6 +0.004

7 - 0.006

Slika 30.

Crtanje zapocinje ¢vorom 4, te se uvodi pretpostavka za $tap 4/ Stap 4/ zadrZava svoj
poloZaj i nakon deformacije $to znadi da évor Z'ima samo horizontalan pomak koji je jednak
produljenju $tapa -7/ (A;). Kada su poznati pomaci &vorova 4 (4 )i /' (/") moguce je
odrediti pomak ¢vora /. Iz pola, poletne tocke na planu pomaka nanose se promjena duljine
Stapa / (A1), te iz totke pomaka €vora / (/) nanosi se produljene $tapa 7 (As). Okomicama
na produljenja dobiva se poloZaj pomaka &vora /7( /). Sljedeéi évor u kojem se trazi pomak

je ¢vor . Cvor (spojen je $tapovima i & za ¢vorove u kojima su poznati pomaci.
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Nanosenjem promjene duljine Stapova (A3 i As) i postavljenjem okomica na njih dobiva se

polozaj pomaka ¢vora C'(¢"). Na isti natin dolazi se i do pomaka &vora [ (1) (slika 31.).

Slika 31.

Sa slike 31. vidi se da su pronadene sve totke pomaka u planu pomaka ( 4,2, , /0 ).
Vektori povudeni iz pola ¢’ do traZenih to¢aka pomaci su odgovarajuéih évorova reSetke (pravac

i iznos pomaka). Nanosedi ih na nosac u toénom mjerilu, moZe se iscrtati deformirani oblik

nosaca koji je nastao zbog opterecenja.

Deformirani oblik reSetke ne zadovoljava uvjet lezaja /2. U leZaju //moguc je samo pomak po
horizontalnom pravcu, a na slici 31. vidi se da postoji i pomak u vertikalnom smjeru. To se
dogodilo zbog uvodenja dodatne pretpostavke za $tap .7/ koja je ocito bila pogre$na. Zbog
pogresne, odnosno netocne pretpostavke potrebno je napraviti korekciju plana pomaka kako

bi se zadovoljio uvjet leZaja /.

Korekcija se vrsi tako da je deformiranu reSetku potrebno zarotirati oko nepomiénog ¢évora 4.
Redetka se rotira sve dok to¢ka / ne dode na horizontalan poloZaj u kojem vide ne postoji

vertikalan pomak. Rotiranje reSetke prouzrocilo je neke dodatne pomake i ostalih ¢vorova
reSetke. ZakljuCuje se da crtanjem Williotova plana pomaka nije zavrsio zadatak, te da to nisu
konacni pomaci ¢vorova. Konacni pomaci ¢vorova dobivaju se kao vektorski zbrojevi pomaka

nastalih rotiranjem resetke i pomaka iz Williotova plana pomaka.
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Stvarni pomaci ¢vorova jako su mali u odnosu na duljine Stapova, odnosno na veli¢inu cijeloga
nosaca, pa je iz tog razloga deformirani oblik reSetke jako slican nedeformiranom obliku
nosaca. Iz te Cinjenice proizlazi da se dodatan pomak ¢vora //rotirajuéi oko tocke 4, rotirao
po pravcu koji je okomit na pravac .7/ /. Isto tako se sve tocke ¢vorova rotiraju po pravcima koji
su okomiti na pravac koji prolazi tockom 7 i to¢kom koja se rotira. Rotacijom oko iste tocke sve
veli¢ine pomaka su proporcionalne radijusima rotacije. |z toga slijedi da je traZzeni pomak tocke

V2, ’jednak vertikalnoj komponenti vektora pomaka D—D; koji je na Williotovom planu pomaka

oznalen kao vektor OD’. Na identi¢an nacin odreduje se pomaci svih ostalih to¢aka kojima je

uzeto da je vektor OD” jednak vertikalnoj komponenti vektora OD’ na Williotovom planu
pomaka. Preostale pomake ¢vorova nastale zbog zaokretanja reSetke rjeSava se tako da se

ucrtava figura 0 C" '/ "/ koja je geometrijski sli¢na figuri .4/ "//), ali zaokrenuta

za 90° u odnosu na pravi poloZaj reSetke. Vektori B0, C""O, E"0 i DO oznacuju pomake

¢vorova /4,(, /) /)  nastale rotacijom deformirane reSetke. Ti vektori proporcionalni su i

okomiti na radijuse rotacije Sto proizlazi iz geometrijske sli¢nosti i zaokrenutosti figura za 90-.

Slika 32.

Na slici 32. mogu se ocitati vektori konacnih pomaka ¢vorova. Konac¢ni pomaci ¢vorava su

vektori BB’ , C"'C' , E"E" i D”D’. Preno3enjem vektora pomaka u odredenom mijerilu na
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nedeformirani nosac, dobiva se kona¢na deformirana figura grednoga reSetkastoga nosaca. Na

deformiranome nosacu vidi se da su oba leZajna uvjeta ispunjena. Cvor 4 nije se pomaknuo, a

¢vor //se pomaknuo samo po horizontalom pravcu.
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5. PRIMJER

U primjeru na slici je potrebno pronadi sile u svim Stapovima reSetkastoga sistema, te pronadi
pomake ¢vorova sistema. ReSetkasti sistem je staticki neodreden te ée se sile u Stapovima resetke
dobiti pomoc¢u metode sila (jednadZbe kompatibilnosti), a medukoraci pronalaZzenja sila i na kraju

konacno rjesenje ¢e biti napravljeno grafickom metodom Maxwell-Cremoninim planom sila.

p ; <

300

K <

L 400 400

#

-~

Jo
+

5.1. SILE U STAPOVIMA RESETKASTOGA NOSACA
Na reetkasti nosac djeluje koncentrirana sila u €voru iznosa P = 125 kN. Stapovi u to¢kama 7 i 2 se

medusobno mimoilaze. Svi Stapovi imaju jednake dimenzije poprecnoga presjeka i jednake module
elasti¢nosti (EA = 500 000 kN).
U prvome koraku potrebno je odrediti stupanj staticke odredenosti. Na prvi pogled nosac izgleda
staticki odreden prema rasporedu i broju vanjskih veza, ali reSetkasti nosaci trebaju zadovoljiti izraz
za minimalan broj zglobnih Stapova (izraz 2) koji glasi; broj Stapova je jednak dvostrukom broju
¢vorova. Iz toga slijedi da je minimalan broj stupnjeva slobode za ravninski reSetkasti sistem:
Smin=2n—b
Ako se pomicni lezajevi zamijene istovrijednim spojevima s podlogom u obliku zglobnog Stapa, broj
Stapova jednak je 14, a broj ¢vorova 6, te se iz toga dobije da je S5,,,;,=— <, 5to znaci da je sistem
dva puta static¢ki neodreden. U sljede¢em koraku je potrebno raskinuti dva Stapa koji omogucavaju
uzduZzni pomak jednoga od razdvojenih dijelova u odnosu na drugi, ali da ne dopustaju medusobni

popre¢ni pomak i medusobni kut zaokreta. Stapovi ostaju na sistemu, ali oni ne mogu prenijeti

uzduznu silu. Nakon toga dobije se osnovni sistem koji je staticki odreden i geometrijski
nepromjenjiv.

Osnovni sistem koji je odabran za ovaj primjer prikazan je na sljedecoj stranici.
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U sljede¢em koraku potrebno je izracunati vrijednosti sila u Stapovima osnovnoga sistema za

vanjsko opterecenje. Prvo se pomodéu Culmannova postupka dobiju reakcije lezajeva te se nakon

toga krece u ravnotezu ¢vorova kako bi se dobile vrijednosti sila u Stapovima sistema.

]

Reakcije sistema (Culmannov postupak)

M., 1 cm =100 kN

sila

Ocitane vrijednosti
A=46.9 kN
B=125 kN
C=46.9 kN
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Sile u Stapovima sistema (Maxwell-Cremonin plan sila)

Mg, 1 cm =100 kN
q
1 b 2 c ;
P C
a g h d
A |
A R R
A
Cvor A
Ocitane vrijednosti
Sa=46.9 kN
SalA Sf=0 kN 46.9 kN
(vlak)
Cvor1
Ocitane vrijednosti
S Sg=78.1 kN
Asaw $b=62.5 kN
Sb
Cvor 3 62.5 kN
(tlak)
Se Ocitane vrijednosti
. Si=46.9 kN 78.1 kN
Asa[ g Se=62.5 kN
P Sb
D (tlak)
Cvor 2

Ocitane vrijednosti
Sc=0 kN
Sh=78.1 kN
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Cvor B 62.5 kN
(tlak)

Ocitane vrijednosti

ASa Sd Sd=46.9 kN

= (tlak)

Uravnotezenjem c¢vora B dobile su se vrijednosti sila u svim Stapovima, a time i dijagram uzduznih

sila (Vy) za osnovni sistem opterecen vanjskim optereéenjem.

62.5 kN =
(tlak)

78.1 kN
(tlak)

78.1 kN
(tlak)

46.9 kN
(vlak)

62.5 kN
D (tlak)

Dijagram uzduZnih sila N,

Nadalje se traze vrijednosti sila u Stapovima na osnovnom sistemu od opterecenja jedini¢nim silama
na mjestima raskinutih Stapova. Kako se pojavljuje par jedini¢nih sila suprotne orijentacije, jedini¢ne
sile ne mijenjanju ravnotezu sistema, pa nema ni reakcija, odnosno vrijednosti reakcija jednake su
nuli. Prvo se traZe vrijednosti sila u Stapovima sistema samo za optereéenje X;=1, te se dobije
dijagram uzduznih sila 72,. Nakon Sto se dobije dijagram 7, traZi se dijagram n., na sistemu koji je

optereéen samo X,=1.
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Sile u Stapovima sistema za X;=1 (Maxwell-Cremonin plan sila)

Mg, 10cm =1kN

Cvor 2

s
Sf

Cvor 1

Cvor 3

Ocitane vrijednosti
Sf=0.8 kN
Sa=0.6 kN

Ocitane vrijednosti
Sb=0.8 kN
Sg=1 kN

0.8 kN

Ocitane vrijednosti
Si=0.6 kN
Se=0 kN

0.8 kN
(tlak)
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Ako je sila u Stapu e jednaka nuli onda su i sile u Stapovima d i i jednake nuli, a to povlaci da je i sila
u Stapu ¢ jednaka nuli. RavnoteZzom ¢vora 3 dobile su se sve vrijednosti sila u Stapovima sistema.

0.8 kN —_—
(tlak)

1kN
(vlak)

0.8 kN
— (tlak)

Dijagram uzduznih sila 7,

/!x2=1
Ai( E f 3 e BJ<”

Sile u Stapovima sistema za X,=1 (Maxwell-Cremonin plan sila)

Mg, 10 cm =1 kN
~ 0.8kN —
Cvor C ( (tlak)
Sc Ocitane vrijednosti
sdl Sc=0.8 kN
2 Sd=0.6 kN 0.6 kN
(tlak)

Cvor B

Q
Sc Ocitane vrijednosti
Sdlgz Se=0.8 kN
n Sh=1 kN
= (tlak)
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Cvor 2 08kN

Sc Ocitane vrijednosti

sd Si Se=0.6 kN
s Sb=0 kN 0.6 kN

(tlak)

0.6 kN
(tlak)

0.8 kN
= (tlak)

Sila u Stapu b jednaka je nuli te kako bi €vor 7 bio u ravnotezi, sile u Stapovima a i g isto trebaju biti
nula. Prema tome je i sila u $tapu f jednaka nuli.
RavnoteZzom c¢vora 2 dobile su se sve vrijednosti sila u Stapovima, a time i dijagram uzduznih sila

(n2) od jediniénog opterecenja X;.

0.8kN —

0.6 kN
(tlak)

0.8 kN
= (tlak)

Dijagram uzduznih sila n

U sljede¢em je koraku potrebno pronaci stvarne vrijednosti sila u raskinutim Stapovima (X; i X,).
Potrebne su dvije jednadzbe kompatibilnosti koje zajedno Cine sustav jednadzbi iz kojeg se mogu
odrediti nepoznate sile. Jednadzbe kompatibilnosti su:

& X1 +6.,%+86,,=0

8,1 X1 +8,,X,+6,,=0

U jednadzbama se nalaze koeficijenti popustljivosti (6, ;, 8, ,, 8,,, 6, ,) i slobodni Elanovi (6, , 6, )

koji se obicno izraCunavaju prema izrazima
7 ¢ : 1%
61.’],:14? kzinj,kni’klk 1 61’0714? k;NO,kni,klk’

ali ovdje ¢e biti odredeni pomocu Williotovih planova pomaka.
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Koeficijenti popustljivosti dobiveni iz Williotova plana pomaka

0.8 kN —_—
(tlak)

0.8 kN
— (tlak)

Dijagram uzduznih sila n,

STAP VRIJEDNOSTI SILA U STAPOVIMA (kN) PROMJENE DULJINE STAPA (m)
a 0.6 kN (tlak) -1.8/EA
f 0.8 kN (tlak) -3.2/EA
b 0.8 kN (tlak) -3.2/EA
g 1.0 kN (vlak) +5.0/EA
i 0.6 kN (tlak) s -1.8/EA

30 A Al

/ A b,
2| 1| //
O B g S F S —

_ 123
11 (W)= =5
62,2 (W) = 61,1(W)(centraInosimetrifian sistem) = ]A2E3
1.1
6,,=6,,=8,,(W)= “AE

Williotovi planovi crtani su za reSetkasti sistem u kojem nema raskinutih Stapova. No, kao Sto je
receno, ti su Stapovi ostali u sistemu, a koeficijenti popustljivosti izrazavaju relativne pomake u

tockama prekida. Zbog toga koeficijentima &, (W) i §, ,(W) treba dodati promjene duljina raskinutih
Stapova zbog jedinicnih sila:

81,(1) = };5 - At
8,,(1) = 1AZE5 -
pasu
8,1 =6, (W) +8,,(1) =1A7\7I.53
6,,=8,,(W) +5,,(1) = 1,Z|.53
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Slobodni ¢lanovi 62.5 kN

46.9 kN
(vlak)

62.5 kN
= (tlak)

Dijagram uzduznih sila NV,

3TAP VRIJEDNOSTI SILA U STAPOVIMA (kN) ~ PROMJENE DULJINE STAPA (m)

a 46.9 kN (vlak) +140.7/EA
f 0.0 kN 0.00

b 62.5 kN (tlak) -250.0/EA
g 78.1 kN (tlak) -390.5/EA
e 62.5 kN (tlak) -250.0/EA
i 46.9 kN (vlak) +140.7/EA
c 0.0 kN 0.00

d 46.9 kN (vlak) +140.7/EA
h 78.1 kN (tlak) -390.5/EA

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u jednadzbe kompatibilnosti i rjeSavanjem sustava jednadzbi

dobivaju se nepoznate veli¢ine X; i X,.
X;=19.5
X;,=19.5

Dobivene vrijednosti su konacne vrijednosti sila u Stapovima zadanog sistema na mjestu raskinutih
veza. Posljedni korak je taj da se odrede sile u svim ostalim Stapovima zadanog sistema.

Kako je zadani sistem u odnosu na podlogu staticki odreden i kako reakcije ovise samo o vanjskim
opterecenjima, reakcije zadanoga sistema i reakcije osnovnoga sistema opterecenoga samo

vanjskim opterecenjima su jednake vrijednosti.
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Sile u svim Stapovima sistema (osim raskinutih) odredit ¢e se pomocéu M-C plana sila na osnovnom
sistemu opterecenom silom P te silama X; i X, s vrijednostima 19.5 kN. Taj je sistem u istom

statickom stanju kao zadani neodredeni sistem

Mg, 5cm =10kN
(obilazenje oko resetke : ¢vor A, ¢vor 1, ¢vor 3, ¢vor 2, ¢vor B, ¢vor C (kontrolni ¢vor)) 19.5
Sf Se B
sg Si C
Sa Sh sd
A
19.5
P Sb Sc
19.5

Ocitane vrijednosti sila u Stapovima
Sa =35.2 kN (vlak)
Sf =15.7 kN (tlak)
Sb =78.2 kN (tlak)
Sg = 58.6 kN (tlak)
Se =78.2 kN (tlak)
Si =23.4 kN (vlak)
Sc =15.7 kN (tlak) A 157 kN
Sd = 35.2 kN (vlak) (tlak)
Sh =58.6 kN (tlak) \ \

L (tlak) (tlak)

Konacni dijagram uzduznih sila N
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5.2. POMACI CVOROVA RESETKASTOGA NOSACA

VAN e
A

STAP VRIJEDNOSTI SILA U STAPOVIMA (kN) PROMIJENE DULJINE STAPA (mm)
a 35.2 kN (vlak) +0.21
f 15.7 kN (tlak) -0.13
b 78.2 kN (tlak) -0.63
g 58.6 kN (tlak) -0.56
e 78.2 kN (tlak) -0.63
i 23.4 kN (vlak) +0.14
c 15.7 kN (tlak) -0.13
d 35.2 kN (vlak) +0.21
h 58.6 kN (tlak) -0.56
i 19.5 kN (vlak) +0.19
k 16.5 kN (vlak) +0.19

Pretpostavke
a. cCvor 3 je nepomican cvor,
b. Stapf zadrZava horizontalan poloZaj (pomak ¢vora A jednak je promijeni duljine Stapa f).

1|
Cr———- =
Q i 7

M I1mm=10cm

pomaka
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Crtanjem Williotova plana pomaka nisu dobiveni konacni pomaci ¢vorova. Kod lezaja 4 ispunjen je
rubni uvjet, dok kod leZajeva 5 i C rubni uvjeti nisu ispunjeni. Potrebno je napraviti korekciju plana
pomaka kako bi se ispunili rubni uvjeti.

U prvom ce se koraku zadovoljiti rubni uvjet u lezaju 5. Potrebno je cijeli sistem pomaknuti udesno
(translacija u horizontalnom smjeru) tako da lezaj B dotakne vertikalan pravac. U Williotovu planu
pomaka potrebno je naznaditi da je B novi pol O ( rubni uvjet leZaja B - horizontalan pomak
jednak je nuli). To¢ka A se moZze pomicati samo po horizontalnom pravcu, paje A” " na vertikali kroz
0. Ukupni pomak totke 4 je A" "A’; to je zbroj pomaka 04  zbog produljenja $tapa i pomaka
A’ 0 koji je jednak horizontalnoj komponenti pomaka kojim je leZaj B doveden u svoj vertikalan
polozaj.

U drugom ce se koraku zadovoljiti rubni uvjet lezaja C'. Potrebno je zarotirati sistem oko tocke
(srediste rotacije) u kojoj se sijeku vertikalni pravac kroz to¢ku 4 (okomica na moguci pomak u
lezaju A) i horizontalni pravac kroz to¢ku 5 (okomica na moguéi pomak u lezaju B). U Williotovu
planu pomaka srediSte rotacije se nalazi malo ispod novoga poloZaja lezaja A, odnosno u novom
polu O’ = B . Rotirani poloZaj C’~ totke C je u sjeci$tu pravca kroz 0" okomito na spojnicu tocaka A
i C' u resetki (pri rotaciji oko 4 (oko tocke neznato ispod 4) tocka C' putuje po okomici na spojnicu s
to¢kom A) i horizontalnoga pravca kroz to¢ku C” (pomak lezaja C' mogué je samo po horizontalnom
pravcu); pomak tocke C je C"'C . Rotirani polozaj 3~ tocke 3 je u sjecistu pravca kroz O koji je
okomit na spojnicu todaka 4 i 3 u reetki (putanja tocke 3 pri rotaciji oko toc¢ke A4) i pravca kroz C”’
koji je okomit na spojnicu tocaka C' i 3 u resetki (putanja tocke 3 pri rotaciji oko tocke C'). Rotirani
poloZaj 7"~ tocke 7 je u sjeci$tu pravca kroz O  koji je okomit na spojnicu toéaka A4 i 7 u resetki i
pravca kroz 3~ koji je okomit na spojnicu tocaka 3 i7 u resetki. Rotirani poloZaj 2 tocke 2 je u
sjeci$tu pravca kroz O’ koji je okomit na spojnicu tofaka A i 2 u redetki i pravca kroz 7" koji je
okomit na spojnicu tocaka 7 i 2 u redetki i rotirani poloZaj B~ toc¢ke B je u sjeci$tu pravca kroz O’
koji je okomit na spojnicu to¢aka 4 i B u reSetki i pravca kroz C” " koji je okomit na spojnicu tocaka
BiC uresetki.

Pomak svake tocke reSetke jednak je vektoru koji ima pocetak u tocki s dvije crtice i zavrSetak u

tocki s jednom crticom.
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AutoCAD SHX Text
A ispunjen je B i C rubni uvjeti nisu ispunjeni. Potrebno je napraviti korekciju plana C rubni uvjeti nisu ispunjeni. Potrebno je napraviti korekciju plana B. Potrebno je cijeli sistem pomaknuti udesno B dotakne vertikalan pravac. U Williotovu planu B' novi pol O'( rubni uvjet ležaja B - horizontalan pomak O'( rubni uvjet ležaja B - horizontalan pomak B - horizontalan pomak A se može pomicati samo po horizontalnom pravcu, pa je A'' na vertikali kroz A'' na vertikali kroz O'. Ukupni pomak točke A je A''A'; to je zbroj pomaka OA' zbog produljenja štapa i pomaka A je A''A'; to je zbroj pomaka OA' zbog produljenja štapa i pomaka A''A'; to je zbroj pomaka OA' zbog produljenja štapa i pomaka OA' zbog produljenja štapa i pomaka A''O koji je jednak horizontalnoj komponenti pomaka kojim je ležaj B doveden u svoj vertikalan B doveden u svoj vertikalan 

AutoCAD SHX Text
C. Potrebno je zarotirati sistem oko točke A (okomica na mogući pomak u A) i horizontalni pravac kroz točku B (okomica na mogući pomak u ležaju B). U Williotovu B (okomica na mogući pomak u ležaju B). U Williotovu B). U Williotovu A, odnosno u novom O'= B'. Rotirani položaj C'' točke C je u sjecištu pravca kroz O' okomito na spojnicu točaka A B'. Rotirani položaj C'' točke C je u sjecištu pravca kroz O' okomito na spojnicu točaka A C'' točke C je u sjecištu pravca kroz O' okomito na spojnicu točaka A C je u sjecištu pravca kroz O' okomito na spojnicu točaka A O' okomito na spojnicu točaka A A C u rešetki (pri rotaciji oko A (oko točke neznato ispod A) točka C putuje po okomici na spojnicu s A (oko točke neznato ispod A) točka C putuje po okomici na spojnicu s A) točka C putuje po okomici na spojnicu s C putuje po okomici na spojnicu s A) i horizontalnoga pravca kroz točku C' (pomak ležaja C moguć je samo po horizontalnom C' (pomak ležaja C moguć je samo po horizontalnom C moguć je samo po horizontalnom C je C''C'. Rotirani položaj 3'' točke 3 je u sjecištu pravca kroz O' koji je C''C'. Rotirani položaj 3'' točke 3 je u sjecištu pravca kroz O' koji je 3'' točke 3 je u sjecištu pravca kroz O' koji je 3 je u sjecištu pravca kroz O' koji je O' koji je A i 3 u rešetki (putanja točke 3 pri rotaciji oko točke A) i pravca kroz C'' 3 u rešetki (putanja točke 3 pri rotaciji oko točke A) i pravca kroz C'' 3 pri rotaciji oko točke A) i pravca kroz C'' A) i pravca kroz C'' C'' C i 3 u rešetki (putanja točke 3 pri rotaciji oko točke C). Rotirani 3 u rešetki (putanja točke 3 pri rotaciji oko točke C). Rotirani 3 pri rotaciji oko točke C). Rotirani C). Rotirani 1'' točke 1 je u sjecištu pravca kroz O' koji je okomit na spojnicu točaka A i 1 u rešetki i 1 je u sjecištu pravca kroz O' koji je okomit na spojnicu točaka A i 1 u rešetki i O' koji je okomit na spojnicu točaka A i 1 u rešetki i A i 1 u rešetki i 1 u rešetki i 3'' koji je okomit na spojnicu točaka 3 i 1 u rešetki. Rotirani položaj 2'' točke 2 je u 3 i 1 u rešetki. Rotirani položaj 2'' točke 2 je u 1 u rešetki. Rotirani položaj 2'' točke 2 je u 2'' točke 2 je u 2 je u O' koji je okomit na spojnicu točaka A i 2 u rešetki i pravca kroz 1'' koji je A i 2 u rešetki i pravca kroz 1'' koji je 2 u rešetki i pravca kroz 1'' koji je 1'' koji je 1 i 2 u rešetki i rotirani položaj B'' točke B je u sjecištu pravca kroz O' 2 u rešetki i rotirani položaj B'' točke B je u sjecištu pravca kroz O' B'' točke B je u sjecištu pravca kroz O' B je u sjecištu pravca kroz O' O' A i B u rešetki i pravca kroz C'' koji je okomit na spojnicu točaka B u rešetki i pravca kroz C'' koji je okomit na spojnicu točaka C'' koji je okomit na spojnicu točaka B i C u rešetki. C u rešetki. 
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Korekcija Williotova plana pomaka (konaéni pomaci ¢vorova)

Deformirani oblik resetkastoga nosaca

Duljina pomaka hvatista sile /2 ocitava se iz Williotova plana pomaka gdje je napravljena korekcija.

Hvatiste sile 7 nalazi se u &voru 7. Duljina pomaka ¢vora 7 je d(7 ", 7') = 1.6 mm. Horizontalna
komponenta je neznatno kraca (analiticko je rjeSenje 1.568 mm), jer je vertikalna komponenta

razmjerno mala (pa je korijen zbroja kvadrata horizontalne i vertikalne komponente gotovo jednak

horizontalnoj komponenti).
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AutoCAD SHX Text
P očitava se iz Williotova plana pomaka gdje je napravljena korekcija. P nalazi se u čvoru 1. Duljina pomaka čvora 1 je d(1'', 1') = 1.6 mm. Horizontalna 1. Duljina pomaka čvora 1 je d(1'', 1') = 1.6 mm. Horizontalna 1 je d(1'', 1') = 1.6 mm. Horizontalna 1'', 1') = 1.6 mm. Horizontalna 1') = 1.6 mm. Horizontalna 


6. ZAKLJUCAK

U ovom radu su objasnjeni neki graficki postupci rjeSavanja ravninskih reSetkastih nosaca.
Graficki postupci koji su objasnjeni su metoda ¢vorova, Maxwell-Cremonin plan sila i
Culmannov postupak. U svakom grafickom postupku osim teorijskog objasnjenja rijeSen je i
jednostavan primjer. Isti tip reSetkastoga nosaca rijeSen je posebno svakom navedenom
metodom. Kod rjeSavanja reSetke, odnosno traZzenja sila u Stapovima pojedinom metodom,
dobile su se jednake vrijednosti sila u Stapovima. MozZe se zakljuciti da su navedene metode

toCne i da prikazuju realna rjeSenja sistema.

Graficki postupci primjenjivi su za konacno rjesavanje samo staticki odredenih konstrukcija sto
im je nedostatak, ali oni daju zornost, jednostavnost, preglednost te se brzo moze dodi do

rieSenja Sto im je velika prednost.

Graficko odredivanje pomaka ¢vorova reSetkastoga sistema prikazano je pomoc¢u Williotova
plana pomaka. Iz Williotova plana pomaka mozZe se odrediti i vidjeti deformirani oblik

reSetkastoga sistema pod opterecenjem.
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Graficki postupci rjeSavanja ravninskih reSetkastih nosaca
Sazetak

U radu su prikazane graficke metode nalazenja vrijednosti sila u svim ili samo u nekim
Stapovima ravninskih resSetkastih nosaca (metoda cvorova, Maxwell-Cremonin plan sila,
Culmannov postupak) i odredivanja pomaka ¢vorova tih nosaca (Williotov plan pomaka). U
drugom su dijelu rada graficki postupci primijenjeni u rjeSavanju neodredenog sistema

metodom sila.

Klju€ne rijeci: reSetkasti nosaci, metoda c¢vorova, Maxwell-Cremonin plan, Culmannov

postupak, Williotov plan

Graphical methods for plane trusses
Abstract

Graphical methods for determining the values of forces in all or in same bars of a truss (method
of joints, Maxwell-Cremona diagram, Culmann procedure) and for determining displacements
of their joints (Williot diagram) are described. In the second part graphical procedures were

applied in solving an indeterminate system by the method of forces.

Keywords: truss girder, method of joints, Maxwell-Cremona diagram, Culmann procedure,

Williot diagram
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