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SAZETAK RADA:

Ovaj rad obraduje posmik u otvorenim popre¢nim presjecima, pruzajuéi sveobuhvatnu analizu
njegovih teorijskih osnova, metoda proracuna i prakti¢nih implikacija. U radu su dane osnovne
pretpostavke kod posmika kod otvorenih taknostijenih presjeka, definiranjem i objas$njenjem
tehnika izra¢una. Matematic¢ke korelacije i ilustracije podrZavaju ove pretpostavke.
Jednostavniji geometrijski oblici sluze kao primjeri, vizualno demonstrirajuci lokacije smicanja
pomocu formula i vizualnih prikaza. U radu se zatim istrazuje proracun sredista posmika u
simetri¢nim 1 nesimetri¢énim otvorenim presjecima. Numericki primjeri ilustriraju odredivanje
posmika u razli¢itim presjecima, popraceni grafickim prikazima koji prikazuju odnos izmedu
udaljenosti sredista posmika i1 proizvoljnog parametra poprecnog presjeka. Ovo istrazivanje
produbljuje razumijevanje ponasanja posmicnih strujanja u otvorenim presjecima, nudeci
inZenjerima 1 istraziva¢ima teoretsko znanje, metodologiju izrauna i prakticne primjene za

analizu sredista posmika.

Kljuéne rijeci: srediste posmika, tankostijeni presjek, otvoreni presjek, simetrija, nesimetrija

ABSTRACT:

This research paper investigates shear flow in open sections, providing a comprehensive
analysis od its theoretical foundations, calculation methods, and practical implications. It begins
by outlining the assumptions and characteristics of shear flow, by definig and explaining its
calculation techniques. Mathematical correlations and illustrations support these assumptions.
Simpler gometric figures serve as examples, visually demonstrating shear flow using formulas
and visuals. The paper then explores shear flow calculations in both symmetrical and non-
symetrical open sections. Numerical examples illustrate the determination of shear flow in
different sections, accompanies by graphical representations depicting the relationship between
shear flow distance and an arbitrary parameter. This research deepens the understanding of
shear flow behavior in open sections, offering engineers and researchers theoretical knowledge,

calculation methodologies, and practical applications for shear flow analysis.

Key words: shear flow, thin cross-section, open cross-section, symmetric, non symmetric
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1. UvVOD

Otpornost materijala, znanost koja kao grana primijenjene mehanike predstavlja vezu izmedu
primjerice matematike i fizike sa konkretnim tehni¢kim disciplinama kao $to su npr. metalne
ili drvene konstrukcije, sa jako velikom vaznosti u obrazovanju inzenjera.

Otpornost materijala uglavnom se bavi problematikom ¢vrstoce, krutosti i stabilnosti pojedinih
dijelova tehnickih konstrukcija od ¢vrstog deformabilnog materijala, odnosno njihovim
dimenzioniranjem.

Cvrsto¢a konstrukcije predstavlja sposobnost preno$enja optereéenja bez pojave loma.

Krutost konstrukcije predstavlja otpornost konstrukcije na deformiranje (promjena oblika i
volumena).

Stabilnost konstrukcije je sposobnost konstrukcije i njenih elemenata da pod zadanim
optere¢enjem zadrze prvotni oblik elasti¢ne ravnoteze

Kao osnova za razmatranje u teorijskoj mehanici uvodi se model krutog, nedeformabilnog tijela
na kojemu se izvode principi statike i dinamike. Medutim zbog djelovanja raznih utjecaja sva
se realna tijela deformiraju pa je potrebno naéi vezu izmedu vanjskih sila, oblika tijela i vrste
materijala s naprezanjima i deformacijama tijela.

Prema tome, teorijska se, kao i eksperimentalna ispitivanja provode na modelu Stapa izradenog
od homogenog, izotropnog i elasti¢cnog materijala.

Homogenost je svojstvo tijela (materijala) da ima jednaku gustoéu u svakoj tocki (u svim
dijelovima volumena)

Izotropija je svojstvo tijela (materijala) da u svim smjerovima ima jednaka fizikalna svojstva.

Elasti¢nost je svojstvo ¢vrstih tijela (materijala) da pod utjecajem vanjske sile mijenjaju svoj
oblik ili volumen i da se, nakon prestanka njezinog djelovanja, vracaju u prvotan oblik.
Povezanost naprezanja i deformacije tijela opisuje Hookeov zakon.

PETAR PRIMORAC 0082061750
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2. OPCI SLUCAJ SAVIJANJA RAVNOG STAPA SILAMA

Op¢i slucaj savijanja ravnog Stapa obradit ¢emo na primjeru ravnog Stapa konstantnog
poprecnog presjeka s jednom osi simetrije, i silama koje djeluju okomito na uzduznu os i leze
u ravnini koja prolazi kroz os simetrije Stapa, koja se jos naziva glavna ravnina savijanja Stapa,
koja se u ovom slucaju poklapa sa ravninom optereéenja (sl. 2.1).

U bilo kojem presjeku Stapa djeluju moment savijanja i poprec¢na sila, te zakljucujemo da se
javljaju normalna (ox) i posmicna (zxy) naprezanja. Daljnjim integriranjem spomenutih
naprezanja po povrsini dA dobivamo Sest uvjeta ravnoteze:

YFE =0; J,(6:)dA =0 (2.2)
Y F, =0; J,(txy) dA =0 (2.2)
YE =0; J,(txz)dA =0 (2.3)
>M, =0; J,(ty —12)dA =0 (2.4)
Y My = 0; J,(0xz)dA=0 (2.5)
Y M, =0; J,(o,y)dA =0 (2.6)

Slika 2.1 Prikaz unutarnjeg stanja Stapa kod savijanja silama

Budu¢i da je z os simetrije, na osnovi uvjeta simetrije moze se zakljuciti da su ispunjeni svi
uvjeti ravnoteze. Popre¢ni presjeci Stapa koji se savija pod silama ne ostaju ravni, tj. vitopere
se. Zakon o uzajamnosti posmiénih naprezanja to i dokazuje. Stap nije aksijalno optereéen, te

2
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shodno tome slijedi da su posmi¢na naprezanja tx; i Tzx u krajnjim tockama popreénog presjeka
jednakog iznosa, a taj iznos je 0. 1z Hookevog zakona saznajemo da su posmi¢ne deformacije
jednake 0. Na kraju zaklju¢ujemo da je raspodjela posmic¢nih naprezanja, a samim time i
deformacija po visini presjeka nejednolika.

Iskrivljenje pojedinog poprecnog presjeka ovisi o veli¢ini poprecne sile u tom presjeku.
Ukoliko se poprecna sila mijenja duz Stapa tada se iskrivljenja dvaju presjeka u opéem slucaju
ne moraju podudarati. Kako su posmic¢na naprezanja razli¢ita javlja se medudjelovanje izmedu
uzduznih vlakanaca. Pokazuje se da je to medudjelovanje izmedu uzduznih vlakanaca
zanemarivo malo u odnosu na poprecno normalno naprezanje pa uz zanemarivu pogresku
uzimamo da su uzduzna normalna naprezanja jednaka nuli.

Zakljucujemo da jednadzba za normalno naprezanje kod Cistog savijanja :
M
Op = 2 [MPa] (2.7)

y

Vrijedi i za slu¢aj savijanja Silama.

ia a

[

|
ATk

AR

Slika 2.2 Savijanje silama, dijagrami unutarnjih momenata i popre¢nih sila

PETAR PRIMORAC 0082061750
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Iz prethodno navedenih uvjeta ravnoteze, daljnjim analiziranjem, dolazimo do zakljucka da svi
izrazi vrijede i za Cisto savijanje. Preostaje nam jo$ izraz (2.3) koji daje vezu poprecne sile i
posmi¢nih naprezanja. 1z prikazanog $tapa na slici izdvajamo infinitezimalan dio dX te ga
promotrimo.

Na tako maloj duljini dX prirast momenta je prakticki zanemariv, no ozna¢avamo ga sa dM, a
poprecne sile su jednake duz cijelog presjeka su jednake, pa ih mozemo uzeti kao apsolutne
vrijednosti.

Prema zakonu uzajamnosti posmi¢nih naprezanja znamo da je:

Txz = Tzx (28)

Odredivanje izraza za tx; nam automatski daje i izraz za T Prerezemo li ravninom a-a dio
paralelan sa uzduznom osi $tapa dobivamo element sa slike (sl. 2.3 d)).

DU
e

Z
—i—— —d——

Slika 2.3 Izrezani dio $tapa sa unutarnjim silama na rubovima(a), prikazana posmicna i
normalna naprezanja(b), prikaz popre¢nog presjeka(c)

Ay d)

dx:

Slika2.3 (d) Aksonometrijski prikaz dijela Stapa sa normalnim i posmi¢nim naprezanjima
oznacenog na slici 2.3(c)

PETAR PRIMORAC 0082061750
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Prikazane sile u smjeru x osi zbrojimo sa integralnim naprezanjima po povrSinama:
f (0, + do,) dA —T,,dxb — f o dA =0
A A

Ako uvrstimo izraz (2.7) u gornju formulu za normalna naprezanja dobijamo sljedec¢i izraz:

M, +dM, M,
Y )2dA —t,dxb — | =22dA =0
I I
A y A7y

Daljnjim raspisivanjem integrala dobijamo:

M, M, am,,
—fsz——fsz+rzxdxb ——fsz =0
Iy J, Iy J, Iy J

Ty = aM, f zdA
2 dxI,b ),

Pri ¢emu je [,zdA =S, [mm?], staticki moment povrsine A u odnosu na os y. Iz toga

dobivamo:

aMm,
Ty = Sy.
dX1,b

Promjena momenta savijanja dMy jednaka je popre¢noj sili T.

dM _ T,S
2 = T, , dobivamo: T, = —=.
dy I,b

Na kraju uvrStavanje izraza (2.8) u izraz prethodno naveden dobiti ¢emo formulu za posmi¢no
naprezanje:
T,S
Txz = —%  [MPa] (2.9)
Iyb
ly oznacava aksijalni moment inercije [mm?*].
b oznacava Sirinu presjeka u tocki presjeka za koju odredujemo naprezanje [mm].
Visina z koja ujedno ima i najveéa posmi¢na naprezanja, dobiva se iz izraza:

dt _d T,S,
dz dz be

ly, Sy, b = konst. pa prema tome :

T, d

2 5 =0
bl, dz™”

PETAR PRIMORAC 0082061750
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. . T, ood o d
Uz uvjet da je P # 0 slijedi —S5, = EfAZdA'

A=2b,+ [, zbdZ = bz, = 0, slijedi da je 0= 0.
Iz uvjeta da je zo = Oslijedi da su najvec¢a posmi¢na naprezanja u visini po osi Y.

Iz izraza (2.9), ako Sy tezi nuli lako se moze zakljuciti da su posmi¢na naprezanja u krajnjim
tockama poprecnog presjeka jednaka nuli.

PETAR PRIMORAC 0082061750
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3. POSMICNA NAPREZANJA

U ovom ¢emo poglavlju prema izrazu (2.9) iz prethodnog paragrafa odrediti posmicna
naprezanja za neke karakteristi¢ne poprec¢ne presjeke.

3.1. PRAVOKUTNI PRESJEK

F‘——Fszm ax =%(TZ’ A)

T N
h/2
y S ‘

—+ —O— i

Z ]

| Txz
h2 TXZ

Z

i 1 a

‘ Ay dA,

b | ——f-Ts= (TZ/A)

Slika 3.1.1 Prikaz pravokutnog popre¢nog presjeka sa dijagramom posmi¢nih naprezanja tx;

Aksijalni moment inercije pravokutnog popre¢nog presjeka racuna se formulom:

hb3
I, = Iz [mm?*]

Staticki moment povrSine A1 S obzirom na osy je:

S, = g(— - ZZ) [mm?3]. (3.1.1)

PETAR PRIMORAC 0082061750
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Uvrstavanjem (3.1.1) u (2.4) dobivamo:

T,S T,b-12 [h?* 6T h?
Tyy = 2= —— (— — zZ) = —- (— - zZ) (3.1.2)
I,b 2-b-b-h3 \ 4 bh

3.2. TROKUTASKI PRESJEK

F‘——I*szmax:%(Tz/A)

+ .
hi3 F—e— :
y S =N
1+ - —O— ‘ —
T, Thy z -{ —
- ? /6 —
2 Txz T xz T E
st . ! i —
h/2 = ==_—-: T
A,
KB 1 ~ |

z fe—-Ts= (TZ/A)

Slika 3.2.1 Prikaz trokutnog pravokutnog presjeka sa dijagramom posmi¢nih naprezanja Tx;

Aksijalni moment inercije pravokutnog poprecnog presjeka ra¢una se formulom:
hb 4
I, = 36 [mm?*]
Povrs$ina As je:

Ay

_b(2) (2 L > _b(2)h  zb(2)
~ 2 3"77%) 773 2
Udaljenost teziSta povrSine A1 do 0si y:

_ +1(2h )_
Z1 =2z 313 zZ|=

+2h z
ZTgh 737

PETAR PRIMORAC 0082061750
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22+2h
3 9

Stati¢ki moment povrSine A; S obzirom na osy je:

Sy = A1Z1 ==

(b(z)h B zb(z)) _ (22 n gh) -

3 2 3

2b(z2)hz = 2b(z)h? _ z2b(2) __zb(@h _
9 27 3 9

b(z)hz n 2b(2)h?-92z%b(z) _
9 27 -

3b(h)z+2b(2)h?-92z%b(2) _
27 -

b(2)(3zh+2h?-92z2)

27
= 0@ (22 Pz 2
Sy =22(2n? + 2 - 72) (3.2.1)

Uvrstavanjem (3.2.1) u (2.9) dobivamo:

T =TZSY=&@(E}12+E_ZZ)=%(Eh2+z_zz) (3.2.2)
Xz I,b  bhb(z) 3 \9 3 bh3 \9 3 o

Na neutralnoj osi z najveca su naprezanja. Njenu udaljenost dobivamo izrazom:
4oy & En*+5-2")) _
dz \b(z) T dz 3 -
2,92 hz 2
@ <M) — 0
dz 3

1
0+§h—22=0

z= (3.2.3)

6

. . : . . h S .
Najveca posmi¢na naprezanja su na udaljenosti - od neutralne osi, a njihov iznos dobijemo
ako uvrstimo (3.2.3) u (3.2.2)

3T,
Txzmax — Bh (3 . 2-4)

PETAR PRIMORAC 0082061750
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3.3. | PRESJEK
TK!-'
|
|
o |
_l— T | T _r
5] | [
h/2
d

= == sznax

« > T

b)

Slika 3.3.1. Prikaz tankostijenog I profila sa dijagramima posmi¢nih naprezanja txy Txz

o . . h .
Stati¢ki moment povrsine A1 ako je z < S te

Sy=bt(§—§)+d(§—t—z)<z+@>:

bt(h—t)_l_d(%_t_z)(z_l_%_ﬁ_f) —

2 2 2
D43 - o)3e-c42) -
M0 428 - @3

Uvrstimo 1i (3.3.1) u (2.9.) dobiti ¢emo izraz posmi¢nih naprezanja tx; ako je:

h
Z<--—t
2

10
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T,S T, (btth-t) d[(h 2
Txz = y=_.( ( )+—((——t) —ZZ)>
Lb(z) Ld 2 2 \\2

_ Tobtthn) T, ((g_t)2_22>

xz var, 2T, (3.3.2)
Staticki moment povrsine A; ako je z > g —tje:
1(h
Sy = (“Z)(”;(;—Z)) =
h z
b(te) e+
h 1(h
b(3-2);(G+7) =
b (h? 2
E(T—z) (3.3.3)
Uvrstimo li (3.3.3) u (2.9.) dobiti ¢emo izraz posmi¢nih naprezanja tx, ako je
z> h_ t:
2
TZS , 2 . 2
T =g =i (%) = w (5 7) (23.4)
y y y

Najvece posmic¢no naprezanje je u visini osi y, Z=0 uvrstimo u (3.3.2)

Y
. __ T bt(h-0) Tz(;—t)
sz(x=0) = Txzmax = 2dI, 21,

Nadalje, odredujemo posmi¢na naprezanja txy paralelna s osi y u horizontalnim stijenkama, kao
Sto je prikazano na slici (sl. 3.3.2).

c)

Slika 3.3.2 prikazuje dio izrezani Stapa iz popre¢nog presjeka I profila. Posmi¢na naprezanja
Tyx Javljaju se zbog razlike u iznosu normalnih naprezanja na krajevima izrezanog dijela.

11
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Zakon uzajamnosti posmi¢nih naprezanja nam govori da je
Txz — Tzx (335)

Zbrojimo li sile u smjeru osi Xx:

f (0, + do,) dA — f 50, dA — Tytd =0
A A

Uvrstimo li (2.7) slijedi:

M, +dM M
Y "V \zdA — —ydA—Tx=0
I I 4
A ATy

y
% zdA —T,,td =0
L, J, -
dMyj A
frx = dxl,t AZ

Pri ¢emu je [, zdA = S, [mm?], stati¢ki moment povrine A u odnosu na osy.

dam,

Dobivamo t,, =
YX o dxlyt

Sy. Nadalje, uvrStavanjem izraza orimjena momenta jednako popre¢na
. aM .
sila, d—Xyz T,, dobijemo:

T;Sy
Tyx = 7%
y

Konacan izraz posmi¢nog naprezanja T,, dobijemo tako da gornji izraz uvrstimo u izraz

(3.3.5):

T,S
Tyy = Iyty (3.3.6)
. h—t ee . T, h—t
Znamo da je S, = —-ut slijedi 7, = ntZ ut
Ty
= Tyy = 2 (h—tu (3.3.7)
12
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4. SREDISTE POSMIKA

Slucaj savijanja ravnog Stapa proizvoljnog poprecnog presjeka kada se poprecno optere¢enje
ne poklapa s ravninom simetrije Stapa, a djeluje u jednoj od glavnih ravnina koja se prikazan je
naslici (sl. 4.1).

! a)
F %
%
o T
% } S _’F
| 1
Tz
| T

Slika 4.1.a Prikaz ravnog Stapa proizvoljnog poprecnog presjeka kada se opterecenje ne
poklapa sa osi simetrije Stapa

b)

Slika 4.1.b. Prikaz popre¢nog presjeka i
unutarnje posmicne sile kada sila ne djeluje u
sredini Stapa

13
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U prikazanom sluc¢aju ravnina optere¢enja poklapa se s glavnom ravninom koja prolazi kroz
uzduznu os Stapa i kroz glavnu sredi$nju os z. Neutralna os presjeka poklapa se s drugom
glavnom sredi$njom osi tromosti y. Raspodjela normalnih naprezanja ox u presjeku Stapa
odredena je izrazom(2.7):

I prikazana nasl. 4.1.b

U poprecnome presjeku Stapa, uz normalna naprezanja ox, pojavljuju se i posmicna naprezanja
Txy | Txz. Posmicne sile na nekom elementu povrsine dA predstavljene produktom txydA i tx.dA i
oko osi x daju moment torzije.

M, = fA(Tny — Tyyz) dA (4.1)

Prikazani moment nastoji izazvati uvijanje nosaca, te prema tome istodobno se javlja savijanje
i uvijanje Stapa.

Daljnjim promatranjem popre¢nog presjeka mozemo pronaci to¢ku kroz koju prolazi rezultanta
svih unutarnjih posmicnih sila, a ta rezultanta je poprecna sila. Tu to¢ku nazivamo srediSte
posmika i ona se u opéenitom slucaju ne poklapa s tezistem poprecnog presjeka. Skup sredista
posmika pojedinih popre¢nih presjeka ¢ini os koju nazivamo 0s posmika Stapa.

Prema tome je:
Tye = My = [, (Txyy — Txyz) dA 4.2)
gdje je:
Mx
e = T_z (43)

Iz formule (2.3) zaklju¢ujemo da translatornim pomakom e ravnine djelovanja popre¢nog
opterecenja (sl.2.1) moze izbjeci uvijanje Stapa, jer je u promatranome presjeku moment torzije
vanjskog optereéenja u ravnotezi s momentom torzije unutarnjih posmic¢nih sila. Slijedi da se
pri popre¢nom optereenju Stapa dobiva samo savijanje bez uvijanja Stapa, tek kada ravnina
djelovanja poprec¢nog opterecenja prolazi kroz srediSte posmika. Dakle, srediSte posmika je
tocka u ravnini popre¢nog presjeka s obzirom na koju je moment svih unutarnjih poprecnih sila
u presjeku pri savijanju bez torzije jednak nuli.

SrediSte posmika simetri¢nog presjeka nalazi se na osi simetrije. Ako postoje dvije osi simetrije,
srediSte posmika poklapa se sa teZiStem poprecnog presjeka. SrediSte posmika ustvari i jest
geometrijska karakteristika presjeka, koja ne ovisi o smjeru ili veli¢ini poprecne sile. Za pune i
zatvorene Suplje poprecne presjeke srediSte posmika obi¢no se nalazi u blizini teziSta presjeka.
Buduci da ti presjeci u pravilu imaju veliku torzijsku krutost, utjecaj torzije se moze zanemariti,
ako poprecno opterecenje djeluje u tezistu ili u blizini tezista presjeka. No udaljenost se izmedu
teziSta presjeka 1 srediSta posmika poveCava smanjenjem debljine stijenki presjeka.
Tankostijeni Stapovi otvorenog profila imaju vrlo nisku torzijsku krutost pa je u tom slucaju,
vazno znati polozaj srediSta posmika i1 uzeti u obzir torziju ako ravnina djelovanja popre¢nog
presjeka ne prolazi srediStem presjeka.

14
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5. SREDISTE POSMIKA OTVORENIH POPRECNIH PRESJEKA

5.1. SREDISTE POSMIKA SIMETRICNIH POPRECNIH PRESJEKA

Radi pojednostavljivanja svih teorija od sredistu posmika, u daljnjem tekstu ¢emo promatrati
srediSte posmika tankostijenih Stapova otvorenih popre¢nih presjeka. Skice poprecnog profila i
odredivanje srediSta posmika prikazane su na slici (sl.5.1). Postupak odredivanja poloZaja
srediSta posmika prikazat ¢emo na C presjeku.

a)

L b |
T o 1

p—s—
' ||||||||||||||||||||||||"I"I"l“lllllllnn.
|

xy

srediste
posmika

. WI T r'f-w’-———‘%

i
|
- i

Slika 5.1. C presjek i njegova raspodjela naprezanja u dijagramu a), te srediste posmika
skicirano b)

Pretpostavimo da je srediSte posmika A na osi simetrije y na udaljenosti e lijevo od vertikalne
stijenke presjeka ( sl. 5.1.b). Znamo da sila T, mora djelovati u sredistu posmika. Daljnjim
racunanjem prvo dolazimo do posmi¢nih naprezanja u horizontalnim pojasevima. Staticki
moment povrSine Sy dijela koji je Srafiran, debljine t1 iznosi:

h
Sy = tlsz

UvrStavanjem gornjeg izraza u izraz (3.3.6) dobijemo:

15
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Za s=b:
. = T,hb
xymax — ‘1 —
y 21y,

Nakon toga odredujemo naprezanja za vertikalno rebro.
Staticki moment povrsine Sy iznosi:

Kada uvrstimo gornji izraz za staticki moment u izraz (3.3.6) dobijemo:

Ty, [t1 bh ty (h2 2)]
T = . 2o
S 2 T2 G

_ _ T,nbty
Txzmin = T2 = T

_ Tz [tibh tzhz]
Txzmax = Iytz[ > + 8
Dijagram poprecnog presjeka prikazan je na slici 5.1.a. Integriranjem posmi¢nih naprezanja po
povrsini pojasa moZemo dobiti rezultantu posmic¢nih naprezanja Ti:
b 1 T hb?t

T1 = fO Txytlds = Ele tl = ZTyl (511)
Iznos sile Tz dobijemo iz uvjeta simetrije, prema tome slijedi da je T3=T1 §to nam govori slika
5.1.b. Silu T2, uz zanemarivanje vertikalnih posmi¢nih naprezanja, dobijemo tako da ju
izjednacavamo sa silom T;=To.

Silu T; ¢emo odrediti tako da napravimo uvjet ravnoteze sume svih momenata oko toc¢ke B koja
se nalazi u donjem lijevom kutu presjeka.

Tze = Tlh
Iz tog 1zraza moZemo izvesti €:
_ Tih _ h%b%ty
=T = (5.1.2)

Znajudi izraz za e, zakljucujemo da srediste posmika ovisi iskljucivo o geometriji presjeka, a
ne o veli¢ini ili polozaju sila.

16
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Dalje ratunamo aksijalni moment tromosti presjeka obzirom na os y:

=2 (5)

Te kasnijim uvrStavanjem i sredivanjem izraza (5.2) dobijemo sljede¢i izraz:

_ 3b%ty
" t,h+6bty

(5.1.3)

Dobili smo pozitivnu vrijednost veliine e, te nam to govori da smo dobro pretpostavili polozaj
sredista posmika, koji se nalazi na slici 5.1.b.

5.2. SREDISTE POSMIKA NESIMETRICNIH POPRECNIH PRESJEKA

Da bismo odredili srediSte posmika nesimetri¢nih popre¢nih presjeka najprije trebamo odrediti
teziste presjeka. To radimo tako da prvo postavimo osi y i z paralelne sa pojasem i rebrom.
Nakon toga odredimo momente tromosti. Zbog ¢injenice da to nisu glavne osi tromosti,
moramo odrediti kut istih, te momente tromosti putem sljedecih izraza:

a)
| o |
\
T X |
\\ ] 3:
\
t \\ H//ﬂ_’_,,,ﬂ-"”#-ﬂ
| v f) ,‘(S,/ ___,_,.,__.--'—--""'
)j""’” \
\
r \
\
\
\
R 1 \‘\ I J:
I Dz \\ I

Slika 5.2.1. Nesimetri¢ni presjek sa ucrtanim tezistem i glavnim osima tromosti ui v
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I, = %(IZ +1,) + %\/(IZ — 1) +41,,°

L=2(,+1)F %\/(12 — 1) + 41,7

T2

Centrifugalni moment tromosti u odnosu na glavne osi uvijek je O:

I, =0
b)
I——s——l s/2 sin
—3\‘—--.—
\
\
\ —
vy T, /43 {,S/ o
To ul —111 \
Y \
\
\
\
\
T \
B 'K——'——I
\

Slika 5.3.2 Posmicne sile T1,T2 i T3 i njihovi smjerovi kada djeluje sila Ty,

Ako djeluje sila Ty, usporedna s osi v, tok posmi¢nih naprezanja prikazan je na slici (5.3.2.), a
njihov iznos u horizontalnom gornjem pojasu dobivamo preko izraza (3.3.6):

18
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__ TSy
Tyt

Gdje je Sy staticki moment povrsine tog dijela presjeka u odnosu na glavnu os u.
S .
Sy = (UD + Esm(p) st
Dobivamo posmi¢na naprezanja, i posmi¢nu silu:

T= Zl_vt [st (vD + %sin (p)]

T, = foblrtdS = ?fobls(vp +§sin<p) as =
wth? by .
T, = T;Tl(vD + ?sm <p) (5.2.1)

Sile T2 T3 nije potrebno racunati jer se tocka B oko koje radimo sumu momenata nalazi na
sjeciStu njihovih pravaca.

Znamo da je moment rezultante jednak zbroju momenata komponenata, pa prema tome
dobivamo:

Tveu - Tlh
_ T, h
u T‘IJ

Kada uvrstimo u tu formulu izraz (5.2.1) dobijemo:

hblzt( by . )
e, = Vp +—sin@ ).
u 21, D 3 @

19
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Slika 5.2.3. Posmiéne sile T1, T2 i

C) Ts i njihovi smjerovi kada djeluje
sila Ty te oznaCeno srediSte
—— posmika
Loy e
——‘\—--—
\
\ s.l’2cos¢\"
\
\
T, \ /JD/)
v —
s —
/./'
Y

s
| Jf/—‘\‘
ul//r \
\
A \

Tu
X B \\ =
\

e \

Ukoliko, usporedno s osi u djeluje sila Ty, tok posmiénih naprezanja izgledati ¢e kao na slici
(5.2.3), anjihov iznos u horizontalnom gornjem pojasu mozemo opisati preko izraza (3.3.6):

TS,
It

T

Gdje je Sy staticki moment povrsine tog dijela presjeka u odnosu na glavnu os u.

S, = (uD—§+cos<p)st

Daljnim izracunom dobivamo posmi¢na naprezanja i posmicnu silu:

o=t [st (up + o5 0)]
b, b,
T1=thd5=$ s(uD—%cosgo)dS=
v
0 0

PETAR PRIMORAC 0082061750
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_ Tytb?

o (uD — %cos (p). (5.2.2)

T

Sile T2,T3,T4 nije potrebno proracunavati jer tocka B oko koje bi radili uvjet ravnoteze sume
momenata se nalazi na sjecistu pravaca.

Moment rezultante T, oko toc¢ke B jest:

Tu_ev = Tlh
T.h  hb,?t by
e, =—= Up ——COS @ ).
Ty 21, 3

Sjeciste pravaca na kojima djeluju Ty i Ty, ey I ey, odreduju polozaj srediSta posmika A
promatranog nesimetri¢nog presjeka.

Ako se sve sredis$nje osi stijenki tankostijenog presjeka sijeku u jednoj tocki onda zaklju¢ujemo
da je i srediSte posmika u istoj tocki. To se moze zakljuciti iz uvjeta da su s obzirom na tu tocku
momenti sila u svakoj stijenci jednaki 0.

Slika 5.2.4. Primjeri presjeka kojima se osi svih stiienki sjeku u jednoj tocki sa ozna¢enim
srediStima posmika
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6. NUMERICKI ZADATAK

U idu¢em paragrafu zavrSnog rada ¢emo rjesiti numeriCke primjere zadataka, te graficki
prikazati kako se udaljenost srediSta posmika otvorenog poprecnog presjeka udaljava ili
priblizava, s obzirom na debljinu stijenki.

6.1. ZADATAK 1

Odredi udaljenost e sredista posmika otvorenog poprecnog presjeka O prikazanog na slici
sl.6.1.1. Dimenzije poprecnog presjeka prikazane su na skici. Debljina je konstantna duz cijelog
poprecnog presjeka i oznacena je slovom t.

Izraz 2.9 ¢emo koristiti u rjeSavanju ovog zadatka, kako bi saznali posmi¢na naprezanja u
presjeku.

= T,—Poprecna sila
= Sy — Staticki moment : : p—

povrsine

= |y — Moment tromosti |
poprecnog presjeka

=t — debljina stijenke |
poprecnog presjeka )

25

25

FAN
100

T,Sy |

Iyt

25

TXZ

N 25

z

~

Slika 6.1.1. Izgled 1 dimenzije popre¢nog presjeka
Aksijalni moment tromosti popre¢nog presjeka glasi:

=12 [—+t c-(a+ ) +2 4 bt ()2]

t-2,53

46253752+ L 45t (“’)2]

=83,333-t+2-[1,302:t + 16,563t +0,375-t3 + 112,5 t]
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I, = 344,062 -t + 0,375 - t3 [cm’] (6.1
Naknadno, radi postupka zadatka, moze se skratiti izraz 6.1., te on poprima sljedeci oblik:
I, = t(344,062 + 0,375 - t?)

Presjek je simetricnog oblika, te ga mozemo podijeliti u 5 dijelova, od kojih su 4 jednaka.
Znajudi to, zakljucujemo da imaju i 5 rezultantnih sila, 4 jednakog iznosa. U idu¢em koraku
odredujemo rezultantu posmicnih naprezanja T; po dijelovima.

| T; ! | Tz s,
N — | ——1 _r
| d | T
| | )
¥ ITZ | ¥ ‘
< B : <]_°O .
. Ts
| : | |
p——— —> — I e B _|_
z z
<~ <~

Slika 6.1.2. Slika podjele rezultanti popre¢nog presjeka, i slika povrsine S, te S,
DIO 1:

S§=t-51-(d+82—1)

Posmic¢no naprezanje glasi:

TZ

T=-"2¢ sl-(d+—1)
Iy-
.o . 51
-5, %1 (d+ )

Nakon odredivanja momenta tromosti, i statickog momenta povrSine prvog i petog dijela(zbog
simetrije su jednaki), mozemo odrediti rezultantu na prvom i petom dijelu.
2
s (d+2)- eds=E [ ds +2 ds,
y

T,=Ts= [ ttdS = o1

23
PETAR PRIMORAC 0082061750



GRAPEVINSKI FAKULTET SVEUCILISTA U ZAGREBU Zavrsni rad

(o4
Tz [dS? = s3 10,416
-z [_1 + _1] — - T,
3 ) 6], L

DIO 2:

Odredivsi rezultantu prvog i petog dijela, mozemo odrediti rezultantu i u drugom i ¢etvrtom
dijelu.

2 _¢ly¢.g 0

Sy =8,+t-s, >

=t-c-(d+5)+t-s5,2
2 2

2,5 h
=t-25 (25+%) +t-5, -2
=9375-t+5-t-s,
Posmi¢no naprezanje glasi:

N
Lyt

=%.(9375+5"5,)
Iy

£(9,375+5 - 5,)

Uvrstavanjem u formulu za rezultantu dobijemo:
T,=T,=f ttdS= [[Z-(9,375+55;)  tdS=12[’(9375+5"5,) dS,
y

OIy

5-52

b
=2]9;375 -5, + Z2|| =22
I, 2

T,

0 Iy

U sljede¢em koraku moramo napraviti sumu momenata u odnosu na proizvoljnu to¢ku u
poprecnom presjeku. Za ovaj slucaj odabrana je tocka B, kao Sto je prikazano na sl.6.1.2. Ta
tocka nam olakSava postupak rjeSavanja, jer ne moramo raCunati rezultantu za tre¢i dio
povrsine, te jednadzba sume momenata ima 2 ¢lana manje, a to su Tz i Ta.

ZMB:O:
(T1+T5)b+T2h:TZe

2'T1'b+T2'h:TZ'e

10,42 92,81

‘T,- 9+
Iy Iy
_10,42:9+92,8110
Iy

‘T,-10=T, e

_1021,88

e = [cm] (6.2))
Iy

Zbog c¢injenice da u zadatku nije zadana debljina stijenke poprec¢nog presjeka, ovaj zadatak
dobiva univerzalno rjesenje. Rjesenje je dosta prakti¢no jer ako bismo uvrstili izraz (6.1.) u
(6.2.), mozemo varirati ekscentricitet s obzirom na debljinu stijenke koju trazimo. Ovaj se
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zadatak naravno moze odraditi u bilo kojoj varijanti, gdje nam fali jedan parametar poprecnog
presjeka. Pozitivan predznak oznacava da smo dobro pretpostavili polozaj srediSta posmika.

6.2. ZADATAK 2

Odredi udaljenost e sredista posmika popre¢nog presjeka prikazanog na sl. 6.2.1. Dimenzije
popre¢nog presjeka prikazane su na skici.

z

N

Slika 6.2.1. Prikaz dimenzija poprecnog presjeka

= a=40 mm
= t=3mm
= h=40-sin45° = 28,28 mm

Kao i u proslom zadatku, izraz 2.9 ¢emo koristiti kako bi odredili srediste posmika. Osiy iz su
osi simetrije poprecnog presjeka. Poprecni presjek zbog simetrije mozemo podijeliti na 4
jednaka dijela.

Aksijalni moment poprecnog presjeka:

th3 )2
Iy_4-[sina-12+t-a-(5) ]

=4 [3'28'283 +3-40- (@)2]

sin45-12

= 4-(29647,04) = 1,185 - 105 [mm?]
Zbog simetrije presjeka, i podijele na 4 jednaka dijela, racunamo rezultantu samo za 1 dio.
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S1'Sin 45°
S;:t-sl-(h—l )

2
s1-sin 45")

=35, (28,28 -
=83,84-s, — 1,06 s}
T= ;—t (83,845, — 1,06 53)
Uvrstavanjem u formulu za rezultantu dobijemo:

a aT,
T1=T2=T3=T4=f0‘[td$= fOE

(83,84 s, — 1,06 - s2) dS,
TZ a 2
= 7 [;'83,84+ 51~ 1,06 -5 dS;

a
_ 45258,66

2 3
— Iz [83,84 St 1,06 5_2] T,
I 2 3

0 Iy
=0,381-T,
Suma momenata na proizvoljnu toc¢ku B glasi:
Y Mg =0:
TH-h+T] h+TH-h+T) h=T,e
h-(TE+TY +TH+T)) =T, e
h-(0,381 - T,-sin45°) =T, e
h-(1,07-T) =T, e
h-1,07 =e
e = 30,26 mm

PETAR PRIMORAC 0082061750
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6.3. ZADATAK 3

Odredi udaljenost e srediste posmika popre¢nog presjeka prikazanog na sl.6.3.1. Dimenzije
presjeka su prikazane na skici.

¢ ’
|

z

~

Slika6.3.1. Prikaz dimenzija popre¢nog presjeka

Os z je os simetrije poprecnog presjeka. Presjek mozemo podijeliti u 9 jednakih dijelova. Zbog
simetrije rezultantne sile raunamo samo za 5 dijelova.

Aksijalni moment tromosti glasi:

2 t-h3 a  h t-d3 d\?
=12 [—+b t-(5) +sina12+t'h'(5+5) +2=d-t-(S+n+3) +
3 3 .
i+e t- (5 +h+d)] 0 42 [5"3 +50-3- (30)2 34:;;‘ﬁ212+3-42.42-
(30 +21,21)2 + 2% + 703 - (30+4242+35)2 0% 41603 (30 + 42,42 + 70)?]

I, = 1,337 - 107 [mm“]
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Sluzedi se izrazom 2.9 odredujemo rezultante po dijelovima:
1. DIO

Sy=ts;-(S+h+d)=3"5-(30 +4242 +70) = 427,26 - 5,

Z

T= * 427,26 - 54

y

2160
T, =[Cctds = fOGOIT_;- (427,26 - s,) dS, = %[427,26 A =007,

0

2. DIO
Si=Si+t-s, (S+h+d—2)=5i+3-5,-(30 +4242+70 - 2)
= 25635,6 + 427,26 - s, — 1,5 52
T =IT—t (25635,6 + 427,26 - s, — 1,5 - 52

y
70

T,=["ttdS = f07°IT—;- (25635,6 + 427,26 - s, — 1,5 - s2) dS,

34170

Tz 53 52
=—[25635,6'SZ +427,26-=—-1,5-= =0,199"T,
I 2 3

0

3. DIO

$3'sin45°

a
S;=S§+t-s3-(5+h—

) =53 +3-s;- (30 + 42,42 - 20T)

= 48193,8 + 217,26 - s3 — 1,06 * 52

T,

T= - (48193,8 + 217,26 - 53 — 1,06 - 52)

y

r=[reds= [T (481938 + 217,265, 106+ 53) ds,
! o $31/60
=12[48193,8 55 +217,26- 2 - 1,06-Z|| =0.239-T,
y

0

TH =TY =sin45°-0,239T, = 0,169 - T,

4. DIO

Sy=S3+t-s,(5) =55 +3-5,(30) = 574134+ 90",

T=22.(57413,4+90-5,)
Iy't
50

2
T, = fosoftdS - fOSOIT_;_ (57413,4 + 90 - S,) d54:%[57413,4.s4+90_5?4]

0
=0,223-T,
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5. DIO
a S S
S§=Stttos (5-5) =St +3 55 (30-3) = 619134+ 90 5 -
T, ,
T=—2 (619134490 55— 1,5 52
It
60 60T
Tszf‘rtd5= fI—Z-(61913,4+90-55—1,5-s§)d55
y
0 0

60
=0,281-T,
0

—TZ619134 +90 55 1,5 55
~ 7 7S5 2 03

y

54
777

d

|
:
Z

(]

Slika 6.3.2. Predvidena udaljenost srediSta posmika
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Dobivsi sve potrebne parametre, moZemo napraviti sumu momenata na proizvoljnu to¢ku B na
presjeku:

Y Mg =0:
2-(T;-142,42—-T,-92,42—TY -50+TH#-30+T,-30) =T, e
2:(T;-812—T, 18,484 —T;-845+T,-507 +T,-6,69) =T, e
e=-14,11mm

Negativan predznak znaci da smo krivo pretpostavili na kojoj strani je srediSte posmika.

6.4. ZADATAK 4

Odredi udaljenost e srediste posmika popre¢nog presjeka prikazanog na sl.6.4.1. Dimenzije
presjeka su prikazane na skici.

40
“ Vd
N [ e
N - /
Q #
\(Ié{? //
N
> 1 PO N
™ ~
I /1 1
/
/ S A
%& 18,24| A
60
z
NS

Slika 6.4.1. Prikaz nesimetri¢énog poprecnog presjeka sa ozna¢enim dimenzijama
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Ovaj poprecni presjek nema os simetrije, pa ¢e postupak biti malo drugaciji. Prvo ¢emo odrediti
teziSte poprecnog presjeka:

_63:6:315+64-6-3+43-6-21,5

Ve = 530 = 18,24 mm
_63:6°3+64°6:32443:6:73_
Zt = 1020 = 2Lbamm

Zatim odredujemo aksijalne momente tromosti za sve osi:

40 - 63 , 6-703 , 6063 ,
== +40- 641,387 + +6-70-3,38% + +60-6- 28,62
= 5,99 10° mm*

6 - 403 , 706 , 663 ,
== +40-6-326*+ +6-70-15,25% + +60-6-13,26

= 3,04 -10° mm*
Izy =41,38-3,26-60-4+3,38-15,25-70-6 + 28,62-13,26:-6-60
=1,91-10%° mm*

Kut ¢ kojeg glavne osi zatvaraju sa osima ziy:

tan(2¢) = — 2-ly _ 1904
QD)— I _I - )
z " ly

¢ =52,32°

Iznos aksijalnih momenata tromosti osa u i v glasi:

1 1
I, = 5(3’04 -10% + 3,04 - 10°) + E‘/(3’04 - 105 — 3,04+ 105)2 + 4-1,91- 105
= 3,89-10° mm*

1 1
L, = 5(3’04 +105 4+ 3,04-10%) ¥ E‘/(3’04 -105 — 3,04-105)2 4+ 4-1,91-10°
= —39,47 - 10* mm*

Ako pretpostavimo da djeluje sila Ty paralelna sa osi v, posmi¢nu silu u gornjem pojasu
dobivamo preko izraza:

4-T,- 402

40
T, = m(41,38 - cos(52,32) + 3 sm(52,32)) =0,2948"-T,

Kako je Ty rezultanta sila T1,T2, T3 njen moment oko tocke B jednak je zbroju momenata tih
sila:
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_ 0,2948-T,-70
= T
e, = 20,636 mm

€y

Ako pretpostavimo da djeluje sila Ty paralelna sa osi u, posmi¢nu silu u gornjem pojasu
dobivamo preko izraza:
_— 4T, 40?
17 2.(—9,47 - 10%)

40
(3,26 -cos(52,32) + 3 cos(52,32)) =-0,174-T,

Kako je Ty rezultanta sila T1,T2, T3 njen moment oko tocke B jednak je zbroju momenata tih
sila:

Tu'ev=T1'h

_ —-0,174'T,*70
u - Tv
e, =—12,18 mm

Negativan predznak u rjeSenju nam oznacava da smo krivo pretpostavili polozaj sredista
posmika.
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7. GRAFICKI PRIKAZI
U ovom paragrafu ¢emo prikazati kako se udaljenost srediSta posmika mijenja s obzirom na
dimenzije poprecnog presjeka. Na ovaj nacin mozemo dokazati da je udaljenost srediSta
posmika ovisna jedino o geometriji poprecnog presjeka. Nacin na koji je opterecen poprecni
presjeka nece nikako utjecati na udaljenost. U grafu je prikazan zakon po kojem se mijenja
udaljenost s obzirom na S$irinu stijenke b. Oznake parametara prikazane su na skici, a sve
veli¢ine tih parametara prikazane su u tablici ispod.

e
{=
=

t2

Slika 7.1.1. Prikaz poprec¢nog presjeka
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h b t1 t2 ly e

80 50 7 4 1293525 | 21,64628
100 55 7,5 4,5 | 2441367,2 | 23,23237
120 60 8 5 4181120 | 24,79718
140 65 9 5 6884230,8 | 27,06512
160 70 9,5 5,5 10399336 | 28,64798
180 75 10,5 5,5 15444970 | 30,97489
200 80 11 6 21617747 | 32,56584
220 85 12 6,5 30476147 | 34,42266
240 90 12,5 7 40493297 | 36,00596
270 95 13,5 7,5 59087956 | 37,57937
300 100 15 9,5 88931250 | 37,95066
330 105 16 11 | 124489930 | 38,57734
360 110 17 12 | 167922072 | 39,68912
400 115 18 13,5 | 237711780 | 40,05691

Tablica veli¢ina poprec¢nog presjeka
45
40
35
30

25

E [MM]

20
15

10

50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115
B [MM]

Graficki prikaz odnosa veli¢ine b 1 udaljenosti sredista posmika

Promatrajuéi graficki prikaz iznad, mozemo zakljuciti da se smanjivanjem veli¢ine b smanjuje
1 udaljenost srediSta posmika. To se dogada zbog Cinjenice da se smanjivanjem krakova
popre¢nog presjeka uvjetno reeno povecava simetrija presjeka oko osi z, tj. poprecni presjek
sve viSe nalikuje pravokutnom popre¢nom presjeku. Zbog toga se i srediSte posmika priblizava
teziStu.
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8. ZAKLJUCAK

Raspodjela  naprezanja kroz tankostijene otvorene profile pored standardnih
naprezanja(savijanje, posmik,...) Cesto pred inzenjere stavlja izazove kao $to su nepozeljna
pojava torzije, te nepozeljno bo¢no izvijanje uzrokovano nesimetrijom popre¢nog presjeka.
Zbog toga se kao zadatak postavlja pronalazak tocke u kojoj ¢e se izbjeci sva nepozeljna
naprezanja, i pojaviti samo savijanje. Cilj ovog rada bio je definirati srediSte posmika i prikazati
neke od metoda pronalaska njegovog poloZaja u otvorenim profilima. Ponajprije je prikazan
postupak dobivanja raspodjele posmi¢nih naprezanja duz proizvoljnog popre¢nog presjeka, a
nakon toga i na tankostijenim profilima. Zbog male torzijske krutosti tankostijenih profila, a i
odstupanja od tezista presjeka, posebno je naglaSena primjena zakona raspodjele posmi¢nih
naprezanja, samim time i pronalazak srediSta posmika. Usporedbom teoretski postavljenih
izraza i numericki rijeSenih primjera dolazimo do zakljucka da je teorijska metoda odredivanja
polozaja srediSta posmika relativno to¢na i pouzdana, te da se moze primjenjivati u praksi uz
manja odstupanja
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