Izvijanje stupova

Huskié, Alen

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Civil Engineering / Sveuciliste u Zagrebu, Gradevinski fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:237:450940

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-29

Repository / Repozitorij:

Repository of the Faculty of Civil Engineering,
University of Zagreb

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:237:450940
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.grad.unizg.hr
https://repozitorij.grad.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/grad:1405
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/grad:1405
https://dabar.srce.hr/islandora/object/grad:1405

SVEUCILISTE U ZAGREBU
GRADEVINSKI FAKLTET
PRIJEDIPLOMSKI STUDIJ

1IZVIJANJE STUPOVA
Zavrsni rad

Alen Huskié

Zagreb, rujan 2023.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
GRADEVINSKI FAKLTET
PRIJEDIPLOMSKI STUDIJ

1IZVIJANJE STUPOVA
Zavrsni rad

Alen Huski¢
Mentor: izv. prof. dr. sc. lvan Duvnjak

Zagreb, rujan 2023.



Mentor rada: Ivan Duvnjak, izv. prof. dr. sc.
Zavrsni rad obranjen je dana na Gradevinskom fakultetu Sveudilista u
Zagrebu, pred povjerenstvom u sastavu:

Ocjena rada:




[

SYEUCILISTE U
GRADEVINSKI FAKULTET

ZAGREBU

TEMA ZAVRSNOG ISPITA

Ime i prezime studenta:

JMBAG:

Zavrsni ispit iz predmeta:

Naslov teme
zavrsnog ispita:

OBRAZAC 2

Alen Huskic

0246078724

Otpornost materijala 2

HR

Izvijanje stupova

ENG

Buckling of columns

Opis teme zavr3nog ispita:

- SadrZaj,

- Sazetak rada i kljucne rijeci (na hrvatskom i engleskom jeziku),

- Opcenito teorijske postavke o izvijanju stupova

- lzvijanje zglobno oslonjenih stupova

- Rankine-Gordon formula pri izvijanju stupova

- Utjecaj geometrijske imperfekcije
- Efektivna duljina izvijanja

- Ekscentricitet pri unosu sile

- Inicijalno zakrivljeni stupovi

- Izvijanje stupova prirazli¢itim rubnim uvjetima

- Zakljucak,
- Popis literature,

Datum:

Komentor:

Mentor:

17.04.2023.

(Ime i prezime komentora)

Ivan Duvnjak

Ime i-prezime mentor
A-PLE: 9,

Ty

_/(Potpis mentora)




Sadrzaj

Sazetak rada 1 KIJUCNE TTJECT .ivviiviiiiiiiiiieii i 5
SUMMArY QNG KEY WOITS ......eevieiieieitie sttt sttt ettt s e st e st et eebeeneesreenbeenee e 5
1. Opcenito teorijske postavke 0 1ZVIJanju StUPOVA.......ueeirveeiriveeiiiiieiiree e e siee e e e sinee e 6
2. lzvijanje zglobno 0SIONJENIN STUPOVA..........ciieieiieiieeic e 8
3. Rankine-Gordon formula pri izvijanju StUPOVA .........ccueieerierieieerieseesieeiesee e seesee e eaesaeneeas 14
4. Utjecaj geometrijske IMPEITEKCIJE ......oiiiiiiiiie e 17
5. Efektivna duljina iZVIJANJA .......ooeeiieiiiie ettt 18
6. EKSCENIICITEL PrT UNOSU SHIE ...ttt 19
7. Inicijalno ZaKriVIJENT STUPOVI.....c.voiuiiieiie ettt e sneenae e enee s 25
8. Izvijanje stupova pri razli¢itim rubnim UVJEtMA ........cc.eeviviiiiiie i 31

8.1 Izvijanje 0boStran0 UPELOQ STUPA .....ecveereeiieeieeie e eieeee et ee e te et ae e e ee e enas 31

8.2 Izvijanje jednOoStrano UPETOG STUPA. ......coeriieeieriieriieie et 32

8.3 lzvijanje stupa upetog na jednoj strani, na drugoj zglobno oslonjenog..........c.ccceveueene. 33
0. INUMETICKT PIIMJET 1.uttiiiiiiee ittt ettt e et e et e e e be e e st b e e sabe e e snbeeennbeeennneeenees 37
ZAKIJUCAK ...ttt bttt bR b bR e R et R e bt n e Rt e neerenbens 44
a0 O] S L] LU= 45
a0 0T S]] AR ST RRUPRRTRRPROR 46
POPIS TADTICA ...ttt b et et e b et e b e ene e be b ne e ne et 47
POPIS AEJAGTAMA ...ttt sttt e s e s e st e e s b e abe e sbeenbeab e e sbeenbeaneesbeenteaneesneenbens 48



Sazetak rada i kljuéne rijeci

Izvijanje stupa je pojava koja se obi¢no povezuje s vitkim stupovima, koji se izvijaju u elasticnom
podruc¢ju. U ovom zavrSnom radu su izvedeni izrazi za kritiCna optereéenja Stapova sa razli¢itim
nac¢inima oslanjanja, prema Rankine-Gordonovoj teoriji. Ona u obzir uzima otpornost elementa na
tlacno opterecenje 1 otpornost elementa na izvijanje. Iz tog razloga se ona moze koristiti za proracun
kratkih stupova kojima je glavni uvjet nosivost, ali i za proracun vitkih stupova koji moraju
zadovoljiti i uvjete stabilnosti protiv izvijanja. Takoder, radu je priloZen primjer proracuna tlaénog
opterecenog elementa u metalnoj reSetkastoj konstrukciji prema vaze¢im propisima iz Eurokoda,

te usporedba s rezultatima proracuna prema Eulerovim formulama.

Kljucne rijeci: izvijanje, kriti¢na sila, vitkost, Eulerova formula, Rankine-Gordonova formula

Summary and key words

Column buckling is a phenomenon usually associated with slender columns, which buckle in the
elastic region. In this final paper, are derived expressions for the critical loads of rods with different
methods of support, according to the Rankine-Gordon theory. It considers the resistance of
elements to compressive load and the resistance of elements to buckling. For this reason, it can be
used for the calculation of short columns, for which the main requirement is load-bearing capacity,
but also for the calculation of slender columns, which must also meet the conditions of stability
against buckling. Also, an example of the calculation of a compressive loaded element in a metal
truss according to the valid Eurocode regulations is attached to the paper, as well as a comparison

with the results of calculations according to Euler's formulas.

Keywords: buckling, critical force, slenderness, Euler's formula, Rankine-Gordon's formula



1. Opéenito teorijske postavke o izvijanju stupova

Izvijanje je pojava gubitka stabilnosti elemenata konstrukcije opterecenih uzduznom tlacnom
silom. Na primjer, vitki stup opterecen vertikalnom tlaénom silom u vrhu, ¢e se izviti kada sila

dosegne kriti¢nu vrijednost Fr.

Aksijalno optereceni elementi mogu doéi u stanje loma ¢im tlacna sila F dostigne kriticnu
vrijednost, ali ¢esto moze do¢i do kriticnog stanja i prije dosezanja kriticne vrijednosti zbog
ekscentri¢nosti tlacne sile F, nehomogenosti materijala, pocetne zakrivljenosti osi stvarnog $tapa,
nacina uc¢vrséivanja Stapa... ,,Pojava gubitka stabilnosti sastavnih dijelova tehnic¢kih konstrukcija
posebno je opasna jer se zbiva iznenada i pri relativno malim naprezanjima koja zadovoljavaju

uvjete ¢vrstoce. Proces porasta deformacija pri gubitku stabilnosti zbiva se vrlo brzo.

Da bismo bili sigurni da ne¢e do¢i do izvijanja (gubitka stabilnosti) ravnog Stapa, opterecenog

centri¢nom tla¢nom silom F , mora biti ispunjen uvjet stabilnosti koji glasi:

F < Fiyop (1.1)
gdje je:
F
Fidop = % (1.2)

a ki je koeficijent sigurnosti protiv izvijanja.“(Simi¢, 1992.)

Pri proracunu stabilnosti tlacno opterec¢enih Stapova uvode se pretpostavke:
e stup je idealno ravan i izraden od homogenog materijala
e ovisnost naprezanja i deformacija je linearna (Hookov zakon)

e stup je konstantnog poprecnog presjeka po visini
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e duljina stupa je viSestruko veca u odnosu na poprecni presjek (velika vitkost)

e progibi sumali u odnosu na dimenzije Stapa



2. lzvijanje zglobno oslonjenih stupova

Prikazani Stap na slici je idealno ravan, konstantnog presjeka i ima dvije osi simetrije X iy, te je
zglobno oslonjen na krajevima. Stap je optereéen centri¢no tlaénom silom P. Pretpostavit éemo da
je moment tromosti oko osi X Ix manji u odnosu na moment tromosti oko osi y Iy, a savojna krutost

El ¢e biti konstantna.

-

Slika 1. lzvijanje zglobno oslonjenog Stapa

Posto je Ix manji u odnosu na ly, mozemo zakljuciti da ¢e do¢i do izvijanja oko osi x. Iz krajnjih
uvjeta oslanjanja vidljivo je da se Stap ne moze izviti na krajevima nego samo po svojoj duljini.
Pomak izvijene linije u bilo kojoj tocki od osi $tapa ¢emo pretpostaviti kao varijablu v. Jedino
vanjsko optereenje koje djeluje na Stap su sile P koje djeluju na rubovima Stapa, za koje se
pretpostavlja da ¢e djelovati u osi Stapa i nakon pojave izvijanja. Moment savijanja u promatranom

presjeku ¢e iznositi:

M=P-v (2.2)



Moment elasti¢ne linije nosaca u promatranom presjeku iznosi:

d?v
M= —El— (2.2)

Uz pretpostavku da su posrijedi mali progibi jednadZbu mozemo zapisati u obliku:

d*v
P-v= _Elﬁ (23)
d*v

Prv+El——=0 (2.4)
Uvedemo li oznaku:

2 = % (2.5)
dobit ¢emo izraz:

d%v

E + k*v =0 (26)

Opce rjesenje ove diferencijalne jednadzbe iznosi:

v=_Acoskz+ B sinkz 2.7

Konstante integracije A i B ¢emo izracunati iz rubnih uvjeta:

v(z=0)=0iv(z=L)=0

Iz prvog uvjeta dobivamo :

A=0



v = BsinkL

Iz drugog uvjeta dobivamo :

BsinkL =0

Ako je B =0, konstante A i B ¢e biti 0 i stup nece biti izvijen.

Slika 2. Oblik elasti¢ne linije

Ako je B sin kL = 0, konstanta B mora biti B # 0 za izvijeni oblik Stapa, odakle mora biti:

sinkL =0

kL = m, 2m, ... (2.8)

Konacan izraz za vrijednost sile pri kojoj nastupa izvijanje Stapa:

10



m2El 4m?EI (2.9

P = k?El =

Iz gornjeg izraza se moze zakljuciti da postoji beskonacan broj vrijednosti sile P koje ¢e uzrokovati
razli¢ite oblike izvijanja (slika 2). U praksi nas zanima najmanja moguca sila pri kojoj ¢e do¢i do

bocnog izvijanja, a ona iznosi:

n?El
P, = Iz (2.10)

1 naziva se Eulerova kriti¢na sila za zglobno oslonjen Stap kojem oblik elasti¢ne linije odgovara

obliku jednog poluvala sinusoide. Kriti¢na sila:

p_ ZTEL _4m’El

— — (2.11)

odgovara obliku izvijanja dva poluvala elasti¢ne linije. U praksi kriticna vrijednost Pe se nikada
nece prekoraciti jer se kod ovog opterec¢enja pojavljuju velika naprezanja koja uzrokuju slom
elementa. Stoga nas ne zanimaju optere¢enja ve¢a od najmanjeg opterecenja koje ¢e izazvati

izvijanje. Pri ovom opterecenju idealno ravan Stap Ce biti u stanju indiferentne ravnoteze, a progib:

v = BsinkL

¢e biti neodreden, zato jer je konstanta B neodredena. Teoretski, Stap ¢e biti u stanju ravnoteze za
optere¢enje m2EI/L* za bilo koju malu vrijednost B, koja ¢e odgovarati uvjetima indiferentne
ravnoteze. Kod ovog opterecenja mozemo ocekivati da ¢e izvijeni oblik $tapa odgovarati malom
sinusoidalnom valu male amplitude. To se moze eksperimentalno dokazati optere¢ivanjem vitkog

elasti¢nog Stapa.
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Pri vrijednostima manjim od 72EI/L? $tap ée biti u stanju indiferentne ravnoteze. Bilo koji bo¢ni
poremecaj ¢e uzrokovati pomak opterecenja iz ravnoteznog polozaja i slom Stapa. Kod statickih

optereéenja koja se nanose postepeno, vrijednost m2EI /L?se ne moZe prekoraditi.
Izraz za kritinu silu:

B m2El

P, 1z

je primjenjiv samo kod malih pomaka. Kod vec¢ih pomaka odnos momenta savijanja i elasti¢ne

linije nosaca:

nije primjenjiv, jer je zakrivljenost elasti¢ne linije izraZena pribliznim izrazom d?v/dz? i
promatrali linearnu jednadzbu M = —EI% koja vrijedi samo za male pomake (teorija drugog
reda).

Odnos sile P i popre¢nog pomaka Vv za idealno ravan $tap biti ¢e oblika kako je prikazano na grafu
1(a), na kojoj je vidljivo da su bo¢ni pomaci moguéi kada je:

m?El
>
>—

Ovo je primjenjivo sam za idealno ravne Stapove. Kod realnih Stapova koji imaju imperfekcije,
pomak Vv je moguc¢ za bilo koju vrijednost sile P (graf 1(b)) i teorijsko stanje indiferentne ravnoteze
pri sili:

m?El
12
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nije moguce. Svi materijali imaju granicu proporcionalnosti. Kada se ona dosegne, savojna krutost

Stapa brzo pada. Na P — v dijagramu to odgovara podrucju indiferentne ravnoteze.

(@

velike deformacije

indiferentna ravnozeza
za male progibe

(b)

lom Stapa s
imepertfekcijama

Dijagram 1. Velike deformacije i lom Stapa
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3. Rankine-Gordon formula pri izvijanju stupova

Eulerova formula za primjenjiva samo za Stapove velike vitkosti koji imaju male imperfekcije.
Medutim, u praksi ¢e stapovi dosegnuti granicu plasti¢nosti i eksperimentalno dobivene kriti¢ne
sile ¢e biti znatno manje od izraCunatih vrijednosti prema Eulerovim formulama. Za ovakve
slucajeve se koristi Rankine-Gordonova poluemprijska formula, koja u obzir uzima tlacnu ¢vrstocu

materijala, Youngov modul elasti¢nosti i omjer vitkosti L/k, gdje su:
L - duljina Stapa
k — najmanji polumjer tromosti popre¢nog presjeka

P.=0.A (3.1)

A — poprecni presjek Stapa

oc — tla¢no naprezanje

U izrazu:
! = 1 + 1 (3.2)
PR_Pe Pc '
su:

Pr — Rankine-Gordonova sila izvijanja
Pe — Eulerova sila izvijanja

n?El
P =

e Lz

UvrStavanjem svih varijabli dobivamo:
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1 L? 1

= +
Pr m2EI aycA

T (33)
Pr m2EAk? OycA :
1 Ljo,. +n?Ek?
Pr  m2EAk?0y,
n?EAk*oy,
R L{oy,. + m2Ek?
(0}
P = ye
R 130, /m?EAK? + n2Ek? /m?EAk? (3.4)
OycA
PR = > >
(0yc/m?E)(Lo/k)* +1
Ako je:
O'yc
- 35
Ry (3.5)
onda je:
aycA .

p,o— YT
R™ 1+ a(Ly/k)?

gdje je a konstanta koja ovisi i rubnim uvjetima i svojstvima materijala.
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Usporedba Rankine-Gordonove i Eulerove formule, za geometrijski idealne Stapove, je prikazana

na dijgramu 2. Uobicajene vrijednosti za omjer l/a i oyc Su dane u tablici 1.

sffa

N\
\
N
\ / Euler
OcA -

Rankine-Gordon

~— I’k
Dijagram 2. Usporedba Eulerove i Rankine-Gordonove formule

Tablica 1. Rankinove konstante

Materijal I/a Oyc
meki Celik 7500 300
kovano Zeljezo 8000 250
lijevano zeljezo 18000 560
drvo 1000 35
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4. Utjecaj geometrijske imperfekcije

Stapovi koji imaju geometrijske imperfekcije, kao $to su nepravilnost oblika popreénog presjeka
ili promjenjive debljine stijenki poprecnog presjeka, ¢e podnijeti manja opterecenja izvijanja, kako

je prikazana na dijagramu 3.

sila
geomelrijski savrsen oblik

~.!

A~~~ —

y

TN e

‘geometrijski nesavrsen oblik

- I/k

Dijagram 3. Rankine-Gordonova sila za savrSene i nesavrsene Stapove
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5. Efektivna duljina izvijanja

Prema formuli za kriti¢nu silu izvijanja, zglobno oslonjeni Stapa ¢e se izviti pri sili koja je Cetiri
puta manja od kriti¢ne sile izvijanja Stapa upetog na oba kraja i pri sili koja je Cetiri puta veca od

kriti¢ne sile izvijanja Stapa upetog na jednom kraju 1 zglobno oslonjenog na drugom kraju.

Tablica 2. Efektivne duljine izvijanja

Nacin oslanjanja Efektivna duljina izvijanja

Lo=L
; LO =L
Yy
iy
g
;{' Lo =0.5L
Iy
iy
Lo=0.7L

// LO:2L

ALY

18



6. Ekscentricitet pri unosu sile

U stvarnosti je nemoguce opteretiti stup idealno centricno po cijeloj visini. Iz tog razloga je

potrebno uzeti u obzir ekscentri¢no djelovanje sile P na Stap konstantne savojne krutosti El i duljine

L.

P

=—-.e-..=

' y y
‘ hvatiste 1
' sile P

el | C
: - -y
| ¢
|
| |

=e=

P P

Slika 3.. Ekscentri¢no opterecenje Stapa

Pretpostaviti ¢emo da se tlaéna sila P primjenjuje na udaljenosti e od srediSta pravokutnog
poprecnog presjeka, koji ima najmanji moment tromosti Ix. Tla¢na sila P se primjenjuje na kratkoj
konzoli koja je kruto vezana za Stap. To ¢e uzrokovati savijanje Stapa. Pomak bilo koje tocke od

osi Stapa ¢emo pretpostaviti kao varijablu v. Moment savijanja u promatranom presjeku ¢e iznositi:

M =P(e+v)

Ako pretpostavimo da su pomaci v jako mali onda je:

d?v
M=—El—

19



Slijedi da je:

2

EIdU—P +
7,7 (e+v)

d?v

El—+ Pv = —Pe
dz?

Kada je ekscentricite e = 0, onda ¢emo dobiti rjeSenje za centri¢no optereceni Stap.
Kao i prije:

P
k? = —
El

dobit ¢emo izraz:

d?v
E + kz'U = —kze

Opce rjesenje ove diferencijalne jednadzbe iznosi:

v=Acoskz+ Bsinkz—e

Konstante integracije A i B ¢emo izracunati iz rubnih uvjeta:

v(z=0)=0iv(z=L)=0

1 tako ¢emo dobiti:

A—e=0

AcoskL+BsinkL—e=0

20



wEl

Vo
Dijagram 4. Progibi ekscentri¢no opterecenog Stapa

Prva jednadzba daje rjeSenje A = e, a rjeSenje druge jednadzbe je:

_e(1—coskL)
B sinkL

Onda je:

e(1 —coskL)
= — —~ i 6.1
v=-e(coskz—1)+ e sinkz (6.1)

Pomak v u sredini raspona je:

1 — coskL
)

- [( kL in kL]
'Uo =e CoS Sin kL Sin 2

2

2 sin%kL (1 — cos%kL)

= 6.2
Vo =€ sin kL (6.2)
Ako je sin%kL # 0, dobijemo:
1
Vo = e(secEkL -1) (6.3)

21



Kadaje P =0:

lkL_L P_0
27 2J|EI

i vo = 0. Kako se P priblizava m2EI/L?, 1/2KL se pribliZava n/2, a:

—kL
secs kL — o

Stoga su vrijednosti vo moguée od pocetka nanoSenja optereCenja i rasti ¢e nelinearno sa
poveéanjem P. Sila P neée poprimiti vrijednost 2EI/L? jer bi u tom slu¢aju Vo bio beskona¢no

velik, a lom materijala bi nastupio za manju vrijednost sile P.

Moment savijanja ¢e biti u sredini duljine Stapa, gdje je najveci bo¢ni pomak, a on iznosi:
1
M = P(vy + e) = Pe secEkL (6.4)

Varijabla c predstavlja udaljenost osi Stapa i najudaljenijih vlakanca Stapa. Normalno naprezanje

uslijed djelovanja momenta M je:

1
_ Mc Pe secikL (6.5)
nETTT T

Srednje normalno tla¢no naprezanje uslijed sile P je:

P
o == (6.6)

gdje je A povrsina popre¢nog presjeka Stapa. Najvece normalno tlatno naprezanje iznosi:
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P Pe 1
Omax = 0y + 01 = 7+ Tsecsz (6.7)

Pretpostavit ¢emo da je | = Ar?, r je polumjer tromosti popre¢nog presjeka oko osi x. Onda je:

P ec 1
Omax = Z [1 + r—ZSECEkL:l (68)
Najmanje tla¢no naprezanje je:

P ec 1
Omin — Z [1 - r—ZSECEkL:l (69)

Vrijednost sile P koja dovodi do najvecéeg tlatnog naprezanja o:

P Ao
= 6.10
1 +e—§sec1kL (6.10)
T 2
Kako je:
1 KL = L |P
277 2. |EI

funkcija sile P, gore napisane jednadzbe se moraju rjeSavati iteracijski. Dobra aproksimacija je:
~kL=10,7a 0< 6 <m/2

1+0.26 (%)2 _ P, +0.26P

)

secO =

Sto dovodi do sljedece jednadzbe za P:
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P2(1- 0.26i—§) -p|r.(1 +i—§) + 04| +04P, =0

Ako je e =0, onda je P = Pe ili dA.
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7. Inicijalno zakrivljeni stupovi

Idealno ravan Stap je nemoguce izvesti u praksi. Stoga bi pri analizi izvijanja Stapova trebalo uzeti

u obzir pocetnu zakrivljenost.

Promatrat ¢emo Stap zglobno uc¢vrsc¢en na oba kraja, koji u neoptereCenom stanju ima malu pocetnu
zakrivljenost. Pocetni progib Vo je udaljenost promatrane tocke od uzduzne osi(slika 4). HvatiSta

sila P na rubovima S§tapa ¢e biti u srediStu popre¢nog presjeka.

P

Slika 4. Inicijalno zakrivljeni Stap

Nakon opterecenja Stapa u promatranom presjeku se javlja dodatni progib v. Moment savijanja u

promatranom presjeku iznosi:

M =P+ v,)

Ako je Stap u pocetnom stanju neopterecen, moment savijanja u promatranom presjeku je

proporcionalan progibu elasti¢ne linije:
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d?v
M= —El—

Ako dodatna zakrivljenost Stapa nastaje zbog dodatnog progiba v, a ne zbog ukupnog progiba
(v + Vo), dobit ¢emo:

d?v

EIW-}'P('U-F'UO):O

Ako je k? = P/EI, dobit éemo:

d?v
E + kzv = —kzvo

Ako pretpostavimo da elasti¢na linija ima sinusoidalni oblik, tada je:

Z
Vo =a sinT (7.2)

gdje je konstanta a pocetni progib tocke u sredini duljine $tapa. Onda dobijemo izraz:

d?v nz
[ 29) = 2 in— 7.2
172 + k“v k“a sin I (7.2)

Opce rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe je:

v=Acoskz+ B sinkz +

2

Ako je Stap zglobno oslonjen, rubni uvjeti su:

v(z=0)=0iv(z=L)=0
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1 tako ¢emo dobiti:

A=0

BsinkL=0

Ako pretpostavimo k # 0, onda je B =0, v iznosi:

k212

Ali, ako je k? = P/El i Pe = 7El/L2, dobit ¢emo:

asin—nz
%
v = L 0
P, PR,
P P

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Sada je Pe sila izvijanja za idealno ravan Stap. Iz navedenog izraza vidljivo je da ¢e sila P povecati

pocetnu zakrivljenost faktorom 1/[(Pe/P) — 1]. O¢ito je da priblizavanje iznosa sile P sili izvijanja

za idealno ravan Stap, Pe, progib v tezi u beskonac¢nost. Dodatni progib u sredini duljine Stapa je:
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Odnos izmedu P i v¢ je graficki prikazan na dijagramu 5(a). Vrijednost v¢ se brzo povecéava kako
se P priblizava Pe. Teoretski, sila Pe se moze dosegnuti ako je progib beskonacno velik. U
stvarnosti lom materijala ¢e nastati prije dosezanja sile Pe i pri kona¢nom pomaku. Konstantu a

mozemo izraziti kao:

UC
P, —

P UVc=a (7.7)

Ovaj izraz nam daje linearnu ovisnost vc/P i vc (dijagram 5). Negativne vrijednosti za dodatni
progib odgovaraju vrijednosti -a. Ako graficki prikazemo odnos Vc/P i v, moZe se ustanoviti da
priblizavanjem kriti¢noj vrijednosti Pe ove varijable su u linearnom odnosu kako smo prethodno

zakljucili. Nagib grafa predstavlja Pe kriti¢nu silu izvijanja idealno ravnog Stapa.

(a) (b)
= Ve /P
|

rEl| _
T

rd

v
Vc VC

Dijagram 5. Progib Stapa s po¢etnom zakrivljenosti

P-vc krivulja se asimptotski priblizava pravcu P = Pe ako je materijal elasti¢an.

Prilikom analize izvijanja Stapova potrebno je odrediti najveca uzduzna naprezanja. Najveci

moment savijanja se javlja u sredini Stapa i iznosi:

P, ]
P,—P

M=P(a+v,) =Pa|l+ =Pa[ (7.8)

ke

Z-1
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Najvece tlano naprezanje se javlja u vlakancima najudaljenijim od sredista poprecnog presjeka, a

0no iznosi:

Omax = g * li:a—P; C) B 2[1 * Pep—e P (%)] (7.9)

gdje su A povrsina popre¢nog presjeka, ¢ je udaljenost od srediSta popre¢nog presjeka do
najudaljenijih vlakanaca i r je radijus tromosti popre¢nog presjeka. Ako je srednje naprezanje

o=P/A, onda je:

B o, ,ac
Omax = O [1 o (r_z)] (7.10)
gdje je:
— Pe —_ 2 r 2
0p = =mE (Z) (7.12)

Pretpostavimo li = = 7. Onda je:

g,
O = 0[1 4 1% ] (7.12)

O, — 0O

Omax = (Ge —0)= a[(1+n)o, — ]

Slijedi da je:

% — U[Umax +(1+ U)Ue] + Omax 0 =0

1 1
0= E [Jmax + (1 + U)Ue] - \/Z [Umax + (1 + U)Ue]z — Omax Oe (7'13)
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Za rjeSenje korijena uzimamo negativnu vrijednost. Ovo rjesenje nam daje prosje¢no naprezanje o,
pri kojem bi najvece tlacno naprezanje omax bilo ostvareno za bilo kuju vrijednost ». Ako nas

zanima vrijednost ¢ pri kojem je dosegnuta granica te¢enja oy za Stap od mekog Celika:

o= %[ay + (1 +noe] - \/% [0, + (1 + n)ae]z — 0, 0, (7.14)
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8. lzvijanje stupova pri razli¢itim rubnim uvjetima

8.1 lzvijanje obostrano upetog stupa

Kod elasti¢nog izvijanja Stapova do sada smo pretpostavljali da su krajevi Stapa uvijek zglobno

spojeni s podlogom. Ako su na rubovima Stapa sprijeceni zaokreti (slika 4), tada ¢e elasti¢na linija

poprimiti oblik polusinusoide sa tockama infleksije u Cetvrtinama duljine Stapa za najmanje

kriti¢no opterec¢enje. Stoga ¢e najmanja kriti¢na sila izvijanja iznositi:

a efektivna duljina izvijanja Lo = 0.5L.

L
L/2

El

P

Slika 5. Izvijanje obostrano upetog Stapa

Ako su rubovi Stapa upeti, moment upetosti ¢e se razviti tek kada se Stap izvije.
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8.2 lzvijanje jednostrano upetog stupa

Ako se slobodni kraj konzole optereti tlacnom silom P, za najmanje kriti¢no opterecenje, elasticna

linija ¢e poprimiti oblik sinusoidalnog vala kojemu su tocke infleksije na udaljenosti 2L(slika 6).

Kriti¢na sila izvijanja ¢e iznositi:

p - n?El B n?El
T (2L)2 T 412

a efektivna duljina izvijanja Lo = 2L.

(8.2)

Vazna pretpostavka ove analize je da sila koja djeluje na slobodnom kraju konzole ostaje u

vertikalnom polozaju. U protivnom c¢e sila P djelovati na pravcu BA(slika 7), te neCe nastati

moment upetosti u lezaju A, a konzola ¢e se ponasati kao zglobno oslonjen Stap.

P
A
77

Slika 6. Stap se nastoji vratiti u podetni
poloZaj

Slika 7. lzvijanje Stapa upetog na jednom
kraju, a na drugom slobodan
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8.3 lzvijanje stupa upetog na jednoj strani, na drugoj zglobno oslonjenog

Stap na jednom kraju upet, a na drugom slobodno oslonjen prikazan je na slici 8, te je optereéen

vertikalnom silom P.

P
F —*\\—v Jr'
N\
A
n
V|
El :_,"
Jr'l -l
Z ll,l"l
I/
I
FL
F~47)
P

Slika 8. lzvijanje Stapa upetog na jednom kraju, a na drugom zglobno oslonjen

Ako je v progib sredisnje osi paralelno s osi y, moment savijanja u promatranom presjeku je:

M=Pv—-Fz

Medutim, moment savijanja u promatranom presjeku je proporcionalan progibu elasti¢ne linije:

M = —EI d’v
B dz?
Slijedi:
d*v
—EIF =Pv—Fz

Ako je k? = P/EI, dobit éemo:

d?v Ky = Fk?z
dz? v= P
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Opce rjesenje nehomogene diferencijalne jednadzbe je:
F
v =Acoskz+Bsinkz+Fz
gdje su A i B proizvoljne konstante; a vrijednost sile F je isto nepoznata, pa postoje tri nepoznanice
u jednadzbi. Rubni uvjeti su:

dv
v(z=0)=0iv(z=L)=0i—=0
dz

RjeSenja su:

A=0

FL
BsinkL+?=0

FL
BcoskL+?=O

Zadnje dvije jednadzbe daju rjeSenje:

L B L
PsinkL ~ PkcoskL

B
F

Iz Cega slijedi:

kL cos kL = sinkL (8.3)
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Ova jednadzba ¢e dati rjesenja KL za neodredene konstante B i F, odnosno za uvjete indiferentne

ravnoteze. Jednadzbu mozemo zapisati u obliku:

kL = tan kL (8.4)

Najmanja vrijednost za kL koja zadovoljava gornju jednadZbu, uz uvjet da je razli¢ita od nule

priblizno iznosi 4.49 (dijagram 6). Kriti¢na sila izvijanja je:

El El
Pop = k°El = 4497 75 = 2025

Pribliznu vrijednost za kL mozemo izvesti na na¢in da pretpostavimo da je:

kL_37T

l’/
| ; }[| rjesenje za najmanju
L | kritignu silu
Y
/ tan kL
L
s
/
T e =— kL
2 2

Dijagram 6. Graficko odredivanje kriti¢ne sile izvijanja

Zanima nas korijen jednadzbe:

3 4 <3TL’ )
5 £ = tan 5 £
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Ako je & mali onda:

3 _ cot _1(1 12)
5 ‘s—cos—(g 35

Priblizno je:

sm_ 1 2

2 ¢ ey
Onda je:

kL_37T 2 9n?—4

2 3w 6m
on? — 4\’ EI El

P, = k2El = ( — ) 7 =203 (8.5)

gdje je:

Lo = /m?/20.3 = 0.7
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9. Numericki primijer

U numeri¢kom primjeru je prikazan postupak dimenzioniranja gornjeg pojasa resetkastog nosaca

optere¢enog uzduznom tlatnom silom prema EN 1993, te provjera iskoristivosti ¢vrstoce

popre¢nog presjeka i provjera iskoristivosti elementa na izvijanje preko Eulerove formule.

Static¢ki sustav

NEd

AN 1.9m

L=

-‘1

Slika 9. Stati¢ki sustav

Ned = Fg = 340.80 kN (tlacna sila)

Poprecéni presjek

Slika 10. Poprec¢ni presjek

Odabrani profil: 80x80x4
Tip popre¢nog presjeka: toplo dogotovljeni
PovrSina popr. presjeka: A=12.0cm?
Moment tromosti: I = 115 cm*
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Visina presjeka:

Sirina pojasnice:

Debljina stijenke:
Osnovni materijal:

S 460

Granica popustanja:

Modul elasti¢nosti:
Parcijalni faktori
ymo = 1.00

ym: = 1.10

Razradba poprecnog presjeka

Hrbat:

h =80 mm
b =80 mm
t=4.0 mm

fy = 460 N/mm?

E = 210 000 N/mm?

c=h—-3:t=80-3-4=68.00mm

c 68.00
= = 17.00

uvjet za klasu 1:

<33-¢

| O

33:£=33-0.71 = 23.59
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17 < 23.59

Hrbat je svrstan u klasu 1

c=h—-3-t=80—-3-4=68.00mm

¢ 68.00
-=—2=17.00
t 4

uvjet za klasu 1:

<33-¢

| O

33:£=33-0.71=23.59

17 < 23.59

Pojasnica je svrstana u klasu 1

Poprecni presjek svrstan je u klasu 1!!

Otpornost popreé¢nog presjeka u tlaku

Nowg= Nopog= 2ty 12246 _coin
C,Rd pl,Rd VMO 1.00

Uvjet nosivosti:

Nga

< 1.00
c,Rd
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0.62 < 1.00

Odabrani profil zadovoljava, iskoristivost je 62%.

Otpornost elementa na izvijanje

Konstrukcijski element u tlaku

A-fy

Ymo

Ny ra = Npzra = Npra = X°

Za poprecne presjeke razreda 1, 21 3:

1

X = =
@+ P2 — 12

Aliy <10

®=05-[1+a-(1-0.2)+ 2%

Bezdimenzijska vitkost A:

1= AL
NCT

Elasti¢na kriti¢na sila N¢r:
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n?-E-1

Ner = T2,

Os y-y:
Lery = L =190.00cm
2 -21000- 115

N, = 507 = 660.25 kN

Os z-z:

Lery = L =190.00 cm

2 -21000 - 115
N, = 507 = 660.25 kN

T= |22 o1
~ 166025

Mijerodavna krivulja izvijanja

Toplo gotovljena cijev — krivulja izvijanja ag

Faktor imperfekcije « = 0.13

Odredivanje faktora redukcije y:
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Osy-yiosz-z:

® = 05-[1+0.13-(0.91 — 0.2) + 0.912] = 0.96

1
X min = e V0.067 — 0.912
N, o= 0792200740 oo a3k
bRa — 1.10 T
£ < 1.00
b,Rd
34080 _
396.43
0.86 < 1.00

Odabrani profil zadovoljava, iskoristivost je 86%.

Provjera izvijanja prema Euleru

Duljina izvijanja:

[; =1=192.00 cm

Polumjer tromosti presjeka:

_ Ly 115.00
lminZ\/T:ZnZ\/lz.Oo = 3.096 cm

Vitkost Stapa:
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I,  190.00
" imin 3.096

Grani¢na vitkost Stapa:

_ Lni 115.00
lminZ\/anZ\/lz.Oo = 3.096 cm

A > A, - izvijanje u elastitnom podrucju

Eulerova kriti¢na sila izvijanja:

2 E Iy % 210000 - 1150000

P = = = 660 252 N = 660.25 kN
fer 12 19002

Nga _ 340.80
L = 0.52

Pyr  660.25

Iskoristivost je 52%.

Iz dobivenih rezultata je vidljivo da je kriticna sila koju element moze podnijeti prije gubitka
stabilnosti prema EN 1993 znatno manja od one koja je izra¢unata Eulerovom formulom, $to je

o¢ekivano jer se u normama eurokoda u obzir uzimaju rotacijski kapacitet presjeka te faktor

redukcije normalne sile y.
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Zakljucak

Opterecenje na stupove moze uzrokovati tlaéni slom, ali moze uzrokovati i dodatne deformacije,
koje ¢e u konacnosti dovesti do gubitka stabilnosti. Istrazivanjima je dokazano da ¢e vitki stupovi
do¢i do granice loma znatno prije nego li se dosegne tlacna Cvrsto¢a materijala. Medutim, ako
deformacije koje nastaju izvijanjem stupa ne uzrokuju slom, stup ¢e ostati u deformiranom obliku
1 prenosit ¢e optereCenje. Na izvijanje, osim tlaCnog optere¢enja, utjeCu i1 geometrijske
karakteristike poprecnog presjeka, nacini oslanjanja stupa na podlogu, svojstva materijala od kojeg
je stup izraden. Rankine-Gordon formula u obzir uzima otpornost elementa na tlaéno opterecenje i

otpornost elementa na izvijanje, te je primjenjiva za stupove male, srednje i velike vitkosti.
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