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SAZETAK

Cisto savijanje predstavlja znadajnu domenu u znanosti o otpornosti materijala. Specifi¢no je
po tomu $to se kod Cistog savijanja, za razliku od savijanja silama, element optere¢uje samo
momentom savijanja, pa se zbog toga razlikuju i unutarnje sile i naprezanja, $to ¢e se u ovom
radu analizirati. Kako bismo razumjeli ¢isto savijanje Stapova s velike zakrivljenosti, nuzno je
prvo ste¢i znanje o Cistom savijanju ravnih Stapova, kao i razumjeti karakteristike samih
Stapova velike zakrivljenosti. Ovo je posebno bitno jer teorijski postulati i zakonitosti
primjenjivi na ¢isto savijanje Stapova s velike zakrivljenosti izravno proizlaze iz jednostavnijeg
slucaja Cistog savijanja ravnih Stapnih elemenata. Osim toga, u radu se detaljno razmatra pojam
Stapova velike i male zakrivljenosti, te se analizira proces odabira optimalnih poprecnih
presjeka za zakrivljene Stapove u ¢istom savijanju. Kljucni aspekt ovog procesa je postizanje
optimalnih naprezanja uzrokovanih savijanjem, Sto implicira izbor popre¢nog presjeka koji ¢e
rezultirati ravnotezom naprezanja na rubnim vlaknima materijala. Primjena teorija male
zakrivljenosti na proracun Stapova velike zakrivljenosti rezultirala bi znac¢ajnim razlikama u
naprezanjima, ¢ak do 20%, na rubnim vlaknima. Rad takoder ukljucuje rjeSavanje konkretnog
primjera racunskog zadatka s Cistim savijanjem Stapova velike zakrivljenosti, prikazujuci

postupak odredivanja naprezanja i racionalizaciju odabira poprecnog presjeka.

Kljucne rijeci: Cisto savijanje, zakrivljeni Stapovi, naprezanja, unutarnje sile



SUMMARY

Pure bending is a significant area within the science of materials resistance. It is characterized
by the fact that in pure bending, unlike in force-induced bending, an element is subjected to
only one bending moment. Consequently, the internal forces and stresses that are the focus of
this study vary. To understand pure bending in highly curved beams, one must first understand
pure bending in straight beams and understand the properties of highly curved beams. This is
critical because the theoretical basis for highly curved members is derived directly from simpler
cases involving straight member elements. This paper also examines the concepts of strongly
and weakly curved members and analyzes the selection process for optimal section shapes in
pure bending. The main objective is to achieve an optimal stress due to bending, i.e., to select
a cross-sectional shape that balances the stress on the outermost fibers of the material. Applying
low-curvature theories to highly curved members would result in significant stress differences
of up to 20% at the outermost fibers. In addition, the paper presents a specific computational
example for pure bending of highly curved beams is presented, demonstrating the stress

determination procedure and rationalizing the choices of cross-sectional shape.

Key words: pure bending, curved beams, stresses, internal forces
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1. UVOD

Zakrivljeni Stapovi su konstrukcijski elementi koji su karakteristi¢ni po tomu §to im je os,
odnosno linija koja spaja tezista svih susjednih poprecnih presjeka, zakrivljena. U praksi,
takvi konstrukcijski element primjenjivi su u razli¢itim podruc¢jima, kao Sto su dizalice,

kuke, mostovi, lukovi itd. (slika 1.1.).

Slika 1.1.



Zakrivljeni Stap kojega promatramo imati ¢e sljedece geometrijske karakteristike:

1. Os promatranog Stapa biti ¢e ravninska krivulja, 1 to dio kruznog luka opisana centrom
zakrivljenosti, radijusom zakrivljenosti i kutem zakrivljenosti.

2. S obzirom na ravninu u kojoj lezi os zakrivljenog Stapa, poprecni presjek Stapa biti ¢e
simetri¢an i nepromjenjiv uzduz cijelog Stapa.

3. Vanjske sile koje opterecuju Stap djeluju u ravnini koja je uzduzna, i po kojoj je Stap
simetrican. U istoj toj ravnini ¢e se Stap 1 deformirati, pa se zbog toga moze pretpostaviti
da ¢e os Stapa i nakon deformiranja ostati ravninska krivulja i ne¢e se deformirati izvan

svoje ravnine.



2. UNUTARNIE SILE KOD ZAKRIVLJENIH STAPOVA

Kod ravninskog $tapa unutarnje sile odredujemo postavljanjem uvjeta ravnoteze, a istim

postupkom se koristimo i kod zakrivljenih Stapova.

Prikazan je op¢i slucaj djelovanja vanjskih sila koje na zakrivljeni Stap. Sile su, po pretpostavci,

postavljene u u uzduznoj ravnini simetrije zakrivljenog Stapa. (slika 2.1.)

Slika 2.1. Slika 2.2.

Promatrani Stap prerezimo ravninom m-n koja je okomita na os Stapa i prolazi centrom
zakrivljenosti C (slika 2.2.) i promotrimo desni dio Stapa. Redukcijom vanjskih sila na silu Ri
moment M koji djeluju u teziStu presjeka te zamjenom odbacenog, lijevog, dijela presjeka
unutarnjim silama koje nove, reducirane, sile uravnotezuju, dobijemo jednadzbe uvjeta

ravnoteze za promatrani dio Stapa:

I Fa=0 (2.1.)



Uzduzna je sila pozitivna ako uzrokuje vlak, odnosno ako je usmjerena kao i vanjska

normala.

IF=0 (2.2))

Poprecna sila biti ¢e pozitivna ukoliko Stapni element okre¢e u smjeru kazaljke na satu.

I Moi=0 (2.3)

Moment savijanja pozitivan je ako se njegovim djelovanjem zakrivljenost povecava, to jest ako

se vla¢no naprezanje nalazi na konveksnoj strani Stapnog elementa.

Kada crtamo dijagrame momenta savijanja (M), poprecne sile (7) 1 uzduzne sile (N), za nultu
liniju dijagrama uzimamo os zakrivljenog Stapa, a ordinate se pri tom nanose u radijalnom

smjeru.

Pozitivne ordinate u 7 i N dijagramima nanosimo na konveksnoj, a negativne ordinate na
konkavnoj strani Stapa. M dijagram se, kao 1 kod ravnih Stapova, crta na onoj strani na kojoj

dolazi do rastezanja vlakanaca uzrokovanog opterecenjem.

Promotrimo izrezani element Stapa 0, 0, koji ima duljinu ds (slika 2.3.). Prikazani element je
u stanju ravnoteze, dok na njega djeluju vanjska optere¢enja; moment savijanja, poprecne i
uzduzne sile u rubnim presjecima m —n te m; — n,. Zadano kontinuirano opterecenje g
rastavljamo na dvije komponente, i to na komponentu okomitu na os Stapa g,, 1 komponentu

koja je u smjeru osi Stapa q;.



Slika 2.3.

[z uvjeta ravnoteze promatranog izrezanog elementa zakrivljenog Stapa 0,0, dobivamo

sljedece jednadzbe:
do do do do
JF50, = (N +dN)- cos7+(T+dT) sm7+T smT—N cos7+qtds—0
d d d d
YFeg = (T+dT)-cos7(p—(N+dN)-sin7(p—T-cos7(p—N-sin7(p—qnds =0

d
IMy,=(M+dM)—M—T-r-sindp —N-r-(1—cosdg) — q, 'r'dw'r'sinj(p

=0



Uzmemo li u obzir da je:

d d d
sindp = ¢, cosdy = 1, sinT(pzT(p, cos%pzl, ds=r-do

1 zanemarimo li produkt diferencijalnih veli¢ina; dobit ¢emo sljedece vrijednosti:

dN
%——T—qt-r (24)
daT
%—N+qn-r (25)
aM
% =T-r (26)

Izrazi koje smo dobili predstavljaju diferencijalne ovisnosti pri savijanju zakrivljenog Stapa.

Uvrstimo li u njih izraz r - dg = ds, mozemo ih zapisati u sljede¢em obliku:

dN T
il (2.7)
ar N
Pt + qn (2.8)
am
Bt (2.9)

Nadalje, promotrimo li slu¢aj kada r — oo, gore navedeni izrazi ¢e postati diferencijalne

ovisnosti pri savijanju ravnog Stapa.

Naprezanja u zakrivljenom Stapu, odnosno odredivanje istih, zasniva se na principu
neovisnosti djelovanja sila. To znaci da ¢emo za svaku komponentu naprezanja; M, T'1 N,
posebno odrediti naprezanja, te ¢emo naposljetku zbrojiti odgovaraju¢e komponente

naprezanja



3. CISTO SAVIJANJE RAVNOG STAPA

3.1.  Opcenito o ¢istom savijanju ravnog Stapa

Poseban slucaj savijanja, kada je poprecni presjek Stapa optere¢en samo momentom savijanja,
naziva se Cisto savijanje. Taj slucaj razlikuje se od popre¢nog odnosno savijanja silama, gdje u

savijanju sudjeluju 1 poprecne sile.

Osnovna razlika je u tomu Sto se kod Cistog savijanja, u poprecnom presjeku pojavljuje samo
normalno naprezanje uzrokovano momentom savijanja, dok se kod savijanja silama, osim
normalnog javljaju i posmi¢na naprezanja uzrokovana utjecajem poprecnih sila. Taj zakljucak

je vazan zbog popre¢nih presjeka koji se razliito ponaSaju u dva navedena slucaja.

R Y
. ¥

@ |
QO @) | m

Slika 3.1.

Na slici 3.1. prikazan je opceniti slucaj Cistog savijanja ravnog Stapa. Promatrani Stap
konstantnog je popre¢nog presjeka, materijal od kojeg je izraden homogen je, izotropan i
elastican. Opterecen je po slici, samo momentom savijanja M, i zbog toga je momentni
dijagram konstantan, dok je dijagram poprecnih i uzduznih sila jednak nuli.

Prerezemo li promatrani S$tap u ravnini 1-1 1 promotrimo li lijevi dio Stapa (dio koji nije upet),

djelovanje desnog dijela Stapa moZemo zamijeniti momentom savijanja M u ravnini 1-1.



Za lijevi dio Stapa koji je vidljiv na slici 3.2., u op¢enitom slucaju (savijanje silama), na dA,

koji je dio povrSine popre¢nog presjeka Stapa, unutarnje sile mogu se opisati produktom:

OxdA; TyydA; Ty, dA

PRESJEK 1-1

Slika 3.2

Postavimo Sest uvjeta ravnoteZe za promatrani sustav:
YE =0; szAadizo

YE,=0; T,=[ TydA =0

NE=0; T,=[, tdd =0

SMy=0; My=M, =], (T,y—Txy2) dA = 0
XM, =0; MszszfA oy zdA= M

YM,=0; M,=][ o,ydA=0

Iz navedenih jednadzbi ravnoteze, vidljivo je kako u presjeku Stapa kojeg promatramo djeluje

samo moment savijana M, = M, dok su ostale komponente unutarnjih sila jednake nuli;



T, =T, = M; = 0. Prema tome, javljaju se samo normalna naprezanja, dok su posmi¢na

jednaka nuli. Od Sest jednadzbi ravnoteze preostaju samo tri:

fadi=0

A

faxsz=M
A
jaxydA=O
A

Vidljivo je da te tri jednadzbe ravnoteze nisu dovoljne da bi se naprezanje odredilo, zbog toga
$to nam je zakon raspodjele naprezanja po ravnini popreénog presjeka nepoznat. Potrebno je

promotriti nacin na koji se Stap deformira.

Buduéi da u stapu djeluje samo moment savijanja M koji je konstantan u svim dijelovima Stapa,
mozemo zakljuciti da ¢e zakrivljenost svih dijelova Stapa biti konstantna. Os ravnog Stapa

postaje krivulja konstantne zakrivljenosti, a ta krivulja je kruzni luk.

Pretpostavimo li da su krajnji presjeci Stapa ravni, tada moZemo zakljuciti da su svi ostali
presjeci ostaju ravni odnosno nedeformirani i okomiti na savijenu os Stapa. Tomu je uzrok
nepostojanje posmicnih naprezanja. To vrijedi za sve presjeke promatranog Stapa; one na

polovini, na ¢etvrtini i na osmini, i tako dalje.

Navedena pojava naziva se Bernoullijeva hipoteza ravnih poprecnih presjeka.

3.2. Bernoullijeva hipoteza ravnih poprecnih presjeka



, - neutralni sloj

]

L ax

Slika 3.3

Zamislimo da na povrsni uzduznog presjeka Stapa postoji pravokutna mreza. U slucaju
neopterecenosti, vidljivo je da su uzduzne linije mreze u paralelnom odnosu s osi Stapa, dok su

poprecne linije ravne i na njih okomite.

Nadalje, nakon nanoSenja optere¢enja momentom savijanja (Cisto savijanje), vidljivo je

sljedece:

e UzduZne linije postaju kruzni lukovi, 1 to kruzni lukovi koncentri¢nih kruZnica sa
zajedni¢kim centrom zakrivljenosti

e Poprecne linije ostaju ravne i okomite na novonastale kruzne lukove

e Uzduzne linije na konkavnoj strani se skracuju, dok se na konveksnoj strani produljuju.
Izmedu skraéenih i produljenih vlakana, u tezistu poprecnog presjeka postoji i sloj koji
ne mijenja svoju duljinu. Taj sloj naziva se neutralna linija. U neutralnoj liniji normalna

naprezanja jednaka su nuli, na konkavnoj su strani negativna a na konveksnoj pozitivna.

Navedena zapaZanja temelj su Bernoullijeve hipoteze ravnih poprecnih presjeka, koja se

javlja kod ¢istog savijanja.

Zarazliku od Bernoullijeve hipoteze kod Cistog savijanja, koja tvrdi da poprec¢ni presjeci ostaju
ravni 1 okomiti na uzduzna vlakna, pri savijanju silama vrijedi TimoSenkova teorija savijanja
poprec¢nih presjeka, koja u obzir uzima posmicna naprezanja jer ona su kod savijanja silama

prisutna. Zbog tih posmi¢nih naprezanja, poprecni presjeci ne ostaju ravni nego se deformiraju.

10



4. CISTO SAVIJANJE ZAKRIVLJENOGA STAPA

Kada promatramo c¢isto savijanje zakrivljenog Stapa, uzimamo iste pretpostavke kao 1 kod

¢istog savijanja ravnog Stapa:

e Pri Cistom savijanju, poprecni presjeci ostaju nedeformirani odnosno ravni i okomiti na
os Stapa koja se deformira. Kako se os Stapa deformira, a poprecni presjeci ostaju
okomiti na nju, moze se zakljuciti da se oni zaokrec¢u. Pretpostavka je eksperimentalno
potkrijepljena.

e UzduZna vlakna Stapa koja su kruzni lukovi koncentri€nih kruznica, kada dode do
savijanja jedna na druga ne djeluju. Da bi element prikazan na slici 4.1. bio u ravnotezi
uz normalna naprezanja o, djeluju i radijalna o, koja su zanemariva, pa se uzima o, =

0.

Slika 4.4.

Zamislimo da iz zakrivljenog Stapa optere¢enog na Cisto savijanje izvadimo element abcd
(slika 4.2.), koji je na rubovima optere¢en momentom M §to zamjenjuje dijelove Stapa koje

smo uklonili.

11



“—ravni §tap

zakrivljeni Stap
V no. (hiperbola)

7| tlak

rp b
do
..('\C i 1.1
Slika 4.2.

Koristene oznake:
r -polumjer zakrivljenosti osi Stapa
p -polumjer zakrivljenosti neutralne osi Stapa
u -polumjer zakrivljenosti proizvoljnog vlakna
ul -polumjer zakrivljenosti vanjskog rubnog vlakna
u2 - polumjer zakrivljenosti unutarnjeg rubnog vlakna
T -teZiSte poprecnog presjeka
C -srediSte zakrivljenosti
z -udaljenost vlakna od neutralne osi

y =r — p -udaljenost neutralne osi od teZista.

Ako pretpostavimo da lijevi presjek elementa abcd (slika 4.2.) ostaje u svom prvobitnom

poloZaju, moZemo primijetiti kako ¢e se desni dio, koji ostaje ravan, zaokretati prema lijevome

12



dijelu 1 to oko neutralne osi y. Do¢i ¢e u novi polozaj c¢;d; koji je zaokrenut za kut A d¢e. Na
konveksnoj strani, vlakna se produljuju dok se na konkavnoj strani skrac¢uju. Proizvoljno
uzduzno vlakno 4B, koje je od neutralnog sloja udaljeno za duljinu z i pocetne je duljine

ds = (p + z) - de produljiti ¢e se za duljinu Ads = z-Adg.

Shodno tomu, produljenje vlakna 4B koje je od neutralne osi y udaljeno za iznos z iznosi:

e _Adds _ z Ade
XX T gs _p+z de

4.1)

1z jednadzbe je vidljivo da se deformacije po visini presjeka mijenjaju hiperboli¢no, dok su po
Sirini presjeka konstante.

Kako je pri ¢istom savijanju stanje naprezanja jednoosno, prema Hookeovom zakonu vrijedi

. _Z .Ad<p
p+z do

o,=E-&e,=E (4.2)

Iz navedenog izraza vidljivo je kako se i normalna naprezanja, poput relativnih deformacija,
po visini presjeka mijenjaju po zakonu hiperbole. Asimptota te hiperbole pravac je koji je

okomit na poprecni presjek, a prolazi kroz srediste zakrivljenosti (z = —p).

X I<

Slika 4.3.

Za odrezani dio Stapa, opterecen Cistim savijanjem (slika 4.3.), postoje tri uvjeta ravnoteze:

YE=0; N=[ 0-dA=0 (4.3.2)

M, =0; My=/[ 00 2z-dA=M (4.3.b)

13



YM, =0; MZ=fA oy *ydA= 10 (4.3.0)
Uvrstimo li izraz (4.2) u jednadzbu (4.3.a) dobijemo sljedeci izraz:

_ p4do z _
J, oy dA —EWfA —5dA=0 (4.4)

e Ade . L oo . . . . . .
Veli¢inu E d—:’ izvla¢imo ispred integrala zato $to je ona konstanta za svaki presjek. Budu¢i

da za tu velicinu vrijedi:

Adgo

Da bi izraz (4.4) bio valjan, zaklju¢ujemo da mora vrijediti:

z
[ % aa-
a Ptz
(4.5)
Ako u navedeni izraz (4.5) uvrstimo jednakosti:
ptz=u, z=u-—p
dobivamo:
z dA
f dA=0=f dA—pf—zO
APtz A a U
(4.6)

14



Nadalje, odatle ¢emo dobiti polumjer zakrivljenosti neutralnog sloja:

P=—z 4.7)

fAT

Udaljenost od teziSta popre¢nog presjeka do neutralne osi y (sl. 4.2.) iznosi:

y=r—p=r——ppm (4.8)
fA o
Ako u izraz (4.3.c) umjesto g, uvrstimo izraz (4.2), dobijemo sljedece:
_ Ade yZz _
fA O'x'y'dA—waA p+sz_O
ili:
[, ==dA =0 (4.9)

p+z

Ukoliko je poprec¢ni presjek s obzirom na os z simetrican, tada ¢e navedeni integral (4.9) biti
jednak nuli. Tada ¢e svakoj elementarnoj povrsini d4 koja se nalazi desno od osi z, a kojoj je
apscisa y pozitivna, odgovarati simetri¢na elementarna povrsina lijevo od osi z kojoj je apscisa
v negativna. JednadZzba (4.9) je zadovoljena, i1 to zbog toga Sto su za navedene simetricne
elementarne povrsSine jednake ordinate z, a samim time 1 udaljenosti od srediSta zakrivljenosti

p+z

Ako u izraz (4.2.c) umjesto g, uvrstimo izraz (4.2), dobijemo sljedece:

Ad 2
M= [, oz -dA:Ed—(;pfA pZ+ZdA (4.10)

15



Gornji izraz mozemo zapisati i u drugacijem obliku:

z? _ z2+p-z—-p-z _ z(z+p) z
fy da=f, BRI gy o [ 2O g pp T

p+z p+z +z p+z

Uzmimo u obzir izraz (4.5), te tako ¢emo dobiti:

[, Z—dA=[ z-dA-0=S5, (.11)

p+z

S, je statiCki moment povrSine popre¢nog presjeka s obzira na neutralnu os y, a moze ga se

izraziti kao umnozak:

Sy=A"-vy (4.12)
gdje je:
y —udaljenost neutralne osi y od teziSta poprecnog presjeka

A — povrSina poprecnog presjeka

Iz izraza (4.11) vidljivo je da je statiCki moment povrSine presjeka Sy, uvijek pozitivna velicina.
Ako s tim zaklju¢kom promotrimo izraz (4.12), uzimajuci u obzir da je povrSina poprecnog
presjeka 4 uvijek pozitivna veli€ina, nadalje mozemo zakljuciti da ¢e 1 y, udaljenost neutralne
osi y od teziSta popre¢nog presjeka, morati uvijek biti pozitivna veli¢ina da bi staticki moment

povrsine presjeka Sy, uvijek bio pozitivan.

Na temelju toga, mozemo donijeti zakljuak da se neutralna os 1 neutralni sloj uvijek micu od

teziSta poprecnog presjeka prema srediStu zakrivljenosti kada se radi o ¢istom savijanju.
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Uvrstimo li izraz (4.11) u izraz (4.10), dobit ¢emo:

Ade

M=EZLS, (4.13)
ili:
M__adg
T 5 T e (4.14)

Nadalje, ako izraz (4.14) uvrstimo u izraz (4.2), tako ¢emo dobiti formulu pomocu koje, pri

¢istom savijanju zakrivljenog Stapa, odredujemo vrijednost normalnih naprezanja u poprecnom

presjeku:
0y = % P (4.15)
ili:
o, = % E (4.16)

Kao 1 kod ¢istog savijanja ravnog $tapa, i kod zakrivljenog Stapa normalna naprezanja pri
¢istom savijanju dostiZzu svoje ekstremne vrijednosti u vlaknima koja su najudaljenija od

neutralnog sloja Stapa, odnosno u krajnjim vlaknima zakrivljenog Stapa:

M
Ox(1) —g‘u—l
M h

Dijagrami normalnih naprezanja, koji se po visini poprecnog presjeka pri ¢istom savijanju

zakrivljenog Stapa mijenjaju po zakonu hiperbole, prikazani su na slici (4.2.)
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Iz izraza (4.14), mozemo odrediti njegov ¢lan A4 d¢, koji oznaCava promjenu kuta izmedu
krajnjih presjeka elementa prikazanog na slici (4.2.) do koje dolazi uslijed Cistog savijanja
zakrivljenog Stapa:

M -ds
E-Syr

Ad<p=E_LSy-d<p= (4.18)

U gornjem izrazu (4.18), veli¢ina ds oznacuje duljinu tezi$ne osi promatranog elementa.

Integriramo li gornji izraz (4.18) dobit ¢emo kut zaokreta izmedu krajnjih presjeka Stapa

duljine s:

s M-ds
Ap = fo 5, (4.19)
Produljenje teziSne osi elementa duljine ds (slika 4.2.) iznosi:
Ads=y - Adp = L& M ds (4.20)

E-Sy-T V= A

Integriranjem gornjeg izraza (4.20), dobit ¢emo ukupno produljenje tezisSne osi Stapa duljine s

do kojeg dolazi uslijed ¢istog savijanja zakrivljenog Stapa:

s M-ds
As = [[—— (4.21)
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\ 7y
"a_d(p+Adq} -
Py

Slika 4.4

Oznake na slici (4.4.):

p — polumjer zakrivljenosti neutralnog sloja prije deformiranja
p1 — polumjer zakrivljenosti neutralnog sloja nakon deformiranja
ds — duljina vlakna neutralnog sloja

Poznato je da vlakna neutralnog sloja ne mijenjaju svoju duljinu pri deformaciji Stapnog

elementa, prema tome vrijedi:

ds=p, (dp +A4de) =p-de

ili:
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1z Cega proizlazi:

Uzmimo u obzir da vrijedi:

pRT,pL="N
te da vrijedi izraz (4.14), dobit ¢emo:

1 1_ M

71 r_E-Sy-r

(4.22)

U gornjem izrazu (4.22) prikazana je promjena zakrivljenosti osi zakrivljenog Stapa pri ¢istom
savijanju. Kada r — oo, izraz (4.22) postaje izraz za promjenu zakrivljenosti ravnog Stapa, jer

je ravnom Stapu srediste zakrivljenosti u beskonacnosti.

U gornjem izrazu (4.22), veli¢ina r predstavlja polumjer zakrivljenosti osi Stapnog elementa
prije, a veliina 1y polumjer zakrivljenosti osi Stapnog elementa nakon deformacije Cistim

savijanjem.
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4. STAPOVI VELIKE I MALE ZAKRIVLJENOSTI

Promotrimo izraze koje smo prethodno zapisali; (4.5), (4.9), (4.11) 1 (4.15). Ako u navedenim
izrazima ispred integrala izvu¢emo p; polumjer zakrivljenosti neutralnog sloja; dobit ¢emo

sljedece:

1 '

[y 5dA= [, TzdA=0 (4.5"
p

[y ZodA ==, 15dA=0 (4.9)
p

2 1 2 ,

Sy=1I, oA =1, T zdA (4.11")

p
go=M. LMz .15

Ako se radi o Stapu male zakrivljenosti, odnosno o velikom polumjeru zakrivljenosti 7,

e z e . C. .. .
veli¢ina S u odnosu na jedinicu moZemo zanemariti. Prema tome, iz izraza (4.5') dobivamo:

%fAz-dA=0; [,z -dA=S,=4y=0 (5.1)

Navedeni izraz (5.1) pokazuje nam da, Sto Stap ima manju zakrivljenost p (odnosno veci
polumjer zakrivljenosti »), neutralna os y dolazi sve bliZe tezistu poprecnog presjeka. Nadalje,
pri maloj zakrivljenosti neutralna os y prolazi kroz samo teziSte poprecnog presjeka.

Ako uzmemo u obzir da je pri maloj zakrivljenosti Stapova p = r, te da je veliCina % mala
veli¢ina u odnosu na jedinicu, iz ostalih tri gore navedenih izraza dobit ¢emo:
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“Jyy-z-dA=0; [, y-z-dA=1,=0 (5.2)

Sy=:[, 2dA=2; S,-r=I, (5.3)
M M
Oy Sy‘r'Z—E'Z (5.4)

Iz navedenih izraza mozemo uociti da, kod Stapova male zakrivljenosti, osnovne jednadzbe
teorije Cistog savijanja zakrivljenih Stapova prelaze u pripadajuce jednadzbe teorije Cistog
savijanja za ravne Stapove. Ako naprezanja u Stapu pravokutnog poprecnog presjeka
izra¢unamo po formulama (4.15) 1 (5.4), dobit ¢emo razlike u veli¢ini najvecih naprezanja. Te

razlike su sljedece:

za % = 5 razlika iznosi 7%, za% = 10 razlika iznosi 3,5%, te za% = 15 razlika iznosi 2%.

Shodno tomu, zakrivljene Stapove dijelimo na Stapove velike zakrivljenosti, za koje vrijedi

< 5 (slika 5.1.), te na Stapove male zakrivljenosti, za koje vrijedi % > 5 (slika 5.2.).

S

Stapove velike zakrivljenosti raéunamo po formulama teorije savijanja zakrivljenoga $tapa,

dok Stapove male zakrivljenosti raCunamo prema formulama teorije savijanja ravnoga Stapa.
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Slika 5.1. Slika 5.2.
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5. RACIONALNI OBLICI POPRECNOG PRESJEKA ZAKRIVLIENOG

STAPA PRI CISTOM SAVIJANJU

Kada promatramo racionalne oblike poprecnog presjeka zakrivljenog Stapa pri Cistom

savijanju, moramo promotriti dva razlic¢ita slucaja:
Prvi slucaj koji ¢emo promatrati je onaj u kojem materijal ima jednaka svojstva na rastezanje i
pritisak: (0y,40p = Ot.dop = Odop)-

U ovom slucaju, racionalan presjek je onaj kod kojeg su krajnja vlakna jednako napregnuta,
tako da je |0'x(1)| = |0'x(2)|. To postizemo odgovaraju¢im izborom omjera dimenzija, kako je

prikazano na slici 6.1.

AZ AZ
AZ AZ Az
y y Y
> y »
> »
l ] | ]
r p
4 > do
:::::_\\C
Slika 6.1

Primijetimo kako presjek koji ima dvije osi simetrije u ovom slu¢aju nije racionalan, jer u tom
slucaju krajnja vlakna ne bi imala jednako naprezanje, nego bi se najvece naprezanje pojavilo

na konkavnoj strani Stapa.
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Drugi slucaj koji ¢emo promatrati je onaj u kojem materijal ima razlicita svojstva na rastezanje
1 pritisak: (0y,q0p < Ot,q0p)- Potrebno je naglasiti da je u ovom sluCaju moment savijanja M

pozitivan, a to znaci da on svojim djelovanjem povecava zakrivljenost Stapa.

Racionalni poprecni presjeci za navedeni slucaj opterecenja prikazan je na slici 6.2. :

AZ A Z A Z AZ

<

Slika 6.2.

U tre¢em slucaju karakteristike materijala su jednake kao i u drugom, odnosno materijal Stapa
ima razliCita svojstva na rastezanje i pritisak: (0y,qop < 0t qop)- Za razliku od drugog slucaja,
u ovom slucaju $tap je optereCen momentom savijanja M koji je negativan, odnosno on svojim

djelovanjem smanjuje zakrivljenost Stapa.

Racionalni poprecni presjeci za ovaj slucaj opterecenja prikazani su na slici 6.3. :
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Slika 6.3.
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6. PRIMJER RACUNSKIH ZADATAKA CISTOG SAVIJANJA

7.1. Zadatak 1.

Za prikazani zakrivljeni Stap potrebno je odrediti normalna naprezanja uzrokovana

momentom savijanja M=150kN.

M=150kN

Presjek a-a
40, 240mm 40
by

Odredivanje poloZaja teziSta (traZi se koordinata na z-osi):
A=20-4+24-4+12-4=224cm?

20-4-2+24-4-16+12-4-30

Zr = 504 =14 cm

27



Radijus zakrivljene osi Stapa:

r=R+z,=70+14=84cm

Provjera zakrivljenosti Stapa:

r 8 o e3<s
h 32 7

Zakrivljene Stapove dijelimo na Stapove velike zakrivljenosti, za koje vrijedi

< 5, te na Stapove male zakrivljenosti, za koje vrijedi % > 5.

S

Prema tomu: promatrani Stap pripada u Stapove velike zakrivljenosti, a Stapove velike

zakrivljenosti raCunamo po formulama teorije savijanja zakrivljenoga Stapa.
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Reakecije u lezaju 1 unutarnje sile u presjeku:

Buduéi da je u promatranom presjeku zadan samo moment savijanja M, iz uvjeta ravnoteze
lako mozemo zakljuciti da u upetom lezaju postoji samo reakcija koja preuzima zadani moment

savijanja, dok ¢e komponente sila biti jednake nuli.

Sile u lezaju dobivamo pomocu poznatih uvjeta ravnoteze:

XE =0; Ey, lezaj = 0

2B =0, F) tesaj =0
XM =0; My =M =150 kN

Iz navedenih uvjeta ravnoteze, vidimo kako u ¢itavom presjeku nema ni uzduznih a ni
poprecnih sila, pa mozemo zakljuciti kako ¢e N i T na cijelom Stapu biti jednaki nuli. M

dijagram konstantan je po cijelom Stapu.

M dijagram:

M

M=150kN

Odredivanje polumjera zakrivljenosti neutralne osi:
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Polumjer zakrivljenosti neutralne osi (p) predstavlja udaljenost neutralne osi uzrokovane

momentom savijanja od centra zakrivljenosti C

oo r=84em
‘L p=82,5cm —|
|| |
Ye| [y(N.O.) |
1 el |
I T |
& R L5 :
[=] AWL’ |
N _ e = 3 .
R E — 34+ W |
5 8 .
Il |
| oy |
|

e W=f4cm _|
e uwp=98cm a
o u=102cm N
A A 224
P="da~ Uy Uy Uz 102 98 74
fA 7 bl lnu_2+b2 lnu_3+b3 ll’lu—4 121nW+4lnﬂ+201n%

p=825cm

Udaljenost neutralne osi od teziSta poprecnog presjeka:

y=r—p=84-825=15cm

Staticki moment povrSine popre¢nog presjeka s obzirom na neutralnu os:

Sy=A-y=224-1,5 =336 cm?
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Odredivanje normalnih naprezanja o, u karakteristi¢nim tockama poprecnog presjeka:

Mz
Gx_Sy pz
zy=u, —p=102-82,5=19,5cm
Z2=u2_p=98_82,5=15,5cm

Zz=Uuz3;—p=74—-825=-85cm

Zy =U,4 _p = 70_82,5 = _12,5 cm

UM m _150010° 195
TS, poz 336-10° 102 @

Mz _150.10° 155
275 p-z; 336-10° 98 4

M zz 150-10° -85 5128 MP
TS bz, 336-10° 74 ¢

Mz, 150-10° —12,5
S, przy 336-103 70

= —79,72 MPa

Dijagram o, (dijagram normalnih naprezanja):
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Kao §to je prethodno utvrdeno (izraz 4.2), u ovom dijagramu vidljivo je da su normalna
naprezanja g,, po visini popre¢nog presjeka raspodijeljena po zakonu hiperbole, a pravac z koji

prolazi kroz srediste zakrivljenosti C predstavlja asimptotu te hiperbole.
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7.2. Zadatak 2.

Potrebno je odrediti veliinu izvr$iti racionalizaciju popre¢nog presjeka za prethodni zadatak,

na nacin da se odredi veli¢ina b; u popre¢nom presjeku prikazanom na slici tako da naprezanja

u krajnjim presjecima budu po iznosu jednaka.

A r
'.:‘7 77777777777777777777777777
A p B
‘ ‘é _______________________________ _|
¥t| |Y(N.O.) |
| £ |
P — O
=y S I N |
& i 8 '
S o |
o~ A — — ¢ — e . —e — . MU — . . . ___C
T 12 —3 438 |
o)
| |
I - -
L T L weReoem
n o uEMem
e usoem !
|
. w=102em J
Poznati su izrazi za naprezanja u krajnjim tockama:
M z
Ox1 =< ")
Sy uy
M z,
Oxa = "
Sy Uy
Potrebno ostvariti uvjet:
|0x1| = |Oxal
Vrijedi:
M zz, M z,
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odnosno:

Z1  Zy

U Uy

Za promatrani poprecni presjek vrijedi:

Z1=U —p;

Zp =P T Uy

Ako te jednakosti uvrstimo u gornji izraz dobijemo:

M—p_P~Us

Uy Uy

iz ¢ega dobivamo polumjer zakrivljenosti neutralnog sloja :

_2'ul'U4_2'102'70
P = tu,  102+70

=83,02cm

Za 1 profil polumjer zakrivljenosti mozemo odrediti sljede¢im izrazom:

A bl'h1+b2'h2+b3'h3

p= dA = U Uz Us
IAT bllnu_2+b21nu_3+b3lnu_4

Iz navedene formule mozemo izolirati ¢lan b5 i tako dobiti sljedece rjeSenje:

u u
p'bl'lnu_;‘l'p'bz'lnu_z_bl'hl_bz'hz

b3=

u
he —p-1ln=3
3—p nu4
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83,02-12-1n%+83,02-4-1n%—12-4—4-24
b; = 7z =17,71cm
4-83,02 InLt




7. ZAKLJUCAK

Zakljucak istrazivanja o Cistom savijanju zakrivljenih Stapova istic¢e kljucnu relevantnost ovog
koncepta u podrucjima inzenjeringa i materijalne znanosti. Sazima bit istrazivackih nalaza,
ukljucujuéi temeljnu vaznost Cistog savijanja, pretpostavku elastiCnosti materijala, kljuéne
uloge momenta savijanja, raspodjelu naprezanja i njihove prakti¢ne implikacije u dizajnu i

inZenjeringu.

Osim toga, ovo istrazivanje otkriva da duboko razumijevanje Cistog savijanja ima klju¢nu
ulogu u osiguravanju pouzdanosti 1 strukturalnog integriteta razli¢itth komponenata i
konstrukcija izlozenih opterecenjima savijanja. Ono sluZi kao temelj za procese dizajna i

proizvodnje u razli¢itim industrijama.

U sustini, istrazivanje o ¢istom savijanju zakrivljenih Stapova ne samo da doprinosi naSem
teoretskom razumijevanju, ve¢ ima i znatnu praktiénu vaznost u oblikovanju nacina na koji

dizajniramo razlicite proizvode i konstrukcije kako bi postigli optimalnu izvedbu 1 sigurnost.
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