Grafoanaliticki postupak odredivanja dijagrama
poprecnih sila na trozglobnim i slicnim statickim
sistemima

Busié¢, Leon

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Civil Engineering / SveuciliSte u Zagrebu, Gradevinski fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:237:243266

Rights / Prava: In copyright /Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-13

Repository / Repozitorij:

Repository of the Faculty of Civil Engineering,
University of Zagreb

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:237:243266
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.grad.unizg.hr
https://repozitorij.grad.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/grad:1466
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/grad:1466
https://dabar.srce.hr/islandora/object/grad:1466

SveuciliSte u Zagrebu

Gradevinski fakultet

Zavrsni rad

Grafoanaliticki postupak odredivanja dijagrama
poprecnih sila na trozglobnim i slicnim statickim
sistemima

Leon Busic

Zagreb, 2023.



SADRZAJ

Lo UVOD ..ottt ettt ettt bttt s et s st et en et ettt s et enanaerans 2
2. IDEJA SUPERPOZICUE ........oooveeeieieeceereeeaeiesaeae st en e st s et se s st sasae s s aesesas s s s aesananes 3
3.  HORIZONTALNA SILA U TROZGLOBNIM SISTEMIMA ..........cocooemimmrereeereerieiesecaesenee e ssaesnaes 4
4. GEOMETRISKA INTERPRETACIA HORIZONTALNE SILE...........ociveeeerceeeeeceeeesecsesenee s senenanas 8
5. PERSPEKTIVNIAFINITET .....oooviuiuiieeeeieceeteseeeeseseesesessesessssesesassssessesesessesessssesssssssssssesssssesassssasanes 15
6. PREGLED | ANALIZA KLASICNIH TROZGLOBNIH SISTEMA ...........coovoeiureeereeeeereeeeiesenae e senees 22
7. RUESENI PRIMJERI KLASICNIH TROZGLOBNIH SISTEMA ........cooocvveerrceeieeecee e 24
8. PREGLED | ANALIZA TROZGLOBNIH SISTEMA SA ZATEGOM .........cevvereerreeeeeceerereeeeesesesenanns 35
9.  RIESENI PRIMJERI TROZGLOBNIH SISTEMA SA ZATEGAMA ..........coovevreerereeeeereeeeseeeesesessssenenes 38
10. PREGLED | ANALIZA OJACANIH GREDA ...........coovoveeeeereeeieeeeeiesetesesssesessesesssessnsssessassesasassesanes 47
11. RIESENI PRIMJERI OJACANIH GREDA.............cocoouiuerereieeeeeete ettt ess s s ss s s s s 49
12. PREGLED | ANALIZA PODUPRTIH/OVIESENIH GREDA ............cooouivreeeeeceeeeeaeseneesenae s seneen 55
13. RUESENI PRIMJER PODUPRTIH/OVIESENIH GREDA .............cevveererereeeerceeresesessenessssesassesssssenenes 58
14, ZAKLIUCAK ........ooeeeeeceeeeeeeeeeeecee ettt s s sttt s s asae et et s s ssastesesesessassssesesessasansesesesnanas 61
15. LITERATURA .......ooomieeieceeecee et n ettt a et s st s st ae s s s ae s e s s s et ensesasanae s sansesnanes 62



1. UVOD

U ovom radu prikazat ¢emo koriStenje grafoanalitickog postupka (superpozicije) za
dobivanje dijagrama poprecnih sila na trozglobnim i sli¢cnim sistemima. Obzirom da je to
samo nadogradnja na cijeli postupak superpozicije, u ovom ¢emo radu takoder prikazati
kompletan postupak dobivanja i dijagrama momenta savijanja kao i samu ideju
superpozicije.

Imajuci na umu da su trozglobni i sli¢ni sistemi vrlo ¢esta pojava u gradevinarstvu (krovista,
hale, lu¢ni mostovi, itd..) jasno je da je kroz povijest razvijeno vise metoda za dobivanje
dijagrama unutarnjih sila, no nisu sve jednako brze i efikasne. Grafoanaliticki postupak, osim
$to moze bitno ubrzati proces dobivanja dijagrama unutarnjih sila, takoder daje vrlo
intuitivnu sliku o odnosu momentnog dijagrama i same geometrije nosaca. Taj odnos mozda
na prvi dojam i nije tako vidljiv, no u ovom radu ¢éemo prikazati da geometrija nosaca uveliko
utjece na oblik i iznose momentnog dijagrama. Drugim rije¢ima, pokazat éemo jedno od
stolje¢ima poznatih pravila oblikovanja trozglobnog nosaca.

Pod pojmom trozglobni i sli¢ni nosaci smatramo staticki odredene nosace koji se sastoje od
dva kruta diska oslonjena na pomicne ili nepomicne lezajeve te spojena zglobnom vezom u
jednu cjelinu (nosac). MoZzemo ih podijeliti na: trozglobne, trozglobne sa zategom, ojacane
grede (Langerove grede) te poduprte/ovjesene sisteme. Svaki od tih sistema rijesit ¢emo
grafoanalitickim postupkom (postupkom superpozicije).



2. IDEJA SUPERPOZICIJE
Superpozicija je postupak zbrajanja/oduzimanija razlicitih utjecaja optereéenja na nas staticki
sistem pojedinacno. Funkcije unutarnjih sila statickog sistema imaju svojstvo
superponiranja, to jest zbrajanja svih utjecaja vanjskih sila na konacan iznos unutarnje sile.

Kada na staticki sistem djeluje neki skup sila i momenata one djeluju odjednom i zajedno, no
za razliku od deformacija, ne moramo promatrati njihov zajednicki utjecaj na dijagrame
unutarnjih sila ve¢ nam je (po svojstvu superpozicije) dopusteno izolirati jednu ili skup sila
od ostatka optereéenija, vidjeti njihov zasebni utjecaj na unutarnje sile te rezultate
superponirati sa utjecajem ostatka opetereéenja na isti sustav. Konacno rjesenje je uvijek
superpozicija utjecaja svih skupova sila vanjskog opterecenja na sistem. Svojstvo
superpozicije omogudéuje nam da sistem rjeSavamo parcijalno, to jest u koracima. Ostaje
nam na izbor koliko ¢emo razlicitih skupova sila promatrati zasebno, ali naravno sto vise
dijelimo to vise koraka imamo.

Vazno je napomenuti da se princip superpozicije na trozglobnim i slicnim sistemima
pokazuje najefikasniji za iskljucivo vertikalno optereéenje te se u ovom radu ne¢emo baviti
kosim ili horizontalnim opetereéenjem.



3. HORIZONTALNA SILA U TROZGLOBNIM SISTEMIMA

Prije nego krenemo u detaljniju analizu grafoanaliti¢kog rjeSavanja trozglobnih sistema, valja
posvetiti paznju prijenosu opterecenja u trozglobnim i sliénim sistemima. Za primjer éemo
uzeti klasi¢ni trozglobni nosac oslonjen na dva nepomicna lezaja spojen zglobom. Obzirom
da smo napomenuli da se ne¢emo baviti kosim ili horizontalnim optereéenjem ostaje nam
samo vertikalno. lako ostaje samo vertikalno opterecenje dvodimenzionalni sistemi kao
trozglobni nosa¢ mogu u svojim leZzajevima preuzeti i horizontalno, $to zapravo za
poslijedicu ima da ée leZajevi razviti i horizontalne sile kao odgovor na moment savijanja u
sistemu. Drugim rije¢ima, to $to nema izravnog horizontalnog vanjskog opterec¢enja ne znaci

da nema horizontalnih sila, to jest reakcija. Bitno obiljeZje takve horizontalne sile jest to da
je ona u sistemu konstantna.

Primjer 1: Zadan je trozglobni nosac koji cemo rijesiti analitickim postupkom.
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Postavljamo ravnotezu momenata na lezaj A, pa zatim na lezaj B te ravnotezu momenata u
presjeku kroz zglob C s lijeva i s desna.

YM, =0 = 8B, — By = 6P
YMp=0 = 84y + Ay = 2P
YME=0 = —4A, + 54, =0
YM2 =0 = 4B, — 6By = 2P



Pripadajuca rjeSenja su :

Ay = 22,73 kN
Ay = 18,18 kN
B, = 77,27 kN
By = 18,18 kN

Kao $to vidimo, za rjeSenje smo morali postaviti Cetiri jednadZbe ravnoteZze momenata, te
vidimo da je iznos Ayi By jednak, odnosno horizontalna sila je konstantna. U idu¢em
primjeru, na istom zadatku, pokazat ¢cemo malo drugaciju perspektivu.

Primjer 2: Zadan je trozglobni nosac koji éemo rijesiti analitickim postupkom.
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Umijesto klasi¢nog rastava leZajnih reakcija na vertikalnu i horizontalnu komponentu, ovaj
put éemo reakcije rastaviti na nama ,,pogodnije” komponente. Vertikalne reakcije oznacit
¢emo sa eksponentom 0 zato $to one nisu potpune reakcije nego tek pomoéne koje ¢emo
kasnije iskoristit za izracun prave. Drugi vektor na koj ¢emo rastaviti leZajne reakcije bit ¢e
kosa sila H'. Kao Sto vidimo ta sila nije potpuno horizontalna, no ako je rastavimo lako
vidimo da u sebi sadrzi pravu horizontalnu silu i dodatnu vertikalnu komponentu, koju ¢emo
kasnije superponirati sa pomoénom vertikalnom. Druga posebitost kose sile H' je ta Sto je
ona jednakog intenziteta i na lezaju A i na lezaju B. Zasto mozemo postaviti sile jednakog
intenziteta na oba lezaja?

Odgovor se krije u prije spomenutoj konstataciji da je horizontalna reakcija u sustavu samo
vertikalnog opterecenja konstantna te poznatom nagibu pravca na kojem sile leze.



Ako dvije sile imaju istu komponentu i leZe na istom pravcu one moraju biti jednakog
itenziteta (i druga komponenta im je jednaka).

Sada, kada smo poblize definirali rastav lezajnih reakcija, na rjeSenju sustava pokazat éemo
zasto bi uopce i odabrali ovakav ,neklasi¢an” pristup zadatku.

Obzirom da se kose sile H' medusobno ponistavaju jer leZze na istom pravcu, suprotne su
orijentacije, a jednakog intenziteta, prvi nam je korak onda dobiti pomoéne sile A%i BY.
Postavljamo dvije jednadZbe ravnoteze.

YM,=0 = 8B —6P=0 = BJ=75kN
SMg =0 = —84%+2P=0 => AY) =25kN

Jasno je da ovo nisu i ne mogu biti prave vertikalne reakcije, jer utjecaj horizontalnih sila jos
nije razmotren. Ostala nam je jo$ kosa sila H' koju ¢emo dobiti presjekom kroz zglob C.

4 =
|

Obzirom da je sila klizni vektor, kosu silu H' moZzemo dovesti to¢no ispod zgloba C te tako
reducirati nepoznanice (vertikalnu komponentu sile H'). Treba imati na umu da je sada
pozicija prave horizontalne sile ispod zgloba C pa jednadZba ravnoteze glasi:

YME=0 = —4A% +55H=0 = H=18,18kN

Vidimo da smo i bez ra¢unanja kose sile H' odmah dobili iznos prave horizontalne sile, no
zadatak nije gotov jer nemamo konacne reakcije Ay i By .



Za to nam je potrebna i vertikalna komponenta kose sile H'. Njen intenzitet mozemo
dobiti pomodu sada poznate komponente H i kuta a.

1
Q H a= tan_lg = 7,125 rad

!
e | H Hj =tana-H = 2,27 kN
H? Y

Sada preostaje samo vidjeti hoéemo li oduzeti ili zbrojiti vertikalnu komponentu kose sile H'
sa pomocnim vertikalnim reakcijama Ai BY. Slijedi:

A=A —Hj, =25-2,27 =22,73 kN
B=BY+H,=75+227=7727kN

Kao Sto vidimo dobivamo iste rezultate. Svrha pokazivanja ovakvog nacina rastavljanja sila
bila je ukazati na moguénost koristenja superponiranja u rjeSavanju trozglobnih i sli¢nih
sistema analiticki ili grafoanaliticki. Naime, ako promotrimo jednadzbe ravnoteze za
dobivanje ,,pomoc¢nih“ vertikalnih sila, one su jednake onima koje bi ispisali za rjeSavanje
proste grede jednakog raspona i optereéenja, zato $to smo potpuno ponistili utjecaj druge
dimenzije 2D sistema (kose sile smo postavili na isti pravac).
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M, =0 = 8B) —6P =0 > BY)=75kN
YMp=0 = —84%4+2P=0 > AY) =25kN

Radi jednostavnosti u daljnjem tekstu ¢emo prostu gredu koju dobivamo ponistavanjem
jedne dimenzije sistema zvati ,zamjenska prosta greda“, a kosu horizontalnu silu H' zvati

¢emo jednostavno , horizontalna sila sistema“” pritom imaju¢i na umu da ona nije prava
horizontalna sila.

Superpoziciju u trozglobnim sistemima ¢emo koristiti na nacin da ¢emo svo opterecenje
uzeti kao jedan skup sila na zamjenskoj prostoj gredi, a utjecaj horizontalne sile sistema kao
drugi skup te rezultate superponirati u konac¢ne. To ne¢emo raditi analiticki kao u
prethodnom primjeru iz razloga Sto time bas i ne ubrzavamo rjeSavanje nego ¢emo se

posluziti grafoanalitickim pristupom ciji ¢emo osnovni princip prikazat u slijedec¢em
poglavlju.



4. GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA HORIZONTALNE SILE

U prethodnim primjerima vidjeli smo da trozglobni sistem opterec¢en samo vertikalnim
optereéenjem mozZemo podijeliti na utjecaj vertikalnog optereéenja i utjecaj horizontalne
sile sistema te na kraju te rezultate superponirat u konacéne. U iduéem, iskljuc¢ivo teoretskom
prikazu, matematicki éemo formulirati princip superpozicije te na kraju izvuéi zakljucke o
utjecaju geometrije nosaca na konacan oblik momentnog dijagrama.

Prikaz 1: Trozglobni luk.

| dp | L - do |

| L |

Na ovom primjeru promotrit ¢emo dva presjeka, jedan prije sile P i jedan poslije i usporediti
momentne funkcije trozglobnog luka i proste grede istog raspona i optereéenja.



Presjeci 1-1i 2-2:

Presjek 1-1 Presjek 2-2
Trozglobni luk : Trozglobni luk :
IM(x)) =0 IM(xy) =0
YM(x) =M(x;) —A° -x; +H YM(xy) = M(xy) — A° - x,
" y1(x1) +P - (xz - dp)
M(x;) = A° - x; — H - y1 (1) +H - y,(x5)
Prosta greda : M(x,) =A° ~x, — P - (Xz — dp)
LM(x,) =0 —H - y1(x1)
IM(x;) = M(xy) — A% - x Prosta greda :
MCe) =A% -3, SM(x,) =0
IM(xz) = M(xy) — A° - x,
+P- (xz - dp)

M(x)) =A% -x; —P-(x, — dp)

Usporedimo li funkcije momenata savijanja trozglobnog luka i pripadaju¢e zamjenske
proste grede, vidimo da se razlikuju samo za utjecaj horizontalne sile ( ... — H - y(x)).
Stoga, mozemo zakljuditi formulu superpozicijskog postupka:

M(x) = M°(x) — H - y(x)
pri ¢emu su:
M (x) — konaéni moment na trozglobnom sistemu
MP°(x) — moment na zamjenskoj prostoj gredi
H - y(x) — utjecaj horizontalne sile na trozglobnom sistemu

Takoder, znajudi da je horizontalna sila u sistemu konstantna uo¢avamo da je njen utjecaj
zapravo iskljucivo funkcija oblika, to jest geometrije nosaca [y(x)].



Da bi lakSe razumijeli tu ¢injenicu prikazat ¢emo mometni dijagram uzrokovan iskljucivo
horizontalnom silom. Radi jednostavnosti prikaza neéemo koristiti isti primjer (trozglobni
luk) zbog njegove zakrivljenosti, nego ¢emo se posluZiti trozglobnim okvirom.

Prikaz 2: Utjecaj horizontalne sile na momentni dijagram.

>
M=H- H-y Hey
H-y H-y
)
b H
-M= -H-
H-y H-y
H-y Hy
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Iz ovog prikaza jasno vidimo da je moment uzrokovan iskljucivo horizontalnom silom na
nekom nosacu zapravo preslika njegovog oblika, Sto nama u geometrijskom smislu znaci da
bi momentni dijagram zamjenske proste grede trebali superponirati sa preslikom oblika
nosaca. Donji momentni dijagram (—M) je nacrtan na suprotnu stranu zato jer u nasoj
formuli superpozicije utjecaj horizontalne sile oduzimamo od utjecaja ostalog optereéenja,
$to za poslijedicu ima zrcaljenje momentnog dijagrama. Takoder donji momentni dijagram
nije nacrtan na pravom nosacu nego je sveden na jednodimenzionalni nosac, to jest prostu
gredu Sto ¢emo detaljnije objasniti u iduéem odjeljku. Sada kada smo poblize objasnili
geometrijsku interpretaciju utjecaja horizontalne sile sistema superponirat éemo konkretan
primjer.

Primjer 3: Zadan je trozglobni okvir opterecen silom P.
P=100 kN

|
N

|
7 g 7 7

Iz do sada navedenog znamo da moramo superponirati momentni dijagram od zamjenske
proste grede sa momentnim dijagramom od horizontalne sile sistema, to jest oblikom
nosaca.

Momentni dijagram zamjenske proste grede

P=100 kN

f. 3

I [

Da bi dobili momentni dijagram uzrokovan horizontalnom silom moramo prvo doéi do
iznosa horizontalne sile. Takoder, usput ¢éemo zakljucit i joS jednu zakonitost u postupku
superpozicije.

11



Ako promotrimo specificnu tocku u trozglobnim sistemima, a to je srednji zglob koji spaja
dva diska, to je jedina tocka (osim leZajeva naravno) za koju odmah znamo da konacni
moment sigurno mora biti 0. Ako to uvrstimo u nasu formulu superpozicije
M(x) = M°(x) — H - y(x)
dobivamo slijedece:
0=M°(x)—H-y(x)
PAC)
y(x)
Za na$ zadatak vrijednost momenta M°(x) iznosi 200 kNm, a krak y(x) na kojoj
horizontalna sila djeluje ispod tocke zgloba je 2 m.
Horizontalna sila onda iznosi :

Mo(x) 200
H = =—=100kN
y(x) 2
Momentni dijagram uzrokovan horizontalnom silom

(M)
N 200 200
200 200
(Y]
T H=100kN H=100 kN
M)
200 200

200 200

Zadnje Sto nam preostaje jest superponirati ta dva dijagrama te dobiti kona¢ni M dijagram.

12



~l

200 KNm

200 200
200 200

SUPERPONIRANJE

200

200 200

M(x)

100 100

U postupku superponiranja nova nul-linija momentnog dijagrama postaje linija momentnog
dijagrama uzrokovanog horizontalnom silom (crvena linija na slici) te sve Sto je iznad nje je
iznad i u konaénom dijagramu i obratno. Ono $to je zanimljivo kod nove nul-linije je ¢injenica
da ona prolazi to€no kroz vrh momentnog dijagrama zamjenske proste grede gdje je iznos
200 kNm i u konacnici ponistava (oduzima) cijeli moment. To nije slu¢ajnost, naime, na tom
mjestu se u pravom nosacu pojavljuje zglob i taj moment mora biti jednak nuli. To je
¢injenica koju ¢emo kasnije u zadacima iskoristiti.

13



Konacni momentni dijagram je dobiven na prostoj gredi te je zadnji korak vratit ga u
dvodimenzionalni sustav i nacrtat pravi momentni dijagram na trozglobnom nosacu.

100 100
100 100

U ovom primjeru pokazali smo osnovni princip superpozicije u rjeSavanju trozglobnih
sistema i dokazali da momentni dijagram od utjecaja samo horizontalne sile zapravo samo
prati oblik nosaca. Iz tog razloga u buducim primjerima ne¢emo racunati i crtati momentni
dijagram od horizontalne sile sistema nego éemo direktno graficki preslikati nosac na
momentni dijagram zamjenske grede. Ako ne raCunamo i ne nacrtamo momentni dijagram
od horizontalne sile onda ne znamo ni koliko ¢e on oduzeti od momenata proste grede te
stoga ne mozemo tek tako ,,odokativno” preslikati nosac¢ ve¢ moramo pronaci nacin na koji
mozemo preslikati nosac tako da njegova preslika oduzima to¢no onoliko koliko je potrebno.
Obzirom da je nas$ zadatak preslikavanje u ravnini, u tome nam moZze pomodi jedino
deskriptivna geometrija. Konkretno, preslikavanje oblika nosaéa vrsit ¢emo pomodéu
perspektivnog afiniteta.

14



5. PERSPEKTIVNI AFINITET

Preslikavanje oblika u ravnini zovemo perspektivna kolineacija. Perspektivna kolineacija je
kolineacija u ravnini gdje postoji tocno jedan pravac ,,0“ preko kojeg preslikavamo i jedna
fiksna tocka (koja ne lezi na pravcu ,,0“ koju zovemo srediste S kroz koju moraju prolaziti sve
zrake u toj ravnini. U nasim stati¢kim sistemima moramo preslikati momentni dijagram koji
nastaje djelovanjem horizontalne sile H koja djeluje na spojnici lezajeva.

Iz ovog prikaza vidimo da su zrake (krakovi na kojima sila H vr$i moment) paralelni, $to znaci
da je fiksna tocka srediSta beskonacno daleka tocka, jer se paralelni pravci sijeku u
beskonacnosti. To je poseban tip kolineacije kojeg zovemo afinitet. Istaknut ¢emo par
osnovnih pravila o afinom preslikavanju:

1)

2)
3)
4)
5)
6)

7)
8)

Za afino preslikavanje potrebno je definirati dvije stvari: os afinosti i par pridruzenih
tocaka.

Par pridruzenih tocaka takoder definira zrake afinosti

Sve zrake afinosti medusobno su paralelne

Svaki par pridruzenih to¢aka nalazi se na istoj zraki

Sve tocke osi afinosti preslikavaju se same u sebe

Za svaku tocku A na nekom pravcu p, vrijedi da se njena pridruzena tocka (afino
preslikana) A' mora nalaziti na pridruzenom (afino preslikanom) pravcu p'

Afinitet ne ¢uva veli¢inu kuta izmedu pravaca, ali ¢uva paralelnost pravaca

Pravac paralelan sa osi afinosti ostaje paralelan i nakon preslikavanja

U iduc¢im primjerima pokazat éemo kako se preslikavaju tocke i pravci u afinitetu.

15



Primjer 3: Zadan je afinitet (o, A, A'), potrebno je preslikati tocku B.

A
’
|
.B | 0]
|
|
/,/
)
Al

Iz osnovnih pravila znamo:
1) Sve zrake afinosti medusobno su paralelne
2) Svaki par pridruzenih tocaka nalazi se na istoj zraki
3) Sve tocke osi afinosti preslikavaju se same u sebe
4) Za svaku toc¢ku A na nekom pravcu p, vrijedi da se njena pridruzena tocka (afino
preslikana) A' mora nalaziti na pridruzenom (afino preslikanom) pravcu p'

Navedena svojstva nalazu nam da konstruiramo pravac p koji prolazi kroz tocke A i B i sijece
os afinosti. Tocke koje se nalaze na osi afinosti preslikavaju se same u sebe stoga za presliku
tog pravca imamo veé jednu tocku (sjeciSte pravca sa osi afinosti). Za drugu tocku koristimo
vecé poznatu tocku A'. Nakon Sto preslikamo pravac p kombinirajuci pravilo 5) i 7) iz gore
navedenih pravila lako dobivamo poziciju afine tocke B'.

A

U idu¢em primjeru preslikat éemo pravac.
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Primjer 4: Zadan je afinitet (o, A, A'). Potrebno je preslikati pravac p.

Da bi preslikali pravac trebaju nam dvije preslikane tocke tog pravca. Za prvu tocku iskoristit
¢emo pravilo (7) i odabrat neku toc¢ku na tom pravcu i pronadi njenu afinu sliku. Za drugu
tocku pravca p' iskoristit éemo sjeciSte pravca i osi afinosti jer po pravilu (6) to je ista ta

tocka.

RjeSavajuci zadatak dva puta sa dvije razliite odabrane tocke B takoder smo pokazali da
afina slika pravca ne ovisi o izboru tocke B, to jest da je svejedno s koje strane osi afinosti

smo postavili proizvoljnu tocku B.
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Pronasli smo metodu kojom éemo preslikavati i pokazali kako se preslikavaju tocke i pravci
Sto je geometrijski gledajuci za naSe nosace dovoljno, sada samo ostaje vidjeti Sto ce biti os
afinosti u nasim sistemima i koji par toCaka ¢emo odabirati za pridruZeni par. Za os afinosti
vrijedi da se preslikava sama u sebe odnosno nema svoju presliku, $to za nas znaci da
moramo pronadi pravac na kojem nema momentnog dijagrama, to jest nemamo $to
preslikati. Pravac na kojem je momentni dijagram horizontalne sile sistema H' jednak nuli je
upravo pravac djelovanja te horizontalne sile jer ako kroz taj pravac sila prolazi onda nema
kraka i ne vrsi nikakav moment. Par pridruZzenih toc¢aka koji ¢emo redovito koristiti je jedina
specifi¢na tocka na nosacu, a to je unutarnji zglob. Njenu afinu sliku ve¢ smo mogli vidjeti na
primjeru 4. kada smo superponirali dijagrame zamjenske proste grede i horizontalne sile
sistema. Pridruzena tocka tocki zgloba ¢e bit iznos momenta na zamjenskoj prostoj grede
koji treba oduzeti u potpunosti.

Napravit éemo kratku rekapitulaciju svega dosad pokazanog i postaviti korake rjeSavanja
trozglobnih sistema.

Grafoanaliti¢ko rjeSavanje svodi se na superpoziciju vanjskog optereéenja i horizontalne sile
sistema. Utjecaj vanjskog optereéenja svodimo na zamjensku prostu gredu ¢iji momentni
dijagram crtamo u mjerilu, a utjecaj horizontalne sile u sistemu grafi¢ki oduzimamo od
mometnog dijagrama proste grede. Graficko oduzimanje izvodimo preslikavanjem oblika
nosaca pomocu perspektivnog afiniteta. Afinitet definiramo sa pravcem djelovanja
horizontalne sile (os afiniteta) i parom pridruzenih to¢aka (zglob i iznos momenta u
dijagramu proste grede to¢no ispod zgloba). Konacni mometni dijagram dobivamo
superpozicijom.

Prije nego analiziramo ostale sile u trozglobnim i sliénim sistemima ponovit éemo primjer 5,
ali ovaj puta momentni dijagram dobit éemo pravim grafoanaliti¢ckim postupkom.

Primjer 5: Zadan je trozglobni okvir opterecéen silom P.

P=100 kN
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1) Zamjenska prosta greda

P=100 kN

f. 1

200 kNm

2) Afino preslikavanje
Za afino preslikavanje potreban nam je par pridruZenih tocaka (zglob C) i os afinosti.
Os afinosti je naznacena spojnica lezajeva (pravac djelovanja horizontalne sile).
Preslikavanje uvijek zapocinjemo pronalazenjem tocke C'i preslikavanjem dijela
nosaca na kojem se ta tocka nalazi jer time ve¢ imamo jednu potrebnu tocku, a
drugu lako dobivamo pronalazenjem sjecista tog dijela nosaca sa osi afinosti (tocke
osi afinosti preslikavaju se same u sebe).

U ovom slucaju dio nosaca koji sadrzi tocku C je paralelan sa osi afinosti te po
pravilima afiniteta ostaje paralelan sa njom (sjeciSte im je u beskonacnosti).
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Sada je lako preslikati i ostatak nosaca jer smo definirali gdje su tocke od kojih
pocinju kosi dijelovi nosaca, a za drugu je samo potrebno pronaci sjeciSte nosaca s
osi afinosti.

Napomena: Prilikom preslikavanja to¢aka potrebno je projicirati tocke na nul-liniju
momentnog dijagrama proste grede zbog razmaka na papiru izmedu nosaca i
konstrukcije dijagrama.

0 o

100 kNm 100 kNm

S
S
=
pd
3
o
S
-~
Z
3
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4) Konacni M-dijagram

0

100 100
100 100

Vidimo da su rezultati dobiveni ovom metodom isti kao i kada bi racunali
horizontalnu silu te crtali oba dijagrama, no ovim nac¢inom smo brze dosli do
rieSenja.

U nastavku ovog rada pokazat ¢emo ne samo dobivanje momentnog dijagrama vec
takoder i poprecne i uzduzne sile, za svaku vrstu sistema posebno.
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6. PREGLED | ANALIZA KLASICNIH TROZGLOBNIH SISTEMA

U proslim smo poglavljima pokazali na koji ¢éemo nacin dobiti momentni dijagram, a sada
¢emo se pozabaviti samom temom ovog rada, a to je dobivanje dijagrama poprecnih sila
grafoanalitickim postupkom. Obzirom da su moment savijanja i poprecna sila funkcijski
povezani za ocekivati je i da poprecnu silu takoder mozemo dobiti superpozicijom
zamjenske proste grede i utjecaja horizontalne sile.

Prikaz 3: Trozglobni luk.

Trozglobni luk optereéen je nekim opéim silama. Napravit éemo presjek t-t negdje u sistemu
i analizirati funkciju poprecne sile.

N(x) Tx=A0c05(p—cos<pZPl-—Hsin<p+Htanacos<p
i

T, =c05(p(A°—ZPi)—H(simp—tanacoscp)
i

T(x) Ako promotrimo izraz u prvoj zagradi, to je ista
vrijednost kao i kod poprecne sile proste grede, pa
mozZemo zapisati.

T, = T cos ¢ — H (sin ¢ — tan a cos @)

U ovom izrazu istaknut éemo koji kut Sto predstavlja.
Kut ¢ predstavlja otklon poprecne sile u nekom
presjeku nosaca od vertikalnih sila.

Kut a predstavlja nagib horizontalne sile sistema H' u
odnosu na horizontalu.
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Istu analizu provest ¢emo i za funkciju uzduzne sile.

N, = —A%sing + sing Y P, — H cos ¢ — H tan a sin ¢
N, = —sin¢ (A° — Y P;) — H(cos ¢ + tan a sin @)

N, = —T? sinp — H(cos ¢ + tan a sin @)

Iz izraza primjeéujemo da je uzduzna sila takoder ovisna
o dijagramu poprecne sile proste grede te utjecaju
horizontalne sile.

Napomena: kutevi a i ¢ su orijentirani kutevi i njihov predznak moze biti razlicit, ovisno o
tome je li njihov otklon od horizontale sistema prema gore (+) ili dolje (-).
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7. RIJESENI PRIMJERI KLASICNIH TROZGLOBNIH SISTEMA

Za prvi primjer rjesit éemo primjer 1. s pocetka, ali ovaj put ¢emo primjeniti sve dosad
prikazano.

Primjer 6: Zadan je trozglobni nosac optereéen silom P.

C
o P=100 kN T
v
w
H' ®
L ’.2"‘ =
AO - —— —_ — Hl
v 7’2‘%‘
BO
: 4 ‘ 2 ‘ 2 ¥
| | |

1) Zamjenska prosta greda

P=100 kN

l YM,;=0 = 8By —6P =0
TAD TBO

BY = 75 kN
YMg =0 = —8A)+2P =0
: S 2 AY = 25 kN
™
@ o 150 kNm
IS %)

75 kN
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2) Afino preslikavanje
Zapocinjemo sa odredivanjem para pridruzenih tocaka (spustamo zglob C na
momentni dijagram).

C
afe P=100 kN T
|
|
|
|
| ™
|
|
uj ‘
|
‘ q
|
|
|
|
H' | i
* Ii ’ — —_ |
_ ~
AD ‘ T H
Y | Hr\_"
|
| BY
| 4 | 2 | 2 v
I I 1 T
|
|
|
|
CI
150 kNm

Obzirom da nas sistem promatramo tlocrtno gledajuéi moramo preslikati
horizontalnu gredu lijevo od zgloba Ci kosu gredu desno od zgloba C. Iz poglavlja o
afinosti znamo da za preslikavanje pravca moramo imati dvije preslikane tocke od
kojih jednu za oba slu¢aja imamo, tocka C'. Za drugu tocku najpametniji izbor je
odrediti sjeciSte pravaca sa osi afinosti jer znamo da tocke na osi afinosti se
preslikavaju same u sebe. Za ovaj korak vazno je znati da smo mometni dijagram
nacrtali negdje na papiru ispod nosaca (pazedi na vertikale) te da prilikom
preslikavanja pravaca onda moramo projicirati sjecista sa osi afinosti na nul-liniju
momentnog dijagrama proste grede.
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L.
i

.

150 kNm

Desni dio sistema smo preslikali, no sjeciste lijevog dijela sa osi afinosti je daleka
tocka za koju nemamo prostora na papiru. Da bi ipak u konacnici uspjeli preslikati
nosac posluZit éemo se drugim tockama. Umjesto sjecista odabrat éemo neku drugu,
nama blizu tocku na gredi koju preslikavamo. Pored zgloba i proizvoljno izabrane
tocke oznacit ¢emo jos i tocke koje leze na osi afinosti i pripadaju istim zrakama
afinosti.

_______________v:€>

150 kNm
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Ako povezemo tocke 1i3itocke Ci 2 ioznacimo njihovo sjeciSte 4, dobivamo dva
pravca koja moZzemo preslikati i u konaénici dobiti poziciju horizontalne grede
(pravac C—1). Tocke 2 i 3 nalaze se na osi te ih samo moramo projicirati na nul-liniju
momentnog dijagrama. Ako preslikamo pravac C — 2, znamo i poziciju 4' jer mora
lezati na afinoj zraki, i na pravcu C' — 2'. Sada moZemo preslikati pravac 1 — 3 jer
znamo tocku 4' koja mu pripada i tocku 3'. To¢ka 1' lezi na afinoj zraki i pravcu 1' — 3.

150 kNm

90,91 kNm

\LLLLLLU)/

72,73 kNm
90,91 kNm

90,91 kNm

72,73 kNm 54,55 kNm
54,55 kNm
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4) Vrijednosti poprecnih i uzduznih sila

Dijagram poprecnih sila moZemo dobiti ili diferencijalnim odnosom momenta
savijanja i poprecne sile, ili formulama koje smo izveli u prethodnom poglavlju.

dM (x)
dx

T(x) = il T, = T2cos ¢ — H (sin ¢ — tan a cos @)

U ovom radu koristit ¢cemo izvedenu formulu.

P c
ol - 4
2
™
10
HY %
+ MO — = = e g _L
- — —_— H'
g C, N o

25 kN
TN

75 kN

Nosac se u tlocrtu sastoji od dvije grede, horizontalne i kose te je potrebno izracunati
nagibe obje grede, te iznos i nagib horizontalne sile sistema H'.

— — —tan-1(1) = —
@1 =0rad a = —tan (8) =-7.13
— —tan1(3) = — _ Mg _ 100 _
¢, =—tan" (3) = 3687 rad = & = 22 = 1818 kN (vlak)

Za poprecne sile slijedi:

Teo-4) = T(%_4)cos ¢, — H (singp; —tanacos¢,) = 22,73 kN
Ta—e) = T&_@cos ¢, — H (sin@, —tana cos ¢,) = 29,09 kN
Te-g) = T(06_8)cos ¢, — H (singp, —tana cos ¢,) = —50,91 kN
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Za uzduzne sile slijedi:
N, = —T2sin @ — H(cos ¢ + tan a sin ¢)

Neo-2) = —Ty_sy sin@; — H(cos ¢ + tanasing,) = —18,18 kN
Na-6) = —Ti_g) Sin @, — H(cos @, + tana sin p,) = —0,91 kN
N-g) = _T(O6—8) sin ¢, — H(cos ¢, + tana sin ¢,) = —60,91 kN

Sile M/T/N za vertikalne stupove koji se u superpoziciji ne mogu vidjeti rjeSavamo
rucno.
Moment savijanja dobivamo ravnoteZzom ¢vora sa sada poznatim momentom na
kraju greda, poprecna sila jednaka je horizontalnoj sili H, a uzduzna je jednaka zbroju
reakcija zamjenske proste grede i vertikalne komponente horizontalne sile sistema H'
(H tan a).

5) Dijagrami M/T/N

90,21 KNm

90,891 KNm

72,73 kKNm SAE6TRNM

54,55 KNm

@ 22,73 KN
+

18,18 kN

1818 kN

18,18 kN

2273kN

77,27 kN
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Primjer 7: Zadan je trozglobni nosac sa prepustom.

P=100 kN P=100 kN
C
P=100 k P=100 kN
<
| 1 | 1 | 3 | 1 | 1‘5 | 1,5 |
7 g 7 7 7 K| 7

Specificnost u ovom primjeru je prepust sa lijeve strane nosaca. Ako gledamo iz tlocrta, ne
mozemo vidjeti lijevi stup trozglobnog nosaca jer ga prepust zaklanja. Neto¢no bi bilo samo
ga ignorirati ve¢ je potrebno sustav pojednostaviti uklanjanjem prepusta.

1) Uklanjanje prepusta
P=100 kN

M=200 kNm

T=100 kN

Prepust smo uravnoteizili i prenijeli ga na ostatak sistema. Sada sistem izgleda ovako.

P=100 kN P=100 kN
M=200 kNm
C
P=100 kl P=100 kN
<~
1 1 3 1 1,5 1,5
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2) Zamjenska prosta greda

M=200 kNm

P=100 kN

P=100 kN

3
1 1 | 1
| | !
P |
I
| | a
I
3 | 25 | 15
| | :
I |
| I
I
I
I
295 |
I
| I I
350 |
| | | |
400 |
I . | | |
250 I | |
| | !
I
150 | |
@ | |
50 ! |
I
0 S

150
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3) Afino preslikavanje

4) Superponiranje

50

150

50

50

75
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5) Vrijednosti poprecne i uzduzne sile

i ;=0
<
a=0
| 1 | 1 | 3 | 1 | 1’5 Lo 1 5 |
250
150
@ 0
5| ©
150
@, = tan™? (g) = 63,43 rad a=0rad > tana = 0
_ _ M _ 350 _
¢, =0rad oo = 2 = 875 kN(viak)

4
@3 = —tan™! <§> = —53,13 rad

Vrijednosti za poprecnu silu

Too-1) = T(%_l)cos ¢, — Hsingp,; = 33,56 kN
T2 = T(Ol_z)cos ¢, — Hsingp, = —11,17 kN
To-5) = T(OZ_S)COS ¢, — Hsingp, = 50,00 kN
Tis—6) = T(°5_6)cos ¢, — Hsingp, = —50,00 kN
Tee-7,5) = T(s_75)C0S 93 — H sin@z = 40,00 kN
T(7,5-9) = T(3,5-9)C0s @3 — H sin gz = —20,00 kN
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Vrijednosti za uzduZnu silu

No-1) = —T_1) sing; — Hcos ;=

N2y = _T(Ol—z) sing; —Hcosg, =

Niz—s) = _T(Oz—s) sin¢@, — H cos ¢, =

Nis—6) = _T(O5—6) sin¢@, — H cos ¢, =

N-755) = _T(%—7,5) sin @3 — H cos @3

N(75-9) = _T(07,5—9) sin @3 — H cos @3
6) Dijagrami M/T/N

150

—262,74 kN
—173,30 kN
—87,50 kN
—87,50 kN

= —92,50 kN
= —172,50 kN

«L‘v\'
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8. PREGLED | ANALIZA TROZGLOBNIH SISTEMA SA ZATEGOM

Trozglobni sistemi ne moraju uvijek biti vezani za podlogu sa dva nepomicna leZajeva.
Prilikom koristenja gradevine mozZe doci do otkazivanja nekog dijela sistema i stvaranja
mehanizma. Da bismo sprijecili mehanizme moramo uvesti nove elemente u sistem koji ¢e
preuzeti sile koje se nemaju kamo usidiriti. Te elemente kod trozglobnih sistema zovemo
zategama. Zatege su Stapni elementi koji nisu optereéeni na savijanje i posmik veé u sebi
sadrze samo uzduznu silu (zanemarit ¢emo savijanje od vlastite teZine zbog malog
doprinosa). Zatege mogu biti same ili povezane u cijeli sustav zatega, a po poloZaju mozemo
ih podijeliti na vanjske i unutarnje. Prikazat ¢éemo dva opca slucaja kada bi zategama vratili
sistem iz mehanizma nazad u static¢ki odreden sistem.

a) Otkazivanje nepomicnog lezaja u jednom smjeru (otklizavanje sistema)

Vidimo da ako ne postavimo zategu negdje u sistemu, desni dio slobodno otklizava i za
sobom vuce lijevi te nastaje kolaps. Zatega je zglobno postavljena unutar sistema da
preuzme horizontalnu silu i sprije¢i mehanizam.

b) Otvaranje zgloba na vrhu stupova (nemogucnost preuzimanja momenta savijanja)

U ovom primjeru lijevi stup je otkazao na moment savijanja na vrhu i sistem se lako
moze urusiti. Zatega je zglobno postavljena sa vanjske strane (iako je moguce i unutar
sistema postaviti zategu) tako da ponisti moment savijanja na vrhu stupa.

Naravno, moguca je i istovremena kombinacija otkazivanja u kojoj onda moramo
postaviti minimalno dvije zatege, a mozemo i postaviti cijeli sustav zatega.
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Zanimljivo je promotriti gdje se onda javlja nasa horizontalna sila u trozglobnim sistemima
sa zategom. U slucaju otklizavanja, gdje jedan leZaj postaje klizni, horizontalna sila se nikako
ne moze pojaviti na tom lezaju tako da spojnica lezajeva neée biti mjesto gdje se pojavljuje
horizontalna sila. Logi¢no je onda zakljuciti da je zatega mjesto gdje se nalazi hor. sila te da
¢e to ujedno biti i os afinosti u grafoanalitickom postupku. U drugom slucaju, otvaranju
zgloba, i dalje postoje dva nepomicna lezaja te ¢e horizontalna sila prolaziti i tamo, ali i kroz
zategu kojom smo ojacali stup. Posljedica toga je pojava dvije osi afinosti.

Kada je rije€ o trozglobnim sistemima sa sustavom zatega, razlikujemo dva tipa. Tip sustava
u kojem su zatege povezane sa trozglobnim okvirom/lukom pomocu vertikalnih Stapova i tip
sustava u kojem su zatege povezane sa kosim Stapovima. Na prikazu su ilustrirana oba tipa.
Prikaz 4: Tipovi sustava zatega.

TIP 1a TIP 2a
i j _ J
|
TIP 1b - TIP 2b -
4 iv T A\ i j

Svaki od ovih Cetiri prikaza u sebi sadrzi specifi¢nosti kojih moramo biti svjesni prije
rjeSavanja sistema grafoanalitickim postupkom, te éemo svaki analizirati posebno.

Tip 1a

Zatege koje mogu prenijeti horizontalnu silu povezane su sa trozglobnim okvirom
vertikalnim Stapovima. Ako analiziramo ¢vorove i ili j vidimo da sva tri Stapa moraju
prenositi neku silu, sto znaci da ée na nasu gredu trozglobnog okvira vertikalni Stapovi
utjecati sa nekom silom. Takoder, sile u svakom Stapu mogu se iskazati pomocu sile H jer se
u ¢vorovima i, j, ... sastaju po dva Stapa nekog nagiba i jedan vertikalni.

Tip 1b

Sve su zatege ovaj puta horizontalne te ako analiziramo ¢vorove i ili j vidimo da su vertikalni
Stapovi zapavo nul-Stapovi koji sluze samo pridrzanju tocke. Sistem mozemo promatrati kao
da u sredini djeluje samo jedna dugacka zatega.
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Tip 2a

Svi Stapovi sistema zatega su pod nagibom te ne mozemo sve sile iskazati pomocu sile H.
Svaka zatega ima razli¢ite intenzitete komponenata sila.

Tip 2b

U ovom tipu postoje samo dvije osi afinosti. PresjeCemo li sistem sa lijeve ili desne strane
kroz zglob (sa $sto manje elemenata) vidimo da zatega (i,j) ne djeluje ni u jednom presjeku, te
stoga nije os afinosti.

Sto se ti¢e nasih unutarnjih sila, i dalje ih dobivamo istim izrazima kao i kod klasi¢nih
trozglobnih nosaca, samo je potrebno pripaziti na postojanje vise osi afinosti.

My, =M —H-y(x)

T, = Tcos ¢ — H (sin ¢ — tan a cos @)

N, = —T? sin@ — H(cos ¢ + tan a sin @)
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9. RIJESENI PRIMJERI TROZGLOBNIH SISTEMA SA ZATEGAMA

Primjer 8: Zadan je trozglobni nosac sa zategama.

P=100 kN P=100 kN

P=100 kN ©

N~

o -

M=50 kNm

0

b

~ -~
N

4 2 , 3 . A5 . 4B, 4

1 1 1 1 1

U ovom primjeru imamo unutarnju zategu koja sprjecava klizanje i dvije vanjske koje drze
stupove, sto znaci da ¢éemo imati tri osi afinosti.
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1) Zamjenska prosta greda

P=100 kN P=100 kN

1,75

1.75

I | |
P=100 kN | P=100 kN P=100 kN

| | 41,67 | +

58,33

100
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2) Afino preslikavanje

P=100 kN
M=50 kNm
o2
\/
o
Pd N
/ -
—
iz —
- —
—
S é
e I
| |
| 1(13,04

Za svaku os afinosti preslikavamo dio nosaca na kojem ona djeluje. Iz ovog primjera
je jasno vidljivo gdje koja djeluje, ali nije uvijek instantno vidljivo. Da bi znali gdje koja
djeluje dovoljno je presjeci nosa¢ u nekom presjeku i vidjet koja os afinosti djeluje u

kojem presjeku.
3) Superpozicija
163,04

113,04
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4) Sile u zategama

U ovom slucaju horizontalna sila je u svakoj zatezi drugacijeg iznosa te je iz tog
razloga potrebno izraunati sile u svim stapovima da bi dovrsili dijagrame poprecnih i
uzduznih sila. Po¢injemo od srednje zatege (Sz) kojoj je najlakSe dodi do iznosa
horizontalne komponente.

/ '

158,33 kN

S2

-

141,67 kN

M2 —125
Soy = ﬁ = m = —43,48 kN (tlak)

Ako promotrimo stupove naseg sistema, vidimo da oni na vrhovima ne prenose moment
savijanja, ali da se na njih priklju€uju po dvije zatege. To znaci da su sigurno optereéeni na
savijanje, ali da njihov utjecaj na moment savijanja u zbroju mora is¢eznuti na vrhu stupa.
Obzirom da samo horizontalne sile mogu vrsiti moment na vertikalnim stupovima
dovoljne su nam horizontalne komponente sila u Stapovima. Napravit ¢emo dva presjeka.
Presjeci 1-1i 2-2:

—

YM; =0 = 4S1y — 25,4y =0 = S,y =21,74kN (vlak)
YM, =0 = —3,5835 + 1,755, = 0 = Sy = 21,74 kN (tlak)
Siv = Sy tana; = 43,47 kN S1 = 48,60 kN (vlak)
S,y = Spptana, = 16,31 kN S, = 46,43 kN (tlak)
S3y = Sz tanas = 50,73 kN S3 = 55,19 kN (tlak)
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5) Dijagrami M/T/N
Zbog razlic¢itih kuteva a i ¢, prakticnije je T-dijagram dobiti diferencijalnim odnosom,

a N dijagram pomocu dijagrama T, dobivenih sila u zategama i geometrije.
73,91

-98,19
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Primjer 9: Zadan je trozglobni nosac sa sustavom zatega.
P=100 kN P=100 kN  P=100 kN

Y ¥ y
Vo] (e
s wn
N
T) \ o
\—' LOAA
N~
o S
N
e Oad
. 2 \ 2 . 125 125
1 1 1 (|
1) Zamjenska prosta greda
P=100 kN P=100kN  P=100 kN
& a
| 2 | 5 125 125
1 1 I 1 1
N | 216,35
-—.______5_ |~
253,85 ~L1 | [V
307,69
@ 126,92
+ 26,92
73,08 L
173,08
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2) Afino preslikavanje

3) Superponiranje

N

| 461,54 N
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4) Sile u zategama
Opcenito se kod sistema zatega u kojima se zatege veZu za vertikalne Stapove sa
sistemom moze uociti da horizontalna komponenta u svakom Stapu ima jednaki

intenzitet.
Prikaz 4: Cvor u kojem se sastaju dvije zatege i vertikalni $tap.

i Si+1
Qi1 > S

(i+1)x

Ako napravimo sumu horizontalnih sila dobivamo:
S;cosa; =S;,1cosa;.4 =H
Sila u bilo kojoj zatezi moze se izraziti pomocu horizontalne sile i nagiba zatege:
H
~ cosq;
Takoder je lako zakljuciti i iznos vertikale u ¢voru pomocu horizontalne sile:
Vi=H(tana; —tana;,q)

i

Za nas primjer:

_ M 30769 205,13 kN (viak
_y(4)_ 15 = , (vlak)
1,5
a; = tan™1( > ) = 36,87 rad
= tan~? 0,75 = 30,96 rad
a3 = tan (1’25) - ) ra
H
S = = 256,41 kN (vlak)

cos a,

H
S, = = 239,21 kN (vlak)
COS a3

Vi = Htana; = 153,85 kN (vlak)
V, = Htanaz = 123,06 kN (vlak)
Zatege i vertikale su numerirane s lijeva na desno.



5) Dijagrami M/T/N

615,38
N\
461,54
53,84 91,34
615,38 M 81
<
<
@ 280,77
+
26.93
73,08 — )
G 5
5 + s06,15 | + |2
g [ ]

280,77
T 153,854
%)
(=]
&
o
l— 123,06
4
&
NS
206,15

173,08

126,92




10. PREGLED | ANALIZA OJACANIH GREDA
Ojacane grede su staticki odredeni sistemi koji ne mogu prenijeti svo optereéenje pomocu
svojih leZzajeva nego im je potrebno ojacanje u vidu Stapova, kojima preuzimamo moment
savijanja u sistemu na mjestu gdje taj moment nije moguce preuzeti. Mozemo reéi da su
ojacane grede zapravo proste grede ili konzole koje u nekom svom presjeku vise ne mogu
preuzeti moment savijanja (otvaranje zgloba), te ih iz tog razloga ojacavamo Stapnim

elementima. Osim prostih greda ili konzola oja¢ane grede mogu biti i ,Gerberovi“ nosaci sa

,VviSkom zglobova“. Ojacane grede takoder moZemo podijeliti na dva tipa: onaj u kojem se
Stapovi ojacanja veZu za gredu vertikalnim Stapovima, pri ¢emu je onda horizontalna sila
jednaka u svim Stapovima i onaj u kojem se vezu kosim, pri ¢emu imamo razlicite
horizontalne komponente za sve Stapove.

Prikaz 5: Razliciti tipovi ojacanih greda.

)

NI

S

N
JANIN

& X A

Odmah se moze uoditi da ¢e horizontalna sila u nasim sistemima biti u Stapnim elemetnima
ojacanja jer klizni lezajevi ne mogu preuzeti horizontalne sile, a kod upeti lezaj je tocka i ne

mozemo odredit os afinosti. U nastavku ¢emo analizirati unutarnje sile za slucaj vertikalnih
Stapova i kosih.
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Prikaz 6: Analiza oba tipa ojacanih greda.

®

>
o
| 4

@

‘ W/

Tip1
Ako izdvojimo jedan od ¢vorova, isto kao i u trozglobnim nosacdima sa sustavom zatega
vidimo da vrijedi isti izrazi:

Si+1

WT' Sicosa; = Sipqc054q = H

H
"~ cosa;
Vi = —H(tana; —tan a;,4)

i

Za konstantnu silu H momentni dijagram ostaje: M,, = M9 — H - y(x)
Dijagram poprec¢nih sila iz oblika T,, = T cos ¢ — H (sin ¢ — tan a cos ¢) prelazi u
T,=T)— Htana;, jer je kut ¢ = 0.

Dijagram uzduznih sila iz oblika N, = —T? sin ¢ — H(cos ¢ + tan a sin @) prelazi u
N,=-H
Tip 2

Sila H vise nije konstantna, jer su svi Stapovi pod nagibom te sve unutarnje sile je potrebno

uvaziti po pripadajuc¢im dijelovima nosaca.
Moment savijanja: M, = M2 — H; - y(x)
Poprec¢nasila: T, = T? — H; tan a;
Uzduznasila: N, = —H;
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11. RIJESENI PRIMIERI OJACANIH GREDA

Primjer 10: Zadana je ojacana greda.

oF
e ! P=100 kN P=100 kN
e}
\ & b4 A
o 1T .1 ., 15 15 1 "
7 7 7 7 0 2 A
1) Zamjenska prosta greda
P=100 kN P=100 kN
A | A
| 3 | 3 L1
| | | |
| | | |
() | o
| l | |
| |
| |
128,57
| NS | |
| L |
214,29 |
® ' -
71,43 |
|
_|_ |
28,57 .
128,57
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2) Afino preslikavanje

Vazno je uociti da uvijek preslikavamo nosac, a da preslikavamo pomocu osi afinosti

koja je u ovom slucaju zatega.
3) Superponiranje

71,43

128,57
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4)

A

V2

Dijagrami poprecne i uzduzne sile
Buduci da nam je razlika dijagrama pop. sile proste grede i ojacane grede samo u
Clanu —H tan a;, posluzit ¢cemo se grafickim oduzimanjem utjecaja horizontalne sile
od dijagrama proste grede.

M2 214,29
y(3) 15+02
Napomena: smisao sile potrebno je odrediti presjekom kroz zglob C.

Na dijagram pop. sila proste grede ¢emo po pripadaju¢im podrucjima djelovanja
ojacanja odbijati iznose H tan a; na nacin da konstruiramo poligon sila u ravnini sa
nul-linijom dijagrama pop.sila proste grede.

H=-— —126,05 kN (tlak)

& a
| | | | |
| | | | |
| | | | I
4 4 I | | |
5 I | |
5 s |
1 ss | _|_ :
[sp
[a]
| o=
gl S
I
1 1 T e
139,50
71,43
@ 46,22 +
T T
- 53,78 -
117 65 12857

Konaéni dijagram je po formuli T,, = T? — H tan a; zapravo dijagram poprec¢nih sila
proste grede koji je preklopljen sa dijagramom vertikalnih sila oja¢anja, pri ¢emu je nova
nul-linija (crvenom bojom), linija dijagrama ver.sila ojacanja. Takoder je moguée odrediti
i vrijednosti u vertikalama jer i one ovise o horizontalnoj sili:

V,=—H(tana; —tana;,1)
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Za dijagram uzduznih sila, sile u vertikalama smo ve¢ odredili samom konstrukcijom
T-dijagrama,a sile u ostalim Stapovima dobivamo formulom:

H
"~ cosq;
Smisao sile u Stapu dobivamo promatranjem ¢vora uz poznatu silu S,.
Sto se ti¢e uzduZne sile u gredi, ona je jednaka horizontalnoj sili sistema suprotnog
predznaka:

i

Ny =—H

5) Dijagrami M/T/N:

(M) 80,68

71,43
12857
139,50
71.43
@ 46,22 +
T +
T 53,78 —
117 65 128.57
™ 285 TN\
SRS
/\r«yg e 70
v oo = "
Voo
: I

126,05
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Primjer 11: Zadane su ojacane grede.

U proSlom primjeru pokazali smo kako se lako konstruira dijagram poprecnih sila, kada
imamo vertikalne Stapove koji ojacanje spajaju sa gredom. U ovom primjeru nije prakti¢no
raditi takvu konstrukciju, jer horizontalna komponenta Stapova nije ista u svim Stapovima,
nego je potrebno izracunati sve Stapove za kompletni T i N dijagram.

Ovaj primjer neée biti rjeSen do kraja nego ée sluziti razumijevanju prijenosa sila u sustavu.

P=100 kN P=100 kN P=100 kN
V\l ,/\
‘ \
P=100 kN P=100 kN P=100 kN
A A
I 1’5 ,0’6 | 0’9 . 1 LO’SJ,O’SJ, 1 I 1 "
7 \ \ 7 T T

Zadane su dvije ojacane grede istih dimenzija i opterecenja, ali simetri¢no postavljenog
ojacanja.
1) Zamjenska prosta greda
Zamjenska prosta greda biti ¢e ista za oba slucaja.

P=100 kKN P=100 kKN P=100 kKN
1 | A l
- m | A
| 1,5 los, 00! 41 0505 1 ! 1
1 i 1 ’| 1 1 1 | 1
| |
[ ' I | |
P=100 kN P=100 kKN P=100 kN
| [
| |
I
[
! |
A= 150 ITN
|
o |
|
|

150
225

300

53



2) Afino preslikavanje

>0 —

C|

Vidimo da u oba sluéaja dobivamo isti oblik momentnog dijagrama s koje god strane
postavili ojacanje. Isti momentni dijagram za sobom povlaci i isti dijagram poprecnih sila
zbog njihovog diferencijalnog odnosa. Jedina razlika onda preostaje u pogledu uzduznih sila i
sila u Stapovima.

Zakljuéak primjera je da ojacanje na gredama mora savladati isti moment bilo ono
postavljeno na ili objeSeno za gredu, samo je pitanje kakve unutarnje sile Zelimo u svojim
Stapnim elementima i u samoj gredi.

Prikaz 7: Raspored vlaka/tlaka u stapnim elementima.

@7&% T,/})ﬂ

Plavom bojom oznacen je tlak, crvenom vlak. Produljenja/skra¢enja na prikazu su karikirana.
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12. PREGLED | ANALIZA PODUPRTIH/OVJESENIH GREDA

Poduprte i ovjeSene grede sli¢ni su sistemi ojacanim gredama. Razlika je u tome $to ojacane
grede horizontalnu silu prenose u samom sistemu pomocu Stapova i grede, dok poduprte i
ovjesSene horizontalnu silu pomocu Stapova usidruju u tlo. Poduprte grede se oslanjaju na
dva lezaja i dva Stapa, pri ¢emu se javlja problem ra¢unanja reakcija obzirom da uz vanjsko
optereéenje sveukupno imamo 5 razlicitih sila koje treba uravnoteziti. Medutim, ako
grupiramo reakcije u leZajevima i Stapovima u njihove rezultante, moZzemo sustav svesti na
trozglobni sistem. Obzirom da je ovjeSena greda samo simetri¢na sila poduprte, te se
razlikuje samo u smislu sile u Stapovima, u daljnjem tekstu ¢emo se referirati samo na
poduprte grede.

Prikaz 8: Razliciti tipovi poduprtih greda.

PPN
Sta

Na svim prikazima osim na zadnjem poduprti sistemi prenose horizontalnu silu pomoéu
svojeg potpornog tijela sacinjenog od Stapova. U zadnjem prikazu vidimo da ¢e na dijelu
grede izmedu potpornih Stapova takoder postojati uzduzna sila te da ce biti jednaka
horizontalnoj sili koja je konstantna u svim prikazima.

Prikaz 9: Analiza poduprte grede.

o
4

Kao Sto je ranije napomenuto, poduprte grede rijeSavamo grupiranjem reakcija u njihove
rezultante. Uo¢avamo da ako napravimo presjek 1-1, na gredi nema uzduznih sila, sto znaci
da je i reakcija nepomiénog lezaja iskljucivo vertikalna. U slucaju da sile djeluju pod kutem
na gredu nepomicni leZaj ¢e preuzeti sve horizontalne komponente, no vertikalna nam je i
dalje nepoznata.
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Obzirom da sada znamo pravce djelovanja svih reakcija, grupirat ¢éemo ih u njihove
rezultante. U grafickom smislu to znaci pronaci njihovo sjeciste. Pri tome treba paziti da
grupiramo sile koje se spajaju na istom disku.

B
A
o=

Reakciju A grupirali smo sa reakcijom Si1 u njihovu rezultantu, B sa S;. Na taj nacin smo dobili
samo jednu silu u pojedinoj tocki. Te tocke njihovih rezultanti zvati ¢emo fiktivnim
leZajevima. Za nas$ postupak superpozicije sile u fiktivnim leZzajevima rastavljamo na veé
poznati nacin: ,,pomocéna sila A%/B%“ i kosa sila H'. Vektorski zapis sila izgleda ovako:

A =Ryi=A+S, =A+H'

B =Ry =B +5 =B+ i
Izdvojit éemo presjek 2-2 neposredno poslije sile Py i analizirati sile u sistemu.
Presjek 2-2

yt

‘
7]
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Za moment savijanja raspisujemo:
M, — A%xpo + Pixpy + Paxp, —H(y; —y) + Hy, = 0
M, — (A°x40 — P1Xpy — Pyxpy) —Hy, + Hy + Hy, = 0
M, — M2+ Hy =0
M,=M%-H-y

Vidimo da se za moment savijanja dobiva izraz analogan trozglobnom nosacu koji je omeden
Stapovima S1-Ss, a zglobne tocke su mu A', B', C'. Fiktivni zglob C' nalazi se po vertikali sa
pravim zglobom na sjecistu te vertikale i Stapa ispod zgloba C. To moZemo zakljuciti i ako
pogledamo presjek ispod pravog zgloba C.

Ako se raspise funkcija momenta u ovom
presjeku, dolazi se do zakljucka da je krak
horizontalne sile ispod zgloba pomodu
kojeg raCunamo iznos horizontalne sile
jednak udaljenosti od osi afinosti do
sjeciSta Stapa ispod zgloba i vertikale kroz
zglob, isto kao i u svakom presjeku. Stoga
& moZzemo zakljuciti gdje je fiktivni zglob C'.

L .

yt

A
A
|
|
|
|

Za poprecnu silu raspisujemo:
T,—A°+P,+P,+Htanay, + Htana, = 0
T,=A°—P,—P,—Htana, — Htana,

T, =T) + H(—tana, — tan a,)
U ovom prikazu kut a je negativan tako da je minus ispred ¢lana tan a,. U opéem slucéaju uz
pretpostavku pozitivnog kuta , generalno mozemo zapisati:

T, =T+ H(tana, — tan «;)
Za uzduznu silu raspisujemo:

N,—H+H=0
N,=0

Cinjenicu da je uzduzna sila jednaka nuli ve¢ smo ustanovili presjekom 1-1 kroz gornji dio
sistema.
Za sile u Stapovima raspisujemo:

S;cosa; = S;;1cosa;q = H

Si =
COS a;

Vi=H(tana; —tana;,q)

Kao Sto vidimo svi izrazi analogni su do sada izvedenima za trozglobne sisteme i ojac¢ane
grede.
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13. RIJESENI PRIMJER PODUPRTIH/OVJESENIH GREDA

Primjer 12: Zadana je poduprta greda.

P=100 kN P=150 kN

1:5

1 .1 , 15

1) Zamjenska prosta greda

P=100 kN

P=150 kN

 — | A
L1y 25 | 3,5 |
1 |
| | | |
T >
v
| \ // |
| 160,71 N % |
| N
L N |
v
~
~ \
160,71 312,50
| |
J 60,71 |
89,29
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2) Afino preslikavanje
Pokazali smo da lik koji treba afino preslikati je trozglobni nosac¢ kojeg omeduju
Stapovi u kojima se nalazi horizontalna sila, a os afinosti biti ¢e spojnica fiktivnih
lezajeva.

3) Superponiranje

1
/1
/1
40,52
18,96
| 206,04
|
Q) |
|
18,96
40,52
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4) Dijagram poprecne sile
Obzirom da je sila H konstantna u sistemu, moZzemo se posluZiti konstrukcijom T-
dijagrama prikazanom u primjeru ojac¢ane grede.

M2 312,50
y(3,5) 2,17
Ako usporedimo formule za poprecnu silu poduprtih i ojacanih greda:

Poduprte: T, = T + H(tana, — tan a;)
Ojagane: T, =T — H; tan q;
uocavamo da se kod poprecne sile u poduprtim sistemima pojavljuje i utjecaj
horizontalne sile sa fiktivhog leZaja, odnosno u obzir se mora uzeti i vertikalna
komponenta kose sile H' sa fiktivnog lezaja. Nju uzimamo u obzir tako Sto prvo
odbijemo njen utjecaj H tan a, po cijelom nosacu (jer po cijelom djeluje), i dobijemo
novu-nul liniju T-dijagrama. T-dijagram potrebno je spustiti zajedno sa novom nul-

H =

= 144 kN (vlak)

linijom.
s S | I
4 S L = I
— | fona _ |l 1 _ _ _]
g 3
%
@ 103,02
40,52
| _|_ 12.64 +

59,48

137,36

Obzirom da se u ovakvoj konstrukciji T-dijagrama mogu ocitati sve sile u Stapovima i
vertikalama, dijagram uzduzne sile se nece crtati.
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14. ZAKUUCAK

Superpozicijski postupak moZze nam bitno ubrzati rjeSavanje nekih tipova zadataka ru¢énom
metodom. Nedostatak postupka je smanjenja tocnost uslijed konstrukcije dijagrama na
papiru,te opéenito potreba za crtanjem. No, ipak pravi znacaj superpozicijskog postupka je
viSe edukativan. RijeSavajuci zadatke mogli smo uvidjeti da oblik i pozicija nosaca, zatega,
ojacanja, itd. utjecu na konacéne iznose sila. Kod trozglobnih nosa¢a mozemo primjetit da
Sto je udaljenija os afinosti (pravac djelovanja kose sile H') od zglobne tocke C, to ¢e biti
manja horiozntalna sila H. Ista analogija vrijedi i za trozglobne sa zategom, $to nam onda
govori da ako Zelimo $§to manje opterecenu zategu potrebnu ju je postaviti Sto nize u
odnosu na zglob C'. Kao najbitniji poucak iz superpozicijskog postupka prikazat éemo
ovisnost oblika nosaca i momentnog dijagrama.

Prikaz 10: Potpuno oduzimanje momentnog dijagrama.

P

l

Qo

O
~

o
Na slici se moze uoditi da ¢e se momentni dijagram u potpunosti oduzeti jer nosac svojim
oblikom prati momentni dijagram zamjenske proste grede. Na ovaj nacin dobivamo nosac
koji nije optereéen na savijanje i posmik vec iskljucivo na tla¢nu uzduznu silu. Tu su
¢injenicu graditelji poznavali i puno prije nego je superpozicijski postupak nastao, tako da
kroz povijest mozemo uociti kako je kameni luk dominantan oblik u gotovo svim tipovima
konstrukcija.
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