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SAZETAK

U zavrsnom radu obradena je tema konstrukcije i primjene jezgre poprecnog presjeka.
Objasnjeni su osnovi pojmovi vezani uz slozeno opterecenje ravnih Stapova, a kao
poseban slucaj izdvojen je slucaj ekscentricnog opterecenja. Objasnjeno je Sto je to jezgra
poprecnog presjeka te je detaljno analiziran postupak njene konstrukcije. Za slucaj kosog
savijanja i ekscentricnog pritiska izveden je postupak proracuna maksimalnih normalnih
naprezanja u presjeku primjenom jezgre poprecnog presjeka. RijeSena su tri numericka
primjera u kojima su dijagrami naprezanja u presjecima odredeni primjenom jezgre:
presjek s jednom osi simetrije opterecen ekscentricnom silom, presjek s viSe osi simetrija
opterecen kosim savijanjem te i nesimetrican presjek opterecen ekscentricnom tlachom
silom.

Kljucne rijeci: normalno naprezanje, neutralna os, slozeno opterecenje, jezgra popre¢nog
presjeka, koso savijanje, ekscentricno opterecenje

Zavrsni rad: Ena Zupan i



SUMMARY

In this final thesis, the topic of the construction and application of the cross-section core
was discussed. Basic concepts related to complex loading of straight rods are explained,
and the case of eccentric loading is singled out as a special case. It is explained what a
cross-section core is and the process of its construction is analyzed in detail. For the case
of inclined bending and eccentric pressure, the procedure for calculating the maximum
normal stresses in the cross-section was performed using the core of the cross-section.
Three numerical examples were solved in which the stress diagrams were determined by
applying the core: a section with one axis of symmetry loaded with an eccentric force, a
section with multiple axes of symmetry loaded with inclined bending, and an asymmetric
section loaded with an eccentric compressive force.

Key words: normal stress, neutral axis, complex load, cross-section core, inclined bending,
eccentric load
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1.Uvod

U ovom zavrsnom radu razraditi ce se tema konstrukcije i primjene jezgre poprecnog
presjeka. U prvom dijelu rada objasnit ce se neki od najcescih slucajeva slozenog
opterecenja. Definirat e se osnovni pojmovi poput pola/hvatista sile, ekscentriciteta i
neutralne osi, koji su potrebni prilikom konstrukcije jezgre presjeka. Primjenom jezgre
poprecnog presjeka moguce je odrediti ekstremna naprezanja u presjeku. Naime,
ekstremna naprezanja pojavljivati ce se u tockama najudaljenijima od neutralne osi. Kako
doci do njihovih iznosa i na koji jos nac¢in mozemo primijeniti jezgru, bit ¢e objasnjeno u
nastavku rada. Uz teorijsku interpretaciju teme rijeSena su tri numericka primjera, koja ce
za kraj, smisleno prikazati zasto smo neke pojmove i izraze spominjali i kako ih koristiti pri
proracunu.

Jezgra presjeka bitna je kod konstrukcija izradenih od krhkih materijala poput opeke ili
betona.Primjerice, kod Ilucnih mostova prilikom projektiranja lukova izradenih od
nearmiranog betona ili drugog krhkog materijala slabe otpornosti na vlak postoji
jedinstveno pravilo: Rezultanta tlacnih sila se ni u jednom dijelu presjeka i ni za jedan
projektirani slucaj opterecenja ne smije nalaziti izvan jezgre poprecnog presjeka [1].
Ukoliko se pravilo ne postuje, konstrukcija e biti izlozena i vlatnom naprezanju, a to kod
krhkih materijala s malom vlacnom ¢vrstocom znatno smanjuje pouzdanost.

Medutim, danasnje betonske konstrukcije i dalje zadovoljavaju sve uvjete pouzdanosti.
Kako i zasto? Betoni su danas ojacani armaturom i ostalim alternativnim nacinima
armiranja pa se moze dovesti u pitanje primjena jezgre. Ipak, na kraju se sve svodi na
ekonomicnost, je li isplativije koristiti druge materijale za ojacanje ili namjestati rezultantu
tlacnih sila unutar jezgre presjeka. Bitno je pri projektiranju razmotriti sve opcije, a
odabrati onu optimalnu, koja Ce zadovoljavati pouzdanost konstrukcije, a ujedno biti i
ekonomicna.

Zavrsni rad: Ena Zupan 1



2. Slozeno opterecenje stapova

Presijecemo li u nekom trenutku konstrukcijski element, u poprecnom presjeku tog
elementa uociti cemo djelovanje unutarnjih sila. Pod unutarnje sile spada sljedecih Sest
komponenata: N, T, T,, My, M,, M,, gdje N oznacava uzduznu silu, T oznacava poprecnu
silu, a M oznacava moment savijanja. Njihovi indeksi oznacavaju smjer osi u kojoj ili oko
koje djeluje velicina kojoj je indeks pridruzen. U prethodno spomenutom presjeku nekog
elementa najcesci slucaj, tzv. opCi slu¢aj opterecenja je onaj gdje djeluju dvije ili vise
komponenti unutarnjih sila. Takvo opterecenje nazivamo slozenim opterecenjem i na

sljedecoj slici ono je prikazano na primjeru prizmati¢nog Stapa (sl.1.):

Slika 1: Presjek prizmati¢nog stapa

Osnovni slucajevi opterecenja Stapa su aksijalno opterecenje {rastezanje ili pritisak), torzija
(uvijanje), savijanje ili smicanje. U praksi je rijetko koji element izlozen samo jednom
slu€aju opterecenja, medutim potrebno je znati i razumijeti ponasanje elementa za svaki
zaseban slucaj jer to predstavlja osnovu za razmatranje slozenih, tj. op€ih stanja koji su
puno kompleksniji. Ukoliko se u specificnim slucajevima unutarnje sile u presjeku
reduciraju na samo jednu komponentu, dobivamo jedan od gore navedenih osnovnih

slu¢ajeva opterecenja.
Prema tome, slucajevi sloZzenog opterecenja mogu se podijeliti u dvije skupine:

a) Stanje naprezanja u opasnim tockama je jednoosno. To su koso savijanje i aksijalno
opterecenje sa savijanjem. Proracun Cvrstoce provodi se bez teorija ¢vrstoce.

b) Stanje naprezanja u opasnim tockama je viSeosno. To su savijanje s torzijom,
aksijalno opterecenje s torzijom i aksijalno opterecenje sa savijanjem i torzijom.

Proracun ¢vrstoce provodi se na osnovi teorija Cvrstoce.

Zavrsni rad: Ena Zupan 2



2.1. Savijanje i aksijalno opterecenje

Slozeno opterecenje najcesce se pokazuje na primjeru savijanja i aksijalnog opterecenja.
Stap se duz osi y rasteze uzduznom silom N (vlak) i istodobno optereéuje momentom
savijanja M,, (sl.2.).

Moment savijanja M,, uzrokuje normalna naprezanja:

Oy =—"2Z (2.1)

rn N
o= (2.2)

Ukupno naprezanje u nekoj tocki presjeka jednako je zbroju izraza (2.1.) i (2.2.). Za svako
slozeno opterecenje ukupno se naprezanje odreduje tako da se zbroje naprezanja

uzrokovana od svake zasebne komponente unutarnje sile:
M N
Oy=0y'+0," =2z +— (2.3)
Iy A
gdje je I, - aksijalni moment tromosti s obzirom na os y

z - udaljenost tocke od neutralne osi

A - povrsina poprecnog presjeka

2 A
I AN ¢
C DA B

1 oo

H)V

Slika 2: Stap optereéen aksijalno i na savijanje

Maksimalne vrijednosti normalnih naprezanja o, vlacnih i tlacnih prisutne su u rubnim
vlaknima, odnosno u tockama najudaljenijim od tezista te iznose:

N | My N My

O-x(l)zo_xmax=;+ I 'h1=2 +W_y1 (2.4.a)
_ N My , N _My
Ox(2)= Ox min= I, hZ-A Wy (2.4.b)

Zavrsni rad: Ena Zupan 3



Za presjek kojemu je W,; = W,,, kaze se da je simetrican s obzirom na os y pa prema
tome izraz (2.4.) poprima sljedeci oblik:

N M.
Gx(l)z O'x;nlilrplc=ziw—i (25)
2

gdje je W, — moment otpora oko osiy

2.1.1. Polozaj neutralne osi

Neutralna os je os presjeka u kojem je vrijednost normalnih naprezanja jednaka nuli.

Nova pozicija neutralne osi (sl.3.) u slu¢aju zajednickog djelovanja savijanja i uzduzne sile ,
dobije se iz uvjeta:

Y. z=0 (2.6.)

g, =
I B ¥

Tx2)

h:
0
h1 3

z

aF
L= [T ][k

A\

Tx1)

Slika 3: Polozaj neutralne osi kod slucaja zajednickog djelovanja savijanja i uzduzne sile

odakle je:

(2.7

gdje je z, — odsjecak neutralne osi na osi tromosti z

Ako je Stap opterecen na pritisak, odnosno uzduzna sila N je tlatna, u gornje se izraze
obavezno uvrstava predznak minus koji je usvojeni pokazatelj tlaka, radilo se o sili,
naprezanju ili bilo kojoj drugoj velicini.

2.1.2. Koso savijanje i aksijalno opterecenje

Kod kosog savijanja, ravnina djelovanja momenta savijanja ne poklapa se ni s jednom od
glavnih ravnina poprecnog presjeka, tj. zatvara s osi z kut o. U tom slucaju savijanje se
odvija u dvije medusobno ckomite ravnine te je potrebno moment savijanja M rastaviti na
komponente M, i M, (sl.4.).

Zavrsni rad: Ena Zupan 4



M:

M RAVNINA DJELOVANJA
" MOMENTA SAVIIAMM

Slika 4: Moment savijanja rastavljen na komponente u smjeru dviju osi

Normalno naprezanje uzrokovano momentom e se i u jednadzbi stoga rastaviti na
komponente te e u tocki B presjeka iznositi:

O-x:Z'i_;'Z'{_;'y (28)

Ukoliko normalno naprezanje izjednac¢imo s nulom dobivamo jednadzbu neutralne osi:

N My oM
A+ Iy Z+ 7 y_O (29)

z

|z izraza (2.9.) dobivamo odsjecke neutralne osi a,, i a, na glavnim osima tromosti yi z, tj.

polozaj neutralne osi:

N I, N .

Yo=ty= =3 =ik (2.102)
N I N .

2070z = T T Ty (2100

Maksimalne vrijednosti normalnih naprezanja o, vlacnih i tlacnih, prisutne su u rubnim

vlaknima, odnosno u to¢kama najudaljenijim od tezista (sl.5.) te iznose:

= _N My . M, .
Ox(1)= Ox max= 7, I z; + L Y1 (2.11.a)
N My M

Ox(2)= Oxmin=7, — I, ) _;'3’2 (2.11.b)

Zavrsni rad: Ena Zupan 5
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Slika 5: Maksimalne vrijednost naprezanja u rubnim vlaknima

Uvjet Cvrstoce predstavlja najvece dopusteno naprezanje a4, | ukoliko maksimalno stanje
naprezanja u elementu premasi tu vrijednost, uvjet se smatra nezadovoljenim, a element

nepouzdanim. U ovom slucaju uvjet ¢vrstoce glasi:
Ox(1) = Ovmax = Ovdop (2.12.a)
Ox(2) = Ot max < 0; dop (2.12.b)

Dva su uvjeta Cvrstoce jer se razlikuje maksimalno vlacno i tlatno naprezanje. Velika bi
greska bila zanemariti jedno ili drugo, a zasto, moze se pokazati na primjeru betona. Beton
ima znatno manju vlacnu cvrstocu od tlacne i kao materijal gotovo nikad nije zastupljen
sam, veC u kombinaciji s materijalima koji imaju veliku vlacnu ¢vrstocu, poput celika.
Medutim, ako je ustanovljeno da materijal elementa ima jednaka svojstva na vlak i tlak,
odnosno rastezanje i pritisak, uvjet Cvrstofe moze se svesti na jedan izraz:

_ N, My, M,
Ox(1) = Oxmax — y + 1 z; + L Y1 = Odop (2.13)
2.2. Ekscentricno opterecenje kratkih Stapova

Stap je konstrukcijski element ¢ija je jedna dimenzija, duljina, znatno veéa od ostale dvije
(irina i visina) [2]. Stapne elemente mozemo podijeliti na duge i kratke, a podjela se vri u
odnosu na omjer duljine i Sirine gdje dugi Stapovi imaju vecu vrijednost omjera u odnosu
na kratke. Kratki Stapovi opcenito podnose veca tlatna opterecenja stoga se ekscentri¢no
opterecenje najcesce objasnjava na primjeru tlatno opterecenog kratkog Stapa.

Zavrsni rad: Ena Zupan 6



Neka je os x uzduzna os Stapa, a osi yi z glavne srediSnje osi tromosti poprecnog presjeka.
Neka tlacna sila F djeluje u hvatistu P koji se naziva polom sile F.U slu¢aju centricnog
opterecenja hvatiste sile F nalazilo bi se na osi x. Pol sile P nalazi se na nekoj udaljenosti
od tezista poprecnog presjeka. Tu udaljenost oznacavamo sa e i nazivamo
ekscentricnoscu sile F(sl.6.).

0
ey
L o

Slika 6: Ekscentricno opterecen Stap

Ekscentricno opterecenje mozemo prikazati i kao istovremeno djelovanje sprega sila
iznosa F na udaljenosti e i centritnog optereenja, slika 7 [3]. U tom slucaju smo
ekscentricno opterecenje kratkog Stapa sveli na istodobno djelovanje cistog kosog
savijanja i aksijalnog opterecenja, tlatnog u ovom slucaju.

e e TNM=F*e

Slika 7: Ekscentricno opterecenje svedeno na spreg sila

Prethodno je spomenuto da kod kosog savijanja ravnina djelovanja momenta savijanja sa
osi z zatvara kut o (s.8.).

Zavrsni rad: Ena Zupan 7
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Slika 8: Koso savijanje

Da bi dobili momente savijanja oko glavnih osi tromosti, rastavit cemo M na komponente
M, iM,:

M,=M -cosa=F-e -cosa=F -e, (2.14.a)

M,=M sina=F-e -sina=F e, (2.14.b)

2.2.1. Normalno naprezanje i jednadzba neutralne osi

|zraz za normalno naprezanje neke tocke B (sl.9.) u nekom presjeku x glasi:

Slika 9: Opceniti presjek, tocka B u kojoj trazimo naprezanja

Zavrsni rad: Ena Zupan 8



Ekscentricni pritisak: Oy = — G + ? Z+ % . y) (2.15.a)
y z
—(E My, M

Oy = (A ot y) (2.15.b)

Ekscentri¢no rastezanje:

Ako definiramo glavne polumjere tromosti presjeka:

I 1

i uzmemo u obzir izraz (2.14.), normalno naprezanje pri ekscentritnom opterecenju moze

se svesti najedan izraz:
Jx=§.<1+f_§.z+%.y) (2.16.)
Za odredivanje jednadzbe neutralne osi izjednacit cemo izraz (2.16.) s nulom:
(2.17.)

F e e
ax=Z-<1+g-z+é-y)=O

Buduti da e,, ey, z,y # 0, zakljuCujemo da neutralna os NE prolazi teziStem poprecnog

presjeka.
Mora vrijediti:
(1+f—§-z+%-y)=0 (2.18.)
Sto se moze prikazati i u sliedecem obliku:
é _‘«V_z _ (2.19)
€y

Za dobivanje segmentne jednadzbe pravca neutralne osi potrebno je definirati njene

odsjecke na koordinatnim osima yi z(sl.10.):

Slika 10: Odsjecci neutralne osi na koordinatnim osima

Zavrsni rad: Ena Zupan



a,=—-2, q,=-% (2.20.)

Prema tome segmentna jednadzba pravca neutralne osi glasi:

242X =1 (2.21))

a; ay

Ovaj izraz doprinio je sljedecim zaklju¢cima o polozaju neutralne osi. Buduci da izraz ovisi o
odsje¢cima a, i ay, a odsjeCci o glavnim polumjerima tromosti i ekscentricnosti

zaklju€ujemo sljedece:

e PoloZaj neutralne osi ovisi 0 obliku poprecnog presjeka (I, i A) i polozaju pola
odredenog upravo ekscentricnoscu (e, e;).

e Na polozaj neutralne osi ne utjecu iznos i predznak sile F.

e Neutralna os i njoj pripadni pol leze u suprotnim kvadrantima.

2.2.2. Pomicanje hvatista sile po pravcu koji prolazi teziStem

Kako bi bolje shvatili istovremeno djelovanje cistog kosog savijanja i aksijalnog
opterecenja definirajmo kut nagiba neutralne osi.

Kut nagiba neutralne osi ili koeficijent smjera pravca je onaj koji neutralna os zatvara s
pozitivhom osi y (sl.11.) i glasi:

i2 P2

= _%__b&_ - _b,
tgp = P tana = . tan a (2.22))

Slika 11: Kut nagiba neutralne osi

lzraz (2.22.) upucuje na to da kut nagiba neutralne osi ovisi iskljucivo o obliku poprecnog
presjeka (I, I,) i o poloZaju ravnine djelovanja momenta savijanja M, tj. o veliini kuta o
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kao i pri ¢istom kosom savijanju. Na koji nacin onda uzduzna sila utjece na neutralnu os
buduci da se radi o ekscentricnom opterecenju?

Konstruirajmo sredisnju elipsu tromosti i pravac OA koji prolazi tezistem i sijece elipsu u
nekoj tocki C, a definira ravninu djelovanja momenta savijanja M. Ako kroz tocku C
provu¢emo tangentu na elipsu, neutralna e os za Cisto koso savijanje biti paralelna s tom
tangentom i prolazit e tezistem, odnosno kroz os koordinatnog sustava O. Ako hvatiste
sile stoga micemo po pravcy, dalje od tezista, stvaramo udaljenost koju smo prethodno
definirali kao ekscentricnost te mozemo zakljuciti da se vise ne radi o Cistom kosom
savijanju. Uociti cemo da se neutralna os pomice u istom smjeru u kojem se pomice i pol
sile na translatorni nacin pa mozemo zakljuciti da ¢e pojava uzduzne sile uzrokovati samo

translatorno pomicanje neutralne osi bez promjene nagiba (sl.12.).

na:, 74 NEUTRALNA OS ZA CISTO KOSO
A SAVIJANJE

nA+1
/ /,L,
ns

Slika 12: Translatorno pomicanje neutralne osi

Dok pomi¢emo hvatiste sile po pravcu, u onom trenu kad se hvatiste poklopi s ishodisStem
koordinatnog sustava, odnosno tezistem, neutralna os nalazit ce se u beskonacnosti. Ovaj
slutaj odgovara slucaju aksijalnog opterecenja. Ako pak hvatiste sile pomaknemo u
beskonacnost, tada e neutralna os prolaziti ishodiStem i taj slu¢aj definira, prethodno
spomenuto, Cisto koso savijanje.

2.2.3. Zakon reciprocnosti ili uzajamnosti neutralne osi i pola

Ukoliko tocku presjeka B definiramo koordinatama a,, a, tada Ce pripadajuca neutralna os

ng odsijecati odsjecke ey, e,. Jednadzba neutralne osi tada Ce glasiti:

_F

o
X A

(1+?—§-z+j—5-y)=0 (2.23.)

Kada se srediizraz (2.23.), moze se prikazati u sljedecem obliku:

Zavrsni rad: Ena Zupan 1



A (2.24)
az ay

Za dobivanje segmentne jednadzbe pravca neutralne osi potrebno je definirati njene
odsjecke na koordinatnim osima yi z(sl.13.):

nA

>z
.2 .2
i i
e, = ——y' ey = -z
a, a,
Prema tome segmentna jednadzba pravca neutralne osi glasi:
Z4+2=1 (2.25.)

e; ey

Dakle, u ovisnosti o tome kojim je koordinatama definirana tocka koristit ¢emo se
razli¢itim, ali povezanim izrazima segmentne jednadzbe pravca (2.21.) ili (2.25.).

Ovime smo definirali zakon reciprocnosti ili uzajamnosti neutralne osi i pola.

2.2.4. Pomicanje hvatista sile po pravcu koji ne prolazi tezisStem

Promotrimo slucaj u kojem ¢emo pol ekscentricne sile F pomicati po pravcu A; A, koji ne
prolazi tezisStem presjeka (sl.14.).
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NAz

NA+

Slika 14: Pomicanje pola po pravcu

Pripadajuca neutralna os hvatista A na pravcu je pod nekim opcim kutom i oznacena je sa
n. Tocke A; i A, nalaze se na glavnim osima tromosti poprecnog presjeka. Njihove
pripadajuce neutralne osi n, i n, biti ¢e okomite na os na kojoj se tocka nalazi i kao sto je

prilozeno na slici na njoj ce odsijecati odsjecke:
N P (2.26)
a’Z - ez’ ay - ey . .

Tocka B predstavlja sjeciste neutralnih osi n; i n,. Odaberemo li stoga bilo koju tocku na
pravcu A;A, za hvatiste ekscentricne sile, naprezanje ce u tocki B uvijeki biti nula.
Pripadajuce neutralne osi se zaokrecu oko tocke B analogno s pomicanjem hvatista po
pravcu A;A,. Vrijedi i obrnuto, ukoliko zaokre€emo neutralne osi oko tocke B, pripadajuci
pol e se pomicati po pravcu A, 4,.

Ako je zadan pol A (e, e,) ekscentri¢ne sile F, neutralna os moZze se pronaci i grafickim
putem. Temelj grafickog postupka biti ce izraz (2.26.) sveden na oblik:
9 _ by Gy _ L (2.27.)
iy —eg’ iy —ey R

Postupak (sl.15.):

e Konstruirajmo koordinatne osi yi z s ishodistem O u sjecistu

e Nanosimoe, ie, —tocke A, i 4,

e Nanosimoi, ii, —tockeBiD

e SpajamoA,iDteA,iB

e Povlacimo okomicu iz tocke Bna A,B iiz tocke Dna A;D

e Povucene okomice sijeku koordinatne osi u tockama E i C za vrijednost odsjecaka
pa se povezivanjem te dvije tocke dobije pravac neutralne osi pripadajuceg pola A
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ay

ey
A1 ,,,,,,,,@Z,,,;;A (ev.ez)
Iz

Slika 15: Graficki pronalazak neutralne osi preko pola

|z pravokutnog trokuta A, BC slijedi:

OB 0C q iy —a,
OAZ_OB'O nosno e, L

lzraz (2.27.) je dokazan pa se ovaj postupak smatra pravilnim za graficko odredivanje

polozaja neutralne osi.

Prisjetimo se izraza (2.17.) gdje smo normalno naprezanje izjednacili s nulom te tako dobili
implicitni oblik jednadzbe pravca neutralne osi.

Za dobivanje normalnog oblika jednadzbe pravca neutralne osi, definirat cemo parametar

&

1+ E gy e
S S M (2.28)

e\ (ey)? 1\2 /132
i](;) “(3) ij(@) +@)
Ukoliko izraz (2.28.) izjedna¢imo s nulom dobit ¢emo normalan oblik jednadzbe pravca
neutralne osi. Iz analiticke geometrije je poznato da se uvrStavanjem koordinata
proizvoljne tocke u normalan oblik jednadzbe dobije udaljenost te tocke od pravca

odredenog tom jednadzbom. Navedena relacija izrazava stoga udaljenost proizvoljne
tocke B odredene koordinatama (v, z) od neutralne osi (sl.16.).
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Slijedi:

(2.29.)

Tocka B nalazi se na nekoj opcoj udaljenosti od neutralne osi. Maksimalne vrijednosti
normalnih naprezanja, kao sto je vidljivo na slici, nalaze se u tockama najudaljenijima od
neutralne osi. Moze se reci da je normalno naprezanje proporcionalno udaljenosti tocke od
neutralne osi.

Uvjet ¢vrstoce glasi:

F M M,

Ox max — Ox(1) = Z+I_;'Zl +Z'yl _<Uydop (2.30.a)
F My Mz

Oxmin = Ox(2) = Z+?'ZZ +;'}’2 —<Utdop (2.30.b)

AKO 0y qop = Ot qop UVjet Curstoce svesti Ce se na jedan izraz proveden prema apsolutnoj
vrijednosti najveceg naprezanja:

F M M,
|Ux|max = Z+I_;-ZZ +;'}72 < Odop (2.31)
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3. Jezgra poprecnog presjeka

Cilj gradevinarstva i opCi interes danasnjice je pouzdanost konstrukcije. Pouzdanost u sebi
obuhvaca pojmove sigurnosti, funkcionalnosti i trajnosti neke konstrukcije. Svaki navedeni
pojam u izravnoj je vezi s materijalom od kojeg je izradena konstrukcija. To znaci da se
pravilnim odabirom materijala, uz uredne ostale parametre, moze ocekivati da ce
konstrukcija ispuniti sve navedene zahtjeve za predvideni vijek uporabe. Jedna od bitnijih
stavki prilikom proucavanja gradevinskog materijala je nacin loma: krhki ili duktilni.
Duktilnost opisuje svojstvo materijala da se znacajnije deformira prije pojave loma.
Krhkost opisuje sklonost materijala pojavi loma bez znacajnih plasticnih deformacija [4].
Ocigledno je onda zasto je na krhke materijale s malom vlatnom c¢vrstocom potrebno
obratiti vise paznje te u konstrukcijama izradenima od istih osigurati samo tlacna
naprezanja u opasnom presjeku. Prethodno navedeni izrazi i pojmovi ¢e nam pomoci
upravo pri tom problemu.

U ovisnosti o polozaju hvatista ekscentricne sile, neutralna os moze presijecati rub
presjeka, dodirivati ga ili lezati izvan presjeka. Ako neutralna os dodiruje rub presjeka ili lezi
izvan presjeka, onda je u svim tockama presjeka normalno naprezanje istoga predznaka.
Ako neutralna os presijeca rub presjeka i dijeli ga na dva dijela, onda u jednom dijelu djeluju
vlacna, a u drugom dijelu presjeka tlacna naprezanja.

Ukoliko postoji zahtjev da se u presjeku javljaju samo tlacna naprezanja, tada neutralna os
mora tangirati rub presjeka ili lezati izvan njega, Sto mozemo kontrolirati odabirom
ekscentricnosti uzduzne sile.

Ako za sustav tangenata na poprecni presjek konstruiramo pripadajuce polove, onda skup
tih tocaka obuhvaca dio presjeka oko njegova tezista, koji se naziva jezgra presjeka. Prema
tome jezgra je presjeka dio poprecnoga presjeka unutar kojeg se mora nalaziti hvatiste
ekscentricne uzduzne sile da bi se u citavome presjeku pojavila naprezanja istog
predznaka [5].

3.1. Konstrukcija jezgre poprecnog presjeka

Primjena svih prethodno navedenih pojmova pomoci ¢e nam pri konstrukciji jezgre
poprecnog presjeka, odnosno konture ili ruba same jezgre. Neutralne osi odgovarati ce
tangentama na rubu citavog presjeka. Za njih cemo konstruirati pripadajuce polove tako
da cemo koordinate pola dobiti iz sljedeCe formule pomocu odsjeCaka neutralne osi a, i a,:
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e, = — =%, ezz—l—y (3.1.)

Tocka A; pripadajuci je pol neutralne osi 7. Analogno su konstruirani i ostali polovi.
Spajanjem tih toc¢aka dobili smo jezgru poprecnog presjeka (sl.17.).

/

ay

y

Slika 17: Jezgra presjeka nepravilnog oblika

Za pravilnije poprecne presjeke, poput konveksnih poligona koje najcesce i koristimo u
praksi u gradevinarstvu, mozemo neutralne osi postaviti kao stranice poligona. Preko
izraza (3.1.) dobiti éemo polove postavljenih osi. Spajanjem polova dobivamo takoder
konveksni poligon koji nam predstavlja jezgru poprecnog presjeka. Kako bi se uvjerili da se
ne radi o jedinstvenom slucaju, vec da za svaki poprecni presjek koji je konveksni poligon
vrijedi da Ce i jezgra presjeka biti konveksni poligon, oznacili smo rub izmedu osi 7i 2
tockom E i kroz njega povukli neku neutralnu os. Njoj smo konstruirali pripadajuci pol F.
Vidimo da se pol F nalazi izmedu polova osi 7i 2. Ukoliko neutralnu os okrecemo oko tocke
E primijetit ¢emo da se tako i polovi miCu po pravcu 7-2 ruba jezgre presjeka (sl.18.).

ne Ad n2
A
A5
Zz
A
ns i A1 ° n3
n4

Slika 18: Rotacija neutralne osi oko tocke
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Zakljucak je stoga da za svaki konveksni poligon vrijedi da je i jezgra takvog presjeka
konveksni poligon. Svakoj stranici poligona pridruzen je vrh ruba jezgre i obrnuto. Ukoliko
se tangente nekog poprecnog presjeka mogu svesti na oblik koveksnog poligona tada isto
vrijedi ovo pravilo.

3.1.1. Konstrukcija jezgre osnovnih poprecnih presjeka

Prikaz konstrukcije jezgre poprecnog presjeka na pravokutnom, kruznom, 1" i ,C"
poprecnom presjeku.

PRAVOKUTNI POPRECNI PRESJEK:

Konstruiramo neutralne osi tako da odgovaraju stranicama pravokutnika

Izracun glavnih sredisnjih polumjera tromosti pravokutnika:

P2 I_Z_ 12 _hz

l =
z A b-h 12
h

. . .. . -h.
e Neutralna os n; na glavnim osima odsijeca odsjecke a, = —ia, =0

e Izracun koordinata pola A;:
—iZ2 h*-2 h

T4, T12-h 6

P2 P2
—l —l
e, = Y = - =0
a, (&9

e Naisti nacin radimo izracun kako bi dobili ostale polove
h -b -h b
41(5.0).42(3.0). 45 (0.5) . 44 (2.0)
e Povezemo polove i dobivamo jezgru poprecnog presjeka koja je u obliku romba

. . .. b b_b.h h_h
Dijagonale romba iznositice-+-=-i -+ -=—.
6 6 3 6 6 3

ZAKLJUCAK: Jezgra pravokutnog popre¢nog presjeka nalazi se u srednjoj treéini
presjeka.
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n3| N3
N4 nz

y

Slika 19: Jezgra pravokutnog poprecnog presjeka

KRUZNI POPRECNI PRESJEK:

e Izracun glavnih sredisnjih polumjeri tromosti kruga:

R*m 2
2 =2 & _R°
y Z7 A R2m 4

e Konstruiramo neutralnu os kao tangentu paralelnu s osiy
e Neutralna os n; na glavnim osima odsijeca odsjecke a, = —Ria, = ©

e Izracun koordinata pola A;:

—R?
ey=4_oo=0

R? R
=4 R™ %

Ovaj postupak mozemo ponoviti za beskonacan broj neutralnih osi. Primijetili bi tada da ce
polovi osi takoder tvoriti kruznicu. Kako bi izbjegli nepotrebnu konstrukciju i gubitak
vremena prisjetimo se kako je ovaj presjek centralno simetrican gdje je centar simetrije

srediste S.

ZAKLJUCAK: Zbog centralne simetrije presjeka jezgra kruznoga presjeka krug je

polumjerag [6].
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6241 *

R/4

?

Slika 20: Jezgra kruznog poprecnog presjeka

1” POPRECNI PRESJEK:

¢ Neutralne osi postavimo kao tangente na profil

e Preko glavnih sredisnjih polumjera tromosti i odsjecaka neutralnih osi uz pomoc
formule (3.1.) odredimo koordinate polova

e Povezemo polove i dobili smo jezgru poprecnog presjeka

n4 n3
n__1_| |D__1_
| A2
A§/§0 >A4 z
| Kéh |
nz| N2
N4 ns

Slika 21: Jezgra "I" poprecnog presjeka
.C" POPRECNI PRESJEK:

e Jednak nacin konstrukcije kao kod 1" poprecnog presjeka
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ni n1
A2
A3/ A4 z
\%
Nz, N2
N4 n3

Slika 22: Jezgra "C" poprecnog presjeka
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4. Primjena jezgre poprecnog presjeka

Prethodno smo preko osnovnih slucajeva opterecenja objasnili kljucne pojmove kao
uvertiru za definiranje znacenja i konstrukcije jezgre popre¢nog presjeka. Sada c¢emo
objasniti primjenu jezgre na dva primjera: pri kosom savijanju i pri ekscentricnom

opterecenju.

4.1. Primjena jezgre pri kosom savijanju

U ovom ¢emo slucaju uz pomoc jezgre odrediti velicinu esktremnih normalnih naprezanja i
definirati op¢i moment otpora presjeka na drugi nacin.

Poprecnom presjeku konstruirati cemo jezgru presjeka i glavnu sredisnju elipsu tromosti.
Kod konstruiranja elipse koristimo glavne polumjere tromosti presjeka i,, i i,. Neutralnu os
c¢emo konstruirati uz pomoc kuta nagiba neutralne osi koji ovisi isklju¢ivo o obliku
poprecnog presjeka i o poloZaju RMS (sl.23.).

tg(pz—i—z-tana (4.1)

Maksimalna naprezanja javit ce se u tockama najudaljenijima od neutralne osi. Da bi
odredili iznos naprezanja moment savijanja svest éemo na ekvivalentan spreg sila:

M=F-k19F=kﬂ (4.2.)

k, — odsjecak jezgre u RMS (0A4,)

Slika 23: Primjena jezgre pri kosom savijanju
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U prvom sluc¢aju moment savijanja zamijenit ¢emo spregom sila tako da vlacna sila F
djeluje u tezistu, a tlacna sila F u tocki A; koja se nalazi na rubu jezgre. Odgovarajuca
neutralna os za hvatiste A, ekscentricne sile prolazit ¢e tockom 17 kao najudaljenijom i na
suprotnoj strani. Kao sto se vidi na slici kad se superponiraju utjecaji vlacne sile u tezistu i
tlacne sile u tocki 7, naprezanje u tocki 7 e biti jednako naprezanju zbog vlacne centricne
sile i iznositi Ce:

E

M
0'(1) = 1 = KA (43)

Ukoliko napravimo suprotno, postavimo vlacnu silu na rub jezgre u tocku 2, a u teziste

postavimo tlacnu u iznosu:

F=2 (4.42)
k2

k, — odsjecak jezgre u RMS (04,)

naprezanje u tocki 2 kojom prolazi neutralna os s pripadnim hvatiStem A, biti ¢e jednako
naprezanju zbog tlacne centricne sile i iznositi Ce:

F M
) =1= %0 (4.5)

Dakle, primjenom jezgre dobili smo iznose ekstremnih naprezanja pri kosom savijanju.

Formula za ekstremno naprezanje kod obi¢nog savijanja iznosi:

o=t (.6)

gdje je W moment otpora.
Vidimo da su formule naprezanja za koso i obi¢no savijanje istog oblika, a drukcijih

nazivnika pa zbog toga definiramo op¢i moment otpora presjeka. To je produkt povrsine
poprecnoga presjeka i odsjecka k jezgre presjeka u RMS. (knjiga)

W=k-A (4.7.)

4.2. Primjena jezgre pri ekscentricnom opterecenju

Uz pomoc jezgre odrediti ¢emo iznos ekstremnih normalnih naprezanja u slucaju

ekscentricnog opterecenja.

Ekscentricna uzduzna sila F djelovati ¢e u tocki A na udaljenosti e Sto predstavlja
ekscentricitet tocke A. Prema slici 2.8. silu mozemo svesti na istodobno djelovanje
momenta savijanja M= F-e i uzduznu silu F koja e djelovati u tezistu presjeka. Neutralna
os za moment savijanja odrediti e se kao i u prethodnom slucaju. Znamo da se ekstremna
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naprezanja javljaju u tockama najudaljenijima od neutralne osi, to ce biti tocke 7 i 2
(sl.24.).

\ N Mﬁcﬂl\‘ \
N
ZAC \ooL-Fe
A\l PR W
\ \ @3\;&»
o Fe \@ K
o) +k1 A X

Slika 24: Primjena jezgre pri ekscentricnom opterecenju

Ekstremna naprezanja dobiti ¢emo, stoga, zbrajanjem pojedinacnih osnovnih slucajeva
opterecenja, a to je opterecenje od centricne uzduzne sile i od momenta savijanja, Cije smo

iznose naprezanja odlucili odrediti u prethodnom poglavlju:

F F-e F e
0(1)——;+,<1—.A——z'<1‘k_1) (48]
F F-e F e
0w =7 a= 2 (1+5) (485

Buduci da znamo da je moment umnozak sile i udaljenosti na kojoj ta sila djeluje, izraz

cemo prikazati na sljedeci nacin:

_ _F (4 e\ _ F(ky—e) _ Fle=ky) _ My

o = ~73 (1 kl) = A kA W, (4.9.3)
_ _F, e\ _ _F(kate) M,

0-(2) B A (1 + k2) - ky A - w, (49'3)

Zakljucujemo da su ekstremna naprezanja kod ekscentricne uzduzne sile jednaka
naprezanjima pri obicnom savijanju gdje je moment savijanja umnozak ekscentricne sile F
s obzirom na tocke koje se nalaze na rubovima jezgre, a to su tocke A; i 4.
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5. Numericki primjeri

5.1. Simetrican presjek opterecen ekscentrichom tlacnom silom

Za zadani poprecni presjek opterecen ekscentricnom tlatnom silom u tocki A treba
primjenom jezgre poprecnog presjeka odrediti dopustenu vrijednost tlacne sile ako su
zadana dopustena naprezanja:

O-‘Ul,dop =6 MPa

O-tl,dop =50 MPa

Za odredeno opterecenje treba nacrtati dijagram naprezanja.

70

A\ 70
70

70

70

|70}701‘701‘70{70}
| 350 mm ‘

Slika 25: Ekscentricno opterecenje u tocki A
- Geometrijske karakteristike poprecnog presjeka:

Odrediti cemo poloZaj tezista u kojeg cemo postaviti koordinatni sustav. Nakon toga preko
glavnih momenata tromosti dobiti cemo glavne polumjere tromosti.

A = 350-350-2:70-70-70-210 = 98000 mm?

27 = 350-350-175—-2-70- 709(2(5);5 70)—70-210-(70+35) 178 5mm
Iy = 2035% 4350350 - (178,50 — 175)% — 2 (222> +70 - 70 (171,50 — 70 - 35)2 ) -
(210 7 121070+ (178,50 = 70 — 35)?) = 1119,27 -10° mm*

70219°_ 1444 48106 mm*

350-3503 70-703
[, = 080y (107

~ +70-70- (175—70—35))

]

i = = 11421,12 mm?
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1
i2 = ZZ = 11678,34 mm?

- Ekscentricitet tocke A:

Racunamo udaljenost tocke A od tezista tijela, odnosno ishodista koordinatnog sustava.

ey = 105 mm

e, = 101,50 mm

e= /ef, + eZ = 146,04 mm

Rubne tocke oznacavamo brojevima te njihove koordinate zapisujemo u tablicu. Preko

izraza (2.26.) dobivamo odsjecke neutralnih osi na koordinatnim osima.

TOCKA Vr Zr a, a,
1 (simetrjass) | +175 mm -171,50 mm | -66,73 +66,59
2 (simetrjas3) | +175mm +178,50 mm | -66,73 -63,98
A -105 mm -101,50 mm | 111,22 112,52

:2
ly

=i =

ZTi

Neutralne osi to¢aka 3i 4 dobiti cemo simetrijom obzirom na os z.

Neutralne osi konture su jezgre poprecnog presjeka.

n2 3
n4 n1
"
AN 70
171,50 N\ ' Q
Ly < 70
178,50 XK 170
\\ 70
1 5 NN
'70\70.70,70, 70,
[ T I T T \//.
| 350 mm AN
Z

Slika 26: Jezgra simetricnog poprecnog presjeka s ekscentricnim opterecenjem u tocki A
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Ocitamo odsjecke jezgre:
k, =46 mm; k, = 47 mm
Dopustena naprezanja moraju biti veca ili jednaka od naprezanja prouzrokovanih

ekscentricnom tlacnom silom F. Za zadana naprezanja dva uvjeta glase:

e

o, > —%-(1—k—2) > F=270,37 kN

F e
o, > —Z-(1+k—4)9 F=1193,02 kN

Mjerodavnasila je F,,;,, = 270,37 kN

Navedeni iznos sile F,,,;;, uvrstimo natrag u formulu naprezanja te za istu ona iznose:
0, = 6 MPa

o, = —11,33 MPa

Dijagram naprezanja:

171,50

178,50

Slika 27: Dijagram naprezanja za ekscentri¢no tlacno opterecenje u tocki A
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5.2.Simetrican presjek opterecen na koso savijanje

Gredni nosac zadanog poprecnog presjeka opterecen je prema skici. Primjenom jezgre
poprecnog presjeka treba odrediti ekstremna naprezanja u presjeku i nacrtati njihov
dijagram.

10 kN/m

q
q:
?j) m L=4 m T

200 mm

Slika 28: Optereceni gredni nosat

- Geometrijske karakteristike poprecnog presjeka:

Buduci da je presjek simetriCan jasno je gdje e se teziste nalaziti, stoga je koordinata
tezista z; izraCunata preko Pitagorinog poucka. Momenti tromosti kao i polumjeri
tromosti biti ce jednaki za obe osi.

2
—6- 2004“5 = 103923,65 mm?

zp =+/200% — 100? = 173,205 mm

200-346,413 100-173,2053  100:173,205 (173,205
== t% ( 36 + 2 ' ( 3

I
y 12

2
) ) - 866,02 - 106 mm*=I,
i2 =2 = 8333,33 mm?=i2
—>Polozaj neutralne osi:

Kontinuirano opterecenje g djeluje pod kutem o. Preko njega dobivamo ¢, nagib neutralne
0Si.
a = +30°

I V3
Tgp = - tga =~

¢ =—30°
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Rubne tocke oznacavamo brojevima te njihove koordinate zapisujemo u tablicu. Preko

izraza (2.26.) dobivamo odsjecke neutralnih osi na koordinatnim osima.

_ 1 ° Y6
\ .

~

/9
y I , 5
Q,E 0 ™~
3 4 Y Q@‘/f/é/
200/mm ’7308
A

Slika 29: Konstrukcija neutralne osi preko kuta nagiba

TOCKA yr Zr a, a,
1 (simetrija sa 6) +100 -173,205 -83,33 48,11

2 (simetrija s 5) +200 0 -41,67 ©

3 (simetrija s 4) +100 +173,205 -83,33 -48,11
Ay = _i; Az = _Zl_;

Prema zadanom opterecenju crtamo dijagram momenta savijanja i preko njega

odredujemo maksimalnu vrijednost momenta savijanja.

g=10 KN/m

A\ /

. L=4m

o 11

max

Slika 30: Momentni dijagram za zadano opterecenje

ql?
Mmax = ? =20 kNm
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<<
346,41 mm

}173.205 mm

|
I

Slika 31: Polovi s pridruzenim neutralnim osima

Ocitamo odsjecke jezgre:
k; =41,70 mm; kg = 41,70 mm

Ekstremna naprezanja:

_ Mmay _ 20-10°Nmm oo
%3 = T, A 41,70-103923,05 a
Mpnax 20-10° Nmm
= — = — = —4,615 MP
%6 = Tk -A_ 41,70 103923,05 a
Dijagram naprezanja:
n5 | n2
q
31 Eﬂé n4
>~
ng - n1
E
y<\§ £ 2 5
o
1= 2
3 4 e 6
} 200 mm | Q%%Q&
IS
\ .
T~
Zz T~

Slika 32: Dijagram naprezanja za gredni nosac opterecen na koso savijanje
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5.3. Asimetrican presjek opterecen ekscentrichom tlacnom silom

Za zadani poprecni presjek treba odrediti jezgru poprecnog presjeka. Primjenom jezgre
odrediti ekstremna naprezanja od djelovanja ekscentricne tlacne sile F=50kN u tocki A

te nacrtati dijagram naprezanja.

40 mm

40 mm

| 50 mm |

Slika 33: Asimetrican presjek opterecen ekscentricno u tocki A

->Geometrijske karakteristike poprecnog presjeka:

Presjek je asimetrican, sto znaci da je potrebno izracunati i centrifugalni moment tromosti
1, Glavne osi tromosti, ui v, potrebno je zasebno izracunati preko formule uz pomoc I,, i
L.

A=50- 40 + % = 3000 mm?

50-40-20+502;“0-(40+‘§—0)
Zr = 3000 = 31,11 mm
50-40- 25 + 224050
_ — 22,22
T 3000 el mm
.403 A03 ) 2
I, =% 14050 (31,11 — 20)% + 222 +@-(40—31,11+ﬂ)
12 36 2 3

1,=1,096- 106 mm*

40 - 50° ,  40-50° 40-50 50\
Iy = —5—+40-50- (25 - 22,22)* + ———+— -(22,22——)

3
1,=0,602- 10 mm*
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2, 2 .
Ly =50-40- (20 — 31,11) - (25 — 22,22) — 22 + 2222 (40 + 2-31,11)- (? - 22,22)

I,y =—0,241- 10mm*

L+,

1
Imax,min -7 * E\/(Iy - IZ)Z

->Glavne osi tromosti:

Kut nagiba osi uizracunamo pomocu poznatih momenata tromosti i on iznosi ¢ .

Imax = 1,194 - 106mm* = I,

Lin = 0,504 - 106mm* = I,

+ 413,

tg2¢p = —;’Tyjz = 0,976 > ¢ = 22°09'

i2 = Z” = 398 mm?

-2 IV 2

;= 1= 168 mm
—>Ekscentricitet tocke A:

ey = 22,22 mm

e, =31,11mm

e= /ef, +e2 = 38,23 mm

48,89 mm

31,11 mm

40 mm\%;\ 40 mm

A 1
NV
‘ 50 mm |

z
}22,22 mmI 27,78 mm |

Slika 34: Glavne osi tromosti
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Ocitamo u i v koordinate rubnih tocaka.

TOCKA Vr Zr Ur vr a, a,
A +22,22 +31,11 +32,35 +20,45 -5,19 -19,46
1 -27,78 +31,11 -14,00 +39,30 +12,00 -10,13
2 -27,78 -8,89 -29,10 +2,24 +5,77 -177,68
3 +22,22 -48,89 +2,15 -53,66 -78,14 +7,42

.2 .2
Ay = _ul_;iravi = _;_;i

- \ . —_
_ N |
\

£ £
Py S
(*e] o
© < /
N i

£

E E

-~ 7, <

] u

b2

1 n3 y 4

A
"
‘ 50 m ‘ :
\ N
7 n2

I 1 y
nt \w AN
}22,22 m \27:8 mm | N

Slika 35: Jezgra asimetricnog poprecnog presjeka
Ocitamo:
ks =525mm; k, = 6,92 mm
Uvjeti:
—_F(1_-2)=
oy =—2-(1 kz) =75,41 MPa

o=-2(1+ kiA) --138,03 MPa

Dijagram naprezanja:
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48,89 mm

| 31,11 mm |

nt | \“ z \”2 | W\
:22,22 miy, 27,78 mm
N\

®
OA

Slika 36: Dijagram naprezanja za ekscentricno tla¢no opterecenje tocke A asimetricnog

presjeka

34
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6. Zakljucak

U ovom zavrsnom radu obradena je tema konstrukcije i primjene jezgre poprecnog
presjeka. Jezgra poprecnog presjeka predstavlja dio presjeka unutar kojeg se mora nalaziti
hvatiste uzduzne sile ukoliko Zelimo da su naprezanja unutar presjeka istog predznaka.
Ovo je osobito vazno za materijale koji imaju malu ili zanemarivu vla¢nu Cvrstocu pa

pojavu takvih naprezanja zelimo izbjeci.

U radu je vrlo detaljno objasnjen postupak konstrukcije jezgre poprecnog presjeka. Ukoliko
zelimo da naprezanja unutar presjeka budu istog predznaka, tada neutralna os mora
tangirati presjek. Upravo zbog toga tangente na rubovima presjeka koristimo za
konstrukciju jezgre. Sjecista tangenti predstavljaju polove za koje tada, koristeci izvedene
izraze, trazimo polozaj neutralnih osi koje omeduju podrucje jezgre poprecnog presjeka.

Jezgra poprecnog presjeka moze se koristiti kao jednostavan nacin proracuna naprezanja
u slucajevima opterecenja kao sto su koso savijanje i ekscentri¢no djelovanje uzduzne sile.
Za oba slucaju izvedeni su numericki izrazi koji su poslije koristeni u rjeSavanju numerickih

primjera.

Konstrukcija i primjena jezgre poprecnog presjeka provedena je na tri numericka primjera.
U prvom primjeru prikazan je slu¢aj ekscentricnog tlatnog opterecenja, a u drugom
primjeru slucaj kosog savijanja. Treci je primjer slozeniji jer je, za razliku od prva dva,
presjek asimetrican stoga je prvo trebalo odrediti smjerove glavnih osi tromosti.

Zakljutno se moze reci da primjenom jezgre popretnog presjeka mozemo relativno
jednostavno i brzo odrediti maksimalne vrijednosti normalnih naprezanja u presjeku.
Poznavati izgled i oblik jezgre poprecnog presjeka bitno je kod projektiranja elemenata kod
kojih zelimo izbjeci pojavu vlacnih naprezanja. To mozemo osigurati na nacin da hvatiste

uzduzne sile uvijek bude unutar same jezgre.
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