Procjena parametara i opterecenja iz mjerenja na
konstrukcijama i modelima (pozvano predavanje)

Kozar, lvica

Source / Izvornik: Mini simpozij o numerickim postupcima, 2019, 69 - 78
Conference paper / Rad u zborniku

Publication status / Verzija rada: Published version / Objavljena verzija rada (izdavacev
PDF)

https://doi.org/10.5592/CO/YODA.2019.2.2

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/ur:nbn:hr:237:162464

Rights / Prava: In copyright /Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-11-12

Repository / Repozitorij:

Repository of the Faculty of Civil Engineering,
University of Zagreb

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://doi.org/10.5592/CO/YODA.2019.2.2
https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:237:162464
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.grad.unizg.hr
https://repozitorij.grad.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/grad:2332
https://dabar.srce.hr/islandora/object/grad:2332

Mini simpozij o numerickim postupcima 10. lipnja 2019., Zagreb

DOI: https://doi.org/ 10.5592/CO/YODA.2019.2.2

Procjena parametara i opterecenja iz mjerenja
na konstrukcijama i modelima
(pozvano predavanje)

Ivica Kozar
Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet

Sazetak

Veza izmedu opterecenja i pomaka tradicionalno predstavlja model ponasanja gradevinskih
konstrukcija i koristi se u fazi dimenzioniranja. Analiza sigurnosti (izvedenog stanja) pretpo-
stavlja naknadna mjerenja na izvedenom objektu, no direktna mjerenja mnogih parametara
nisu moguca pa se koriste tkz., “inverzni modeli”. Rad prikazuje neke inverzne modele za
odredivanje parametara, tj., opterecenja, uz tretiranje greske mjerenja da bi se dobili rezul-
tati prihvatljive pouzdanosti.

Kljucne rijeci: inverzni model, mjerenja, parametri, opterecenje, greske

Estimation of parameters and loads from
measurements on structures and models

Abstract

Relation between load and displacement is traditionally used to model behaviour of stru-
ctures and is mostly used in the design phase of a structure. Analysis of safety, on the other
hand, requires measuring on the finished structure. However, direct measurement of many
relevant parameters is not possible and the “inverse model” has to be applied. This work
presents some inverse models for estimation of parameters and loads and explains how to
deal with errors in measurement to obtain reliable results.

Key words: inverse model, measurements, parameters, loading, error
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Uvod

Veza izmedu opterecenja i pomaka tradicionalno predstavlja model ponasanja gra-
devinskih konstrukcija. “Dimenzioniranje” konstrukcije podrazumijeva uporabu mo-
dela koji iz poznatoga opterecenja racuna pomake i potom unutarnja naprezanja,
na temelju ¢ega se procjenjuje zadovoljavaju li dimenzije konstrukcije trazene pa-
rametre sigurnosti (koji god da oni jesu). To je takozvani “model prema naprijed”
(forward model).

Kada je konstrukcija izvedena zanima nas njezina sigurnost, odnosno koliko pona-
Sanje konstrukcije odstupa od predvidanja iz proracuna. U stvarnosti, geometrija i
materijal konstrukcije vise ili manje odstupaju od racunskih vrijednosti, a upravo je
to odstupanje bitno za procjenu sigurnosti konstrukcije. Isto tako, kao opterecenja
na konstrukciju u fazi proracuna uzimaju se neka pretpostavljena opterecenja, za
koja, zbog linearnosti konstrukcije, mozemo reci da osiguravaju Zeljeno ponasanje
konstrukcije. U stvarnosti, kod mnogih konstrukcija nikada ne doznamo stvarno op-
tereéenje, primjerice kod konstrukcija optereéenih vjetrom. Ako nas zanima anali-
za zamora konstrukcije, treba znati opterecenje na nju. No, takvo opterecenje ne
mozZemo mjeriti, pa se moramo posluZziti indirektnim postupkom iz podataka koje
mozZemo mjeriti. Navedene probleme rjeSavamo odredivanjem trazenih parameta-
ra iz mjerenja, putem takozvanoga “inverznog modela” (inverse model). Pri tome,
parametri mogu oznacavati optereéenje na konstrukciju (jednostavniji problem) ili
unutrasnja svojstva konstrukcije, primjerice moment tromosti, uvjete oslanjanja,
geometriju (teZi problem). Osnovni problem pri formulaciji inverznoga modela nje-
gova je osjetljivost na greske, odnosno, takvi modeli ¢esto viSestruko pojacavaju
greske ulaznih veli¢ina i daju neupotrebljive rezultate.

U radu su predstavljeni primjeri odredivanja nepoznatoga optereéenja iz mjerenja
parametara konstukcije (pomaka). Odredivanje unutrasnjih parametara konstrukci-
je (primjerice, krutosti, temperature i sl.) zahtijeva slozenije inverzne modele koji se
ovdje nece opisati. Primjer inverznoga modela za odredivanje statistickih parame-
tara materijala prikazan je u Kozar, Tori¢ Mali¢, Rukavina (2018). Primjer inverznoga
modela za odredivanje kompleksnoga toplinskog koeficijenta difuzije iz mjerenja
temperature prikazan je u Lozzi—Kozar, KoZar (2017). Opceniti prikaz odredivanja
parametara kod modela difuzije temeljenih na diskretizaciji kona¢nim elementima
dan je u Kozar, Lozzi—Kozar (2017).

Prethodni se primjeri temelje na mjerenjima na konstrukcijama; mjerenja na mode-
lima podrazumijevaju uspostavljanje relacije izmedu parametara modela i parame-
tara stvarne konstrukcije. Detaljniji opis veze pomaka i opterecenja izmedu modela
i konstrukcije kod statickog i dinamickog optereéenja moZe se naci u Kozar (2016) i
Kozar, Rukavina, Tori¢ Mali¢ (2017).
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Znacaj mjerenja na konstrukcijama postajat ¢e sve veéi s porastom uporabe jeftinih
mjernih senzora povezanih u mreZu koja neprestano dostavlja velike koli¢ine poda-
taka mjerenja.

Svi primjeri nacinjeni su pomoc¢u programa Wolfram Mathematica (2017).

Rekonstrukcija statickoga opterecenja

Odredivanje podataka prema rezultatima mjerenja podrazumijeva vezu izmedu po-
dataka koji se mjere i rezultata mjerenja, Gibbs (2011). Tu vezu moZemo zapisati u
matri¢noj notaciji

y=H-x

gdje je H matrica mjerenja, y vektor mjerenih podataka i x vektor (vanjskih) parame-
tara koje Zelimo odrediti. Navedena jednadZba opisuje linearni problem mjerenja, a
matrica H nije kvadratna nego pravokutna (matrica H ima dimenziju m - n pri ¢emu
broj parametara “n” i broj mjerenja “m” obi¢no nisu jednaki). U pravilu, povoljno je
imati (znacajno) viSe mjerenja nego parametara koje treba odrediti, to jest m>>n.

Linearni problem mjerenja obi¢no se moze eksplicitno zapisati; tako formulirani
problemi opisuju primjerice problem odredivanja nepoznatoga opterecenja iz mje-
renja pomaka i sliéno. Nelinearni problemi zapisuju se implicitnom formulacijom

y=H(p)

i opisuju problem odredivanja vektora unutarnjih parametara p iz nekoga indirek-
tnog mjerenja, primjerice odredivanje modula elasti¢nosti iz mjerenja pomaka (uz
poznate sile opterecenja).

SloZeni problemi mogu se opisivati i kombinacijom implicitne i eksplicitne formu-
lacije

y=H(p)

U prikazanim jednadZbama dodali smo oznaku p za vektor unutarnjih parametara.
Navedene jednadzbe moZemo rjeSavati nekom od metoda optimizacije, primjeri-
ce metodom najmanjih kvadrata (engl. Least Squares, LS), odnosno odredivanjem
poopcene inverzne matrice HY (Moore—Penroseov inverz). Za nelinearni problem
mozZemo primijeniti neku varijantu metode najmanjih kvadrata, poput Levenberg—
Marquardtove metodu. Jasno je da su svojstva matrice H vazna za stabilnost i toc¢-
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nost postupka racunanja vektora parametara. Postupak mjerenja ima veliki utjecaj
na oblikovanje matrice H, a samim time i na uspjeSnost postupka, pa su izbor mje-
renih veli¢ina (primjerice, pomaci ili deformacije, pomaci, brzine ili ubrzanja itd.) i
nacin mjerenja vazna stavka postupka odredivanja parametara.

Kod analize optereéenja konstrukcije iz mjerenja pomaka, matrica H sastoji se od
komponenata matrice fleksibilnosti konstrukcije. Kod mjerenja deformacija, matri-
ca H ukljucuje konstante materijala i geometrijska svojstva konstrukcije (momente
tromosti poprecnih presjeka).

Navedene jednadZbe predstavljaju idealizirani problem, jer se u stvarnosti pojavlju-
je i utjecaj pogreske mjerenja (zbog razli¢itih razloga: nepreciznosti mjernoga ure-
daja, smetnji (Suma) prilikom mjerenja i sl.). Matematicki opis obi¢no ima aditivni
oblik

y=H-x+w

gdje je w vektor pogreske mjerenja. Pogreska mjerenja nepoznata je velicina, ali se
mogu prihvatiti neke pretpostavke koje olakSavaju odredivanje nepoznatih parame-
tara: w je stohasticka varijabla, najces¢e normalne (Gaussove) distribucije gustoce
vjerojatnosti.

Napomena: Ako se u jednadzbama eksplicitno ne pojavljuje pogreska mjerenja w,
to ne znaci da pogreSke nema; ona je sadrZana u vektoru y i utjeCe na rezultate. U
takvom slucaju pretpostavljamo da ne znamo niSta u pogreski mjerenja i nemamo
znanje kojim tu pogresku mozemo smanijiti.

Poznavanje statisticke raspodjele (funkcije raspodjele vjerojatnosti) pogreske mje-
renja w omogucava nam primjenu metode Monte Carlo u simulaciji postupaka mje-
renja. Takoder, omogucava nam primjenu nekog od postupaka za smanjivanje utje-
caja $uma mjerenja na rezultate. Cesto se primjenjuju teZinska metoda najmanjih
kvadrata (engl. Weighted Least Squares, WLS), metoda najvece vjerojatnosti ishoda
(engl. Maximum Likelihood, ML) i Bayesova metoda.

Metoda najmanjih kvadrata (LS)

Problem je opisan eksplicitno jednadZbom
y=H-x

Ako je m > n postupak metode najmanjih kvadrata ekvivalentan je rjeSavanju siste-
ma s pomocu poopcene inverzne matrice (Moore—Penroseov inverz)

X:H‘H.y
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gdje je
H? = (H"H)'H"
Ako je m > n, H9 = (HTH)*H" ima puni rang, pa se moze invertirati.

Procjenu greske dobivenih rezultata moZemo naciniti ako pretpostavimo da su me-
dusobna mjerenja na modelu neovisna; tada je kovarijanca Cov (y) jedini¢na matri-
ca, a kovarijanca parametara postaje

Cov (x) = c?(H'H)!

Na taj nacin moZzemo definirati podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara
kao

Xos = X +1, 96-diag( (H'H)" )

Konstanta 1,96 rezultat je pretpostavke normalne distribucije za gresku mjerenja
kod koje onda vrijedi #Jtiggn exp[fé—]dg ~0,95.
o2

20°
Tezinska metoda najmanjih kvadrata (WLS)

U nasSim primjerima linearnih problema odredivanja optereéenja i pretpostav-
ke normalne distribucije pogreske mjerenja, metoda najvece vjerojatnosti ishoda
(Maximum Likelihood, ML) postaje teZinska metoda najmanjih kvadrata (Weighted
Least Squares, WLS). Formulacija teZinske metode najmanjih kvadrata dobiva se iz
razmatranja utjecaja izmedu pojedinih mjerenja.

Neka je funkcija gustoce vjerojatnosti za svako mjerenje. SloZena funkcija gustoce
vjerojatnosti za sva mjerenje tada je umnozZak vrijednosti za pojedina¢na mjerenja:

f(yx) :f1(y1x)~f2(y2x)~~-fm(ymx)

Funkciju f{y|x) moZemo odrediti samo kao vrijednost koja je proporcionalna vjero-
jatnosti da je vrijednost parametara unutar visedimenzionalnoga prostora dimenzi-
je m unutar kojega se nalazi to¢na vrijednost parametara x. Tako kazemo da je funk-
cija najvece vjerojatnosti (engl. likelihood function) L(x|y) = f(y|x). Uz pretpostavku
normalne distribucije pojedinacnih mjerenja, znamo da vrijedi

202

1
ff(yfx):a\/ﬂ
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Tada je
1 m (v, ~ (Hx),}
L S NG TR
(xy) o T Hexp[ 207 ]

m _ 2
Vidljivo je da vektor x dobivamo minimizacijom min 1%
i= o

To je ekvivaletno metodi najmanjih kvadrata za modificiranu matricu HW=H-W. Ma-
trica je teZinskih koeficijenata

1 0 0
04
0 B 0
W = o,
0 O A
(= O-m =

Varijance mjerenja moZzemo odrediti na razne nacine; najjednostavnije je (iako ne i
najispravnije) odrediti ih iz mjerenih podataka

10 12
u=—xy, >0 =—2(y,~uy
mi=1 mi=1

pri ¢emu je srednja vrijednost, a G je varijanca. Matrica tezinskih koeficijenata W
modificira problem i rjeSenje se dobiva kao i za metodu najmanjih kvadrata samo se
umjesto matrice H upotrijebi matrica HW.

Napomena: Ako se tezinska matrica malo drugacije definira, W = diag[1/c2] i P =
(H'WH)!, tada se Stedi na operacijama mnozenja.

Primjeri

Odredujemo nepoznatu silu F i moment M na konzoli preko mjerenja pomaka na
kraju konzole, slika 1.

Vektori mjerenja (pomaci) i parametara (sile opterecenja) su
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: L
q NM

Slika 1. Konzola s opterecenjem i pomakom

Da bismo jasnije prikazali metodu, nacinit ¢éemo simulaciju s poznatim opterece-
njem F i M. Mjerene progibe zamijenit ¢emo izraCunatim progibima na koje ¢emo
nadodati “pogresku” generiranjem slucajnih vrijednosti prema normalnoj distribu-
ciji. Na taj ¢emo nacin imati jasan uvid u greSku pojedine metode.

Pretpostavljamo opterecenje (neka su sve mjerne jedinice kompatibilne, pa ih mo-
Zemo izostaviti pri pisanju)

{F:1Q0}
X =
M=5,0

Pretpostavljamo parametre konzole L = 10,0, E = 10000. Pretpostavljamo mjerenje
u 3 tocke na konzoli x _={0,0; 1,0; 2,0}. IzraCun pomaka od sile i momenta na kraju
konzole daje pomake & ={0,358333; 0,303750; 0,250667}. Za mjerene vrijednosti

usvojit éemo 3, odnosno 4 znamenke (pretpostavljamo da je to to¢nost naseg ideal-
noga mjernog instrumenta). Tako imamo &_, ={0,358; 0,304; 0,251}i 6_, = {0,3583;
0,3037; 0,2507}.

Matrica mjerenja jest

5 L ;
H:{:aElf(X),zE/m(X),}'— L., m.

Indeks “i” ide po svim tockama mjerenja a funkcije su
2 2
f(x)=1—3—x+1 X1, m(x)=1—g+ x\.
2L 2\ L L L
Napomena: Matrica mjerenja H ovisi o poloZaju mjernih tocaka na konstrukciji.

0,0333333 0,005
H=| 0,02835 0,00405 |.
0,0234667 0,0032
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Rekonstrukcija metodom najmanjih kvadrata
Rekonstruirano je optereéenje iz podataka mjerenja s 3 to¢ne znamenke
(10,278
Y=131041]"
Rekonstruirano je opterecenje iz podataka mjerenja s 4 to¢ne znamenke
10,019
V=1 4,862
Podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara jest

538,6
i1,96{ ' }

3722

Napomena: Varijanca nije ovisna o to¢nost mjerenja nego samo o matrici mjerenja
H.

Rekonstrukcija tezinskom metodom najmanjih kvadrata

Rekonstruirano je optereéenje iz podataka mjerenja s 3 to¢ne znamenke

10.931 2500,0 0,0 0,0
y= { 3 4364 } W=| 00 40000,0 0,0
’ 0,0 0,0  10000,0

Podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara jest

+1,96 7,43 .
52,1

Rekonstruirano je optereéenje iz podataka mjerenja s 4 to¢ne znamenke
2500,0 0.0 0.0
10,031
Y=1 4778 I W= 00 100000 0.0
' 0.0 0.0 10000,0

Podrucje 95% pouzdanosti dobivenih parametara jest

+1,96 7,50 .
52,8
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Vidljivo je da metoda teZinskih koeficijenata donosi marginalno povecane toc¢nosti,
ali iznimno povedanje pouzdanosti rezultata. Isto tako, poveéanje tocnosti lagano
smanjuje interval puzdanosti.

Napomena: Matrica H nije ovisna o to¢nosti mjerenja, ali matrica mjerenja HW jest,
jer se tezinska matrica mijenja ovisno o podacima mjerenja.

Zakljucak

Prikazan je postupak odredivanja statickoga optereéenja na konstrukcije iz mjerenja
pomaka ako je matrica mjerenja linearna. Najjednostavniji postupak temelji se na
metodi najmanjih kvadrata, a rezultira zna¢ajnom varijancom odredenih parameta-
ra (opterecenja). Uvodenje matrice tezinskih koeficijenata utemeljene na rezultati-
ma mjerenja poboljsava varijancu (interval pouzdanosti) odredivanih parametara.
Moguce su i druge intervencije u postupak odredivanja parametara. Utemeljene
na metodi teZinskih koeficijenata, razvijene su Bayesova metoda i Kalmanov po-
stupak (filter). Bayesova metoda omogucava uzimanje u obzir deklarirane to¢nosti
instrumenta, pa tezinsku matricu ne odredujemo iz rezultata mjerenja nego iz po-
znate (tvornicki deklarirane) tocnosti instrumenta. Kalmanov postupak iteracijski
poboljsava toc¢nost i pouzdanost mjerenih podataka uzimajuci u obzir informaciju o
tocnosti koja se poboljSava sa svakim novim mjerenjem.

Dodatni uvid u kvalitetu modela i mjerenih parametara moZe se dobiti uvodenjem
“rezolucijske matrice podataka” koja pokazuje moZe li se iz parametara modela
rekonstruirati sve podatke mjerenja i “rezolucijske matrice modela” koja pokazuje
moze li se uz zadanu matricu mjerenja u potpunosti odrediti sve parametre modela.
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