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SaZetak

SAZETAK

U ovom zavrSnom radu opisan je postupak proracuna staticki neodredenih
nosaca metodom sila. Opisan je postupak odredivanja stupnja staticke neodredenosti,
uklanjanja prekobrojnih veza, odredivanje ekvivalentnog sustava optereéenog vanjskim
opterecenjem i prekobrojnim nepoznatim silama, odredivanje jednadzbi kompatibilnosti te
odredivanja nepoznatih veli¢ina i prikaz dijagrama unutarnjih sila. Kao poseban primjer
izdvojen je kontinuirani nosa¢ koji se moZe jednostavno rijesiti primjenom tromomentne
jednadzZbe. RijeSena su dva numeri¢ka primjera staticki neodredenih nosaca. Primjeri su
rijeSeni i numerickim putem, izradom modela u programskom paketu SAP2000. Usporedbom
rezultata utvrdena je to¢nost rjesenja.

Kljucne rijeci: staticki neodreden nosac; kontinuirani nosac; jednadzba ravnoteze; jednadzba
kompatibilnosti; numeric¢ki model;

Zavrsni rad: Andela Grcic¢ i



Summary

SUMMARY

In this thesis, the calculation procedure of statically indeterminate system using
the force method is described. The procedure for determining the degree of static
indeterminacy, removing excessive connections, determining the equivalent system loaded
with an external load and excessive unknown forces, determining compatibility equations and
determining unknown quantities and displaying internal force diagrams is described. As a
special example, a continuous girder is singled out, which can be easily solved by applying the
three-moment equation. Two numerical examples of statically indeterminate girders were
solved. The examples were also solved numerically by creating a model in the SAP2000
software package. By comparing the results, the accuracy of the solution was established.

Key words: statically indeterminate girder; continuous girder; equilibrium equation;
compatibility equation; numerical model
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Uvod

1. UvVOD

Nosaci su, prema definiciji, nosivi sklop koji prenosi optereéenje preko jednog ili vise
raspona na leZajeve. Prilikom optereéenja nosaca, koje moze biti sila i/ili moment savijanja, cilj
je prenijeti opterecenje na lezajeve te dalje na tlo. U praksi se primjenjuju razni oblici nosaca,
kao Sto su linijski (grede), linijski sa prepustom (konzola) i plosni (ploce). S obzirom na gradevni
materijal moZe biti od betona, armiranog ili prednapregnutog betona, ¢elika ili drugih kovina,
drva i raznih drugih materijala [1] .

Slika 1.1 Prikaz linijskog nosaca (lzvor: [ http://unalam.blogspot.com/2015/10/joist-
wednesdays-word-of-week.html?q=girders ])

Nosafe prema statickom sustavu dijelimo na staticki odredene i staticki neodredene.
Staticki odredeni nosac nazivamo nosac koji moze ostati u stanju ravnoteze za opterecenje po
volji i ako postoji jedinstveni skup reakcija i unutarnjih sila koji zadovoljava uvjete ravnoteze
sistema i njegovih dijelova. U nastavku ovoga rada opSirnije je opisan staticki neodredeni nosac
te vrsta istog kojeg nazivamo kontinuirani nosac.

A PN

Slika 1.2. Prikaz stati¢ki odredenog nosaca — greda

Zavrsni rad: Andela Grcié¢ 1
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Uvod

Kroz proslost razliCiti istrazivaci su se bavili analizom strukturnih sustava. Galileo Galilei
je medu prvim znanstvenicima koji je proucavao naprezanja i deformacije o materijalima.
Njegov rad se smatra temeljom teorije o mehanici. Linearni odnos izmedu naprezanja i
deformacije u elasti¢nim materijalima poznat kao Hookeov zakon, opisao je Robert Hooke. Kroz
18. i 19. st. poznati matematicari Euler, Navier i Cauchy su dopremili razvoju strukturnog
sustava. James Clerk Maxwell (1830. — 1879.), Skotski fizicki i matematicar, objavio je prvi
sustav metode analize staticki neodredenih nosaca, koja se temelji na jednakosti unutarnje
energije deformacije optereéene konstrukcije i vanjski rad koji vrSe primijenjena optereéenja.
Maxwell je predstavio svoj dijagram unutarnjih sila. Dijagram unutarnjih sila prosirio je
Cremon, talijanski inZenjer i matematicar, razvijanjem metode za graficku analizu sila u
ravninskim reSetkastim strukturama. Kombinacije Maxwellovih i Cremonovih dijagrama koristi
se za analizu sila u ravninskim reSetkama i okvirima, te omogucavaju inZenjerima vizualnu
raspodjelu unutarnjih sila pomodu graficke metode $to olakSava razumijevanje i rjeSavanje
problema u strukturnoj analizi. Otto Mohr je grafickom metodom analizira naprezanje i
deformacije. Mohrova kruznica sluzi za jednostavno odredivanje glavnih i posmicnih
naprezanja, te orijentaciju istih. Godine 1857. Benoit Paul Emile Clapeyron, francuski inZenjer
i fiziCar, predstavio je svoj teorem za analizu kontinuiranih nosaca i od tada pocinje razvoj
teorije strukture [2] [3] .

Slika 1.3. Prikaz stati¢ki neodredenog nosaca

Ostatak zavrsnog rada je strukturiran prema sljedeéim poglavljima: u poglavlju 2 ¢e biti
detaljno opisani programi koji se koriste, te ¢e bit prikazana usporedba istih. U tre¢em poglavlju
bit ¢e detaljno opisan staticki neodredeni nosa¢ i kontinuirani nosa¢ te nacin i metode
rjeSavanja. Biti ¢e potkrepljeni jednadzbama te ¢e biti opisani utjecaji koji djeluju na nosace. U
zadnjem dijelu treéeg poglavlja ¢e biti prikazan primjer staticki neodredenog nosaca i primjer
kontinuiranog nosaca. Cetvrto poglavlje sadrzava zaklju¢ak ovog rada.

Zavrsni rad: Andela Grcic 2
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Slika 1.4. Prikaz stati¢ki neodredenog nosaca (lzvor: [https://theconstructor.org/structural-
engg/analysis/determinate-and-indeterminate-structures/3483/ ])

Zavrsni rad: Andela Grcic 3



Razrada teme

2. METODE | TEHNIKE RADA

Prilikom izrade rada koristio se program AutoCad, pomodu kojeg su crtane skice za lakSe
prikazivanje odredenih informacija. Skice su prikazane u dvije dimenzije. Koristile su se razlicite
naredbe, kao Sto su line, polyline, circle, arc, copy i ostali. Pomoc¢u naredbe mirror, zrcaljeni su
objekti. Hatch je koristen za lakSe prikazivanje unutarnjih sila kod dijagrama. Za tekst se koristio
standard style. Kote su modificirane prema navedenoj slici.

ﬂ Modify Dimension Style: Standard X

Lines Symbols and Arrows Text  Fit Primary Units Alternate Units Tolerances

Arrowheads
First:
7 Architectural tick v
Second:
7 Architectural tick v
Leader:
7 Architectural tick v
Arrow size:
0.1000 :
Arc length symbol
Center marks © Preceding dimension text
() None () Above dimension text
(O Mark 00900 2 () None
OLine Radius jog dimension
Dimension Break Jog angle: 45
Break size: .
Linear jog dmension
0.1250 - Jog height factor:

1.5000 = * Text height

Slika 2.1. Postavke kota u AutoCad-u

Za numericko rjeSavanje primjera koristio se programski paket SAP2000. U programu su
definirani materijal i poprecni presjek te su potom pridruzeni promatranom nosacu. Odabrane
su tocke u kojima je postavljen lezaj, te su definirane vrste lezajeva. Takoder, definirano je
opterecenje koje je postavljeno na nosac. Krajnji rezultati dobiveni iz programa su dijagrami
sila i momenta.

Zavrsni rad: Andela Grcic 4



Razrada teme

3. STATICKI NEODREPENI NOSACI

3.1 Staticki neodredeni nosaci

Sa statickog gledista, neodredeni nosac je onaj koji ima veéi broj vanjskih ili unutarnjih
veza od broja nezavisnih jednadzbi kojima se opisuju uvjeti ravnoteze. S kinemati¢kog gledista
staticki neodredeni nosac je geometrijski nepromjenjiv sustav u kojem je broj vanjskih ili
unutarnjih veza veéi od minimalno potrebnih za njegovu geometrijsku nepromjenjivost [4].

Slika 3.1. Primjer stati¢ki neodredenog nosaca u praksi (lzvor:[
http://unalam.blogspot.com/2015/10/girder-wednesdays-word-of-week.html ])

Staticka odredenost ili neodredenost ne ovisi o opterecenju nosafa nego o njegovim
vezama, zbog toga je potrebno odrediti stupanj (broj) staticke neodredenosti. Stupnjem
(brojem) staticke neodredenosti utvrdujemo broj prekobrojnih veza, to jest, stupanj staticke
neodredenosti je razlika broja neovisnih nepoznatih statickih veli¢ina i broj neovisnih staticki
jednadzbi ravnoteZe koje se mogu postaviti za nosac. Staticki neodredeni nosac ima ,visak
veza“ koje se odreduju kroz stupanj (broj) staticke neodredenosti nosaca. Stupanj staticke
neodredenosti odredujemo prema izrazu:

S=3 *n—m 3.1
m==z, +2%z, +3xz3+ - 3.2

gdje je S stupanj (broj) staticke neodredenosti, n je broj zatvorenih kontura u sistemu, z1
broj jednostrukih zglobova, z; broj dvostrukih zglobova i z3 broj trostrukih zglobova.

Zavrsni rad: Andela Grcic 5



Razrada teme

Prekobrojne veze je potrebno ukloniti kako bi dobili osnovni sustav zbog lakSe analize.
Izbor osnovnog sustava ovisi o odabranoj prekobrojnoj vezi. Prilikom odredivanja osnovnog
sustava treba paziti da ne dode do kinematickog mehanizma, to jest, sustav treba ostati
kineticki stabilan. Mehanizam je struktura koja je potpuno oslobodena, to jest, nema dovoljno
veza ili potpora da osigura stabilnost ili ravnotezu. Zbog toga bilo koje opterecenje izaziva
kretanje strukture ili njezini dijelova [4].

Slika 3.2. Primjer static¢ki odredenog nosaca, staticki neodredenog nosaca i mehanizma

Na mjestu gdje je uklonjena prekobrojna veza stavlja se staticka nepoznata veliéina.
Stati¢ka nepoznata veli¢ina moze biti sila ili moment, ovisno o uklonjenoj vezi, koja zamjenjuje
njihovo djelovanje. Stati¢ki osnovni sustav koji je optereéen zadanim optereéenjem i staticki
nepoznatom veli¢inom naziva se ekvivalentnim sustavom.

Stati¢ki neodredeni nosa¢ moze biti optereéen koncentriranom i/ili kontinuiranom silom
i/ili momentom. Kod odredivanja reakcija u lezajevima i unutarnjih sila u presjecima nosaca
nisu dovoljne jednadibe ravnoteZe, zbog toga se koriste jednadibe kompatibilnosti.
Ekvivalentni staticki odredeni osnovni sustav sa statickim nepoznatim veli¢inama moraju imati
takvu vrijednost tako da se deformacija staticki odredenog osnovnog sustava ne razlikuje od
deformacije zadanog staticki neodredenog sustava. Na mjestima uklonjenih prekobrojnih veza
postavljamo jednadzbe kompatibilnosti koje se koriste u metodi sila i metodi pomaka.

Nakon odredivanja staticki nepoznatih veli¢ina crta se dijagram unutarnjih sila. Dijagrami
unutarnjih sila su grafi¢ki prikaz koji pokazuju kako se unutarnje sile mijenjaju po nosacu.
Prikazuju se dijagrami momenta savijanja, poprecne sile i uzduzne sile. [5]

Zavrsni rad: Andela Grcic 6



Razrada teme

Slika 3.3. Primjer dijagrama unutarnjih sila optere¢enog nosaca

Na staticki neodredene nosace znacajan utjecaj ima promjena temperature. Promjena
temperature, odnosno zagrijavanje ili hladenje, utjece na Sirenje ili skupljanje nosaca. Prilikom
rieSavanja staticki neodredenog nosaca s obzirom na promjenu temperature uzimamo
koeficijent toplinskog rastezanja. Koeficijent toplinskog rastezanja je fizikalna veli¢ina koja
opisuje toplinsko Sirenje, to jest promjenu duljine Al ovisno o vrsti tvari od koje je nacinjeno
neko tijelo duljine |, pri promjeni temperature AT, uz stalan tlak.

Al=1,-a AT 3.3

Jednadzba (3.3) prikazuje promjenu duljine koja se ra¢una umnoskom pocetne duljine,
koeficijenta toplinskog rastezanja i promjene temperature. Promjena temperature moze biti
pozitivna ili negativna. Koeficijent toplinske rastezanja ovisi o vrsti materijala koji mozemo
vidjeti u navedenoj tablici. [5]

Zavrsni rad: Andela Grcic 7



Razrada teme

Tablica 1: Vrijednost koeficijenta toplinskog rastezanja na 20°C (Izvor:
[https://www.enciklopedija.hr/clanak/koeficijent-linearnog-toplinskoga-sirenja])

Materijal Koeficijent linearnog
toplinskog Sirenja a/10°° K!

aluminij 23
bakar 17
beton 12
mjed 19
olovo 29
srebro 18
zlato 14
zeljezo 12

To below mid range

C L e
L= 3 L |
d ,15: ] u B
Construction Stage Effective temperature
Case iii: near Te max
Joint gap widened & bearing Case iii:
plate adjusted Joint and bearing
within range

Slika 3.4. Primjer pomaka zbog promjene temperature (lzvor: [
http://bridgedesign.org.uk/tutorial/temperature-effects.php ])

Osim temperature, znadajan utjecaj na nosace ima slijeganje lezajeva. Slijeganje leZajeva
(potpora) odnosi se na pomak lezajeva ili potpora zbog promjene u podlozi, osloncu ili okolini.
MozZe uzrokovati promjenu u unutarnjim silama i stabilnosti strukture. Promjene mogu biti
opasne ako se ne uzme u obzir prilikom analize i dizajna strukture. Slijeganje nosaca je
izrazajnije kod kontinuiranih nosaca, zbog njegove strukture. [6]

Zavrsni rad: Andela Grcic 8


http://bridgedesign.org.uk/tutorial/temperature-effects.php

Razrada teme

10—
g 0= =mmmee—ee-- S R 0, G Tt :
e Sandy and clayey silts Sea level Horizon A
g ro— =i UEE’ sand —
= m—
= l Upper clay
s S T D ——
2 -20— Intermediate clay e
: =
& e e e T It Al Horizon B
=
£ 30—  Lowerclay
s —
= -
T3 g .
___ Lowersand Horizon C
|

Slika 3.5. Primjer slijeganja nosaca zbog tla (lzvor:[ https://www.geotech.hr/diferencijalna-

slijeganja/ 1)

3.1.1 Metodasila

Metoda sila je metoda koja se koristi u analizi staticki neodredeni sustava radi
odredivanja unutarnjih sila, momenata i ostalih reakcija. Zamisao je metode sila definirati
staticki odredeni sistem raskidanjem odabranih prekobrojnih veza te zahtijevati jednakost
(kompatibilnost) pomaka zadanoga statickog sistema i odabranog stati¢ki odredenog sistema.
Proracun se radi na osnovnom sustavu. Progibna linija odabranog osnovnog sustava
opterecenog jednakim optereéenjem kao i zadani sustav nije jednak zadanom sustavu. Zbog
toga se osnovni sustav optereti silom X koja djeluje na mjestu i u smjeru raskinute prekobrojne
veze. Zbrajanjem progiba osnovnog sustava optereéenim vanjskim djelovanjem i osnovnog
sustava optereéenim silom X, osnovni sustav se dovodi u stanje jednako stanju zadanog
sustava. Prilikom odredivanja sile X, uzimamo da sila iznosi X = 1 i uzrokuje pomak &6xx-1 zbog
linearnosti koja vrijedi u slu¢aju malih pomaka i malih deformacija. Tada sila iznosa X uzrokuje
X puta veci pomak (6xx). [7]

81’0 + 81'1 - Xl + 81'2 - X2 + 81'3 - X3 . 81,n - Xl’l = O
62’0 + 82‘1 - X1 + 82‘2 " XZ + 82'3 " X3 et 82’n - Xl’l = O

63'0 + 63’1 - Xl + 63’2 " X2 + 83’3 " X3 et 83'11 - Xl‘l == O

81’1,0 + 8[1,1 " Xl + 8[1,2 " XZ + 8[1,3 " X3 . Sn’n " Xn = 0

JednadZibe prikazuju uvjet kompatibilnosti pomaka zadanoga i osnovnoga statickog
sustava. Koeficijenti uz nepoznanice su koeficijenti fleksibilnosti.

Zavrsni rad: Andela Grcic 9
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mlml
EI

ds+f%ds+k-f?ds 3.4

8i,j = A

8io = fM‘];IInids+ f%ds+k-[%ds+ [ (k¢ - m;)ds + [(g - n;)ds 3.5

Jednadzbama (3.4)i (3.5) prikazano je odredivanje koeficijenta fleksibilnosti i slobodnih
¢lanova. Pomak 6 je pomak na mjestu i u smjeru sile s indeksom i uzrok kojega je jedini¢no
djelovanje na mjestu j. Pomak &io je pomak na mjestu i u smjeru sile s indeksom i od vanjskog
djelovanja (optereéenja). Osim koncentriranih i linijskih sila i momenata, vanjsko djelovanje
moze biti promjenjiva temperatura (At) i/ili jednolika temperatura ts. Promjenjiva temperatura
uzrokuje dodatnu zakrivljenost (k:) elementa na kojeg djeluje, dok jednolika temperatura

uzrokuje promjenu duljine elementa (Al) tako i pomake elementa stati¢kog sustava. [7]

Rjesenja jednadzbi kompatibilnosti (Xi) uvrstavaju se u izraze za odredivanje vrijednosti
unutarnjih sila na zadanom sustavu.

M(x) = My + X; - my(x) + X, - my(x) + X5 - mg(x) + -+ X, - mp (%)
Tx) =Ty +X; t;(X) + X, - t,(x) + X3 - t3(x) + -+ + X, - th(X)
N(x) = Ny + X; ' n;(x) + X, " ny(x) + X5 ' n3(x) + -+ X, " n,(x)

3.1.2 Metoda pomaka

Metoda pomaka koristi se za kruto tijelo u ravnini. Ako se za nepoznate veli¢ine staticki
neodredenog sistema odaberu duljine translacijskih pomaka i(ili) kutovi zaokreta odabranih
tocaka, odnosno ¢vorova, primjenjuje se postupak metoda pomaka. Metoda pomaka je
postupak za proracun funkcija unutarnjih sila. Stati¢ki sistem dijeli se na gredne ili Stapne
elemente i évorove. Cvorovi su definirane tocke gdje se dva ili vise $tapna elementa sastaju
pod nekim kutem. U ravnini ¢vor ima dva translacijska pomaka (u smjeru x iy) i jedan rotacijski
pomak (zaokret oko osi okomite na ravninu). Pomaci u ¢voru nastaju zbog djelovanja vanjskog
opterecenja. Za ¢vor se uzima tocka pomodu cijih se iznosa pomaka i zaokreta lako odreduju
funkcije sila i momenata krajeva elementa te funkcija unutarnjih sila uzduz cijeloga elementa.

Kao i kod metoda sila, proraun se provodi na osnovnom sustavu. Osnovnom sustavu
se povecava staticka neodredenosti, tako da se dodaju veze s podlogom. Dodavanjem veza
sprjeCavaju se pomaci u ¢voru, prilikom rjeSavanja zadanog sistema razdvajamo ga na niz
medusobno neovisnih obostrano upetih greda. Rezultat je konacne sile na krajevima svake
grede dobivene superponiranjem sila. Sila od zadanog optereéenja na obostrano upetoj gredi
i sila od pomaka cvorova izvornog sistema, optereéenog samo silama upetosti, se
superponiraju. Jednadzbe metode pomaka su jednadizbe ravnotezie sila u ¢Evorovima.
Metodom pomaka moZemo analizirati staticki odredeni zadani sistem ako proracun provodimo
na staticki neodredeni osnovni sistem. Temelj metode pomaka je teorem o virtualnim
pomacima. [8]

Zavrsni rad: Andela Grcic 10
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3.2 Kontinuirani nosac

Kontinuirani nosac je nosac koji lezi preko tri i viSe lezajeva, a nema zglobova. Jedan lezaj
je nepomican zbog preuzimanja aksijalnog optereéenja, a drugi su pomicni (klizni) Sto
omogucuje promjenu duljine nosaca pri djelovanju temperature [6].

~

Ln 4

/- Li-1 & Li + Li+1

Slika 3.6. Prikaz kontinuiranog nosaca preko Cetiri raspona

U slucaju da nam je n broj polja kontinuiranog nosaca, imamo n+1 lezajeva, a staticku
neodredenost moZzemo odrediti kao n-1. Broj prekobrojnih veza i reakcija jednak je broju
unutarnjih lezajeva. Stupanj staticke neodredenosti povecéava se za jedan ako je nosac upet.

Proracun kontinuiranog nosaca se radi na osnovnom sustavu. Najpogodnije je izabrati
staticki odredeni osnovni sustav tako da se zadrzZe svi leZajevi i umetnu se zglobovi u presjeke
nosaca iznad leZzajeva. Umetanjem zglobova oslobadaju se moment savijanja kao prekobrojne
nepoznate staticke veli¢ine. Osnovni sistem predstavljen je nizom stati¢ki odredenih nosaca
zglobno oslonjenih na oba kraja, optere¢enim vanjskim zadanim opterecenjem i nepoznatim
reaktivnim momentima savijanja koji djeluju u presjecima iznad oslonaca. [6]

R
Li Rii R R LD L2

O j = | Kl

I N S — —

Slika 3.7 Prikaz elasti¢ne linije i kuta zaokreta

Uzimajuci u obzir dva susjedna polja raspona lii lis1. Elasti¢na linija u dva susjedna polja
osnovnog sustava imaju zajednicku tangentu u presjeku iznad zajednickog leZaja. 1z toga se vidi
da su kutovi nagiba tangente na elasti¢noj liniji desno i lijevo od zajednic¢kog lezaja jednaki.

©®ii = Qiji+1 3.6

Zavrsni rad: Andela Grcic 11
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Grafoanalitickom analizom odreduju se kutovi nagiba tangente elasti¢ne linije. Fiktivni
nosac za svako polje je nosac sa dva lezaja. Principom superpozicije dobiva se vrijednost
kutova.

® _ 1 Mliyg 1 Mjgqlipg Pigabiyg 3.8
-’-+1 — _= - .
b 3 Eliys 6 Eljyy liy1Eliyq

Vrijednosti kuta se dobiva iz reaktivnog momenta i vanjskog opteredenja na
odredenom rasponu. U odredenom rasponu povrsinu dijagrama momenta savijanja od
vanjskog opterecéenja oznacava se teziste sa ¢ te povrsina sa S, a udaljenost tezista od lijevog
lezaja s a;, a od desnog leZaja s b.

Izjednacavanjem i sredivanjem izraza dobiva se izraz za jednadzba triju momenata ili
Clapeyronova jednadzba (3.9) koja se koristi za odredivanje momenta savijanja, odnosno
nepoznate staticke veli¢ina. [9]

Mi_ll_i+2Mi(l_i+1iL1)+Mi+1liL1=_6(%4_%) 3.9
Ij i liga litq Ll litali4a

RjeSavanjem jednadzbe se dobiju veli¢ine momenata i daljnji proracun se svodi na
promatranje svakog polja pojedina¢no, a ukupna reakcija se dobiva zbrajanjem reakcija
susjednih polja. [6]

Jednadzba (3.9) opisuje situaciju ako su kruti leZajevi na istoj razini, u slu¢aju neto¢nosti
izvedbe ili nejednolika slijeganja leZzajeva moze dodi do relativnih pomaka izmedu lezajeva. [6]
Relativni pomaci lezajeva imaju utjecaj na reaktivne momente te jednadzba triju momenata
prima oblik (3.10):

L= _6F (8”1‘Si - Si‘si-l) 3.10

liy
liy1 lit1 ]

I I I;
Mio1 7+ 2M, (T +22) + My

Li o liyg
U sludaju da temperatura nosaca nije konstantna nego dolazi do smanjenja ili
povecanja iste, dolazi do promjene duljine. Odnosno, ako je temperatura gornjih vlakana
nosaca veca od donjih vlakana nosaca, razlika izmedu srednje temperature Ts i pocetne
temperature To uzrokuje promjenu duljine nosaca. Ta promjena ne utjece na stanje naprezanja.
Razlika izmedu temperature gornje i donje vlakana nosaéa dovodi do zakrivljenosti nosaca i
pojave momenta savijanja. [6] Kutovi nagiba tangente elasti¢ne linije iznad lezaja uzima u obzir
promjenu temperature te jednadzZbu triju momenata poprima slijedecu vrijednost (3.11):

M;_, i— +2M; (4 252) + Mi+1iiﬁ = —3130(AT(:1—1i + di41y 3.11

I i+1 hjyq
Ako na nosac djeluje slijeganje lezajeva i promjena temperature jednadzba izgleda (3.12):

1:
> + Mi+1Ll =

lit1

I Lo
Mi_; — + 2M; (—‘ +-
i

I i Tiyg

P (% + (Di+1ai+1) — 6E (6i+1_8i . 54 —Si—l) — 3EI %(ll + 1i+1) 3.12

11 livaliyg li4q I
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3.3 Primjeri

3.3.1 Primjer staticki neodredenog nosaca

Za sustav prikazan na slici treba odrediti dijagrame unutarnjih sila (M, T, N) ako je zadano: E =
2-10°MPa, 1=1,5-10°mm?* A =30 mm?2.

F=80 kN

A B C Di
El .

EA h=2m

Nf—————a=2m A a=2m A a=2m ——A

Slika 3.8 Prvi numericki primjer — staticki neodredeni nosac

Prvi korak prilikom rjeSavanja je dobiti osnovni sustav. U ovom slucaju osnovni sustav, koji ¢e
biti stati¢ki odreden, dobiva se zamjenom Stapa nepoznatom silom S1.

OSNOVNI SUSTAV:

F=80 kN

El

o

Slika 3.9 Prikaz osnovnog sustava

Sljedeci korak je odrediti uvjet deformacije. Uvjet deformacije se postavlja na mjesto uklonjene
prekobrojne veze, odnosno na tocki B. Na tom mjestu se dobiva dodatna jednadzba
kompatibilnosti deformacija. U ovom slucaju pomak toc¢ke B odgovarat ¢e promjeni duljine
Stapa.

UVIETI DEFORMACIE: wg = Ah

Zavrsni rad: Andela Grcic 13
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Pomak tocke B je uzrokovan od vanjskog opterecéenja i od sile S1. Prvo ¢e se odrediti pomak
tocke B od vanjskog optereéenja. Sile u lezajevima osnovnog sustava ce se rijeSiti pomocu
jednadzbe ravnoteze. Uzme li se u obzir da je suma momenta u tocki A jednaka nuli i suma sila
u smjeru y-osi je jednak nuli dobiva se iznose sila u leZzajevima. Nakon odredivanja sila, moze
se skicirati dijagram momenta te odrediti fiktivne sile. Fiktivne sile su jednake povrsini ispod
dijagrama momenta te se postavljaju u teziste, u ovom slucaju na jednu trecinu duljine.

OSNOVNI SUSTAV | OPTERECENJE:

F=80 kN

o
40 kN 120 kN

£ a=2m & a=2m & a=2m ——
VN o
=
3
o
- Xy S X5
X
o
M ®
r 3*4 & 3*a r— 3%2 £*2 A

FIKTIVNE SILE:

FIKTIVNI NOSAC:

80 kN
\

160 kI

.

R,=106.667 kN

Slika 3.11 Prikaz fiktivnog nosaca

Zavrsni rad: Andela Grcic 14
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SF, =0
2) IF, =0
EMD=0

Presjek u tocki:

4 _
—320 - 3+ Ry 4=0

_ 320 ,
R, = —- = 106.667 kNm

— 640
R¢ = 3 = 213.333 kNm?

RD = EC + 160

Rp = —373.333 kNm?

_ 2 _
~Rc2-160 -2+ 2+Mp =

=l

b = 640 kNm?

160 kN

C%‘SOKN

‘ §*2 r—3*2

RA=106.667 kN

Slika 3.12 Prikaz presjeka u tocki B

802
X’=T=80kNm2
ZMIZO

Zavrsni rad: Andela Grcic
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_ 1
M+ Rp-2-X+=:2=0

3
M. = —160 kNm?
opr _ —160 10712
W= El

Nakon S$to se dobije pomak tocke B od vanjskog optereéenja, potrebno je odrediti pomak tocke
od sile S1. Ponovno se skicira dijagram momenta i stavljaju fiktivne sile koje su jednake povrsini
dijagrama momenta te se i u ovom slucaju stavljaju na jednu trec¢inu duzine.

OSNOVNI SUSTAV +S; :

> i

A— a=2m f a=2m f a=2m ——A
S 572 ———H— F*2 A F*2 A ix2 4
M | |
Xl X2
S

Slika 3.13 Prikaz opterecenja od sile S1 i fiktivne sile

FIKTIVNE SILE:
X; =X, = % = S [kNm?]
FIKTIVNI NOSAC:
: LG [ E
YaS v 5 ) g
RA=S
P 24 PO

Slika 3.14 Prikaz fiktivnog nosaca
1) MC =0

_ 2 2
—RA-4+S-(2+§)+S-(2-§>=O
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_ 1
Mp—2:S+5:2:5=0

My ==

W

_.5.1012
El

Nakon odredivanja pomaka tocke B od vanjskog optereéenja i sile S1, moze se odrediti ukupni

pomak tocke B principom superpozicije te odrediti sila S koja djeluje u Stapu. Nakon
odredivanja sile S mogu se odrediti ostale sile i nacrtati dijagrami unutarnjih sila.

UVJET DEFORMACIJE:
W = Ah
S-h
OPT S _
wg ~ + Wy FA
4 12
—100 - 10*2 7°5-10

.3 _ —S-10%-2000
2:105-1.5-10® 2-105-1.5-106  2-105-30

1600 40

+s—ls
3 9 3

43 1600
S =

9 3

4800
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Dijagrami unutarnjih sila (M, Ti N):

80 kN
T~ 111.628 kN = O kN
15.814 kN 175.814 kN
A—m———— a=2m e a=2m =d a=2m — 70—A

160 kNm
31.628 kNm
80.0 kN
15.814 kN
T LILITITTI®TTTTITTT]
95.814 kN
“>) 111.628 kN

Slika 3.15 Prikaz dijagrama unutarnjih sila
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U programu SAP2000 izraden je numericki model zadanog primjera. Prikazani su dobiveni
dijagrami unutarnjih sila te su rezultati usporedeni s analitickim rjeSenjem.

M dijagram

323
\.

Slika 3.16 Prikaz momentnog dijagrama — SAP2000

T dijagram

80

14 81

Slika 3.17 Prikaz dijagrama poprecnih sila — SAP2000
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N dijagram

|

1 W
0)2

M5

Slika 3.18 Prikaz dijagrama uzduznih sila — SAP2000

U tablici 2 prikazana je usporedba rezultata vrijednosti sile S1 dobivene analitickim i
numeric¢kim putem. Vidljivo je da su odstupanja vrlo mala, manja od 0,5%. Na temelju toga
moze se potvrditi valjanosti analitickog rjeSenja primjera.

Tablica 2. Usporedba vrijednosti iz N dijagrama

analit?glf:ltf':;éen'a Rezultati iz Odstupanje
ETIESENIa | 5Ap2000 (KN) (%)
(kN)
111.63 111.5 0.12

3.3.2 Kontinuirani nosac

Za zadani kontinuirani nosa¢ preko dva raspona treba odrediti nepoznate veliine i nacrtati
dijagrame unutarnjih sila M i T, koriste¢i tromomentnu (Clapeyronovu) jednadzbu.

g, = 45 KN/m’

g = 30 kN/mY'

YYYYvYYYVYYYYYYVYYYy

%rrrrrrrrr
2 El
yd
‘

Slika 3.19 Drugi numericki primjer — kontinuirani nosac

Al

3m 7 3m & 1.2m a

Prvi korak je odredivanje osnovnog sustava. Osnovni sustav se dobiva umetanjem zglobova
iznad unutarnjih kliznih lezajeva, umetanjem dopunskog polja zbog upetog kraja grede i
oslobadanjem momenta savijanja.

Zavrsni rad: Andela Grcic 20
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q; = 45 kN/m’

Mo=0 M, My M M gz = 30 kN/m'’ Ms Ms g, = 30 kN/m’
4%@,,, i | |
e e

Slika 3.20 Prikaz osnovnog sustava
Sljededi korak je odredivanje momenata.
1. PREPUST

Prvo Ce se rijesiti prepust na desnoj strani iz uvjeta ravnoteze. Suma momenata na zadnjem
osloncu je jednaka nuli i iz toga se dobiva vrijednost momenta Ms.

M g, = 30 kN/m’

Cﬂuu

S 12 m —

Slika 3.21 Prikaz optereé¢enog prepusta
-M;—-30-1.2-06=0
M; = —21.6 kNm
2. RASPONI

Prilikom odredivanja momenata na rasponu potrebno je odrediti fiktivne sile koje su jednake
povrsini ispod dijagrama momenta savijanja.

q; = 45 kN/m’

, = 30 kN/m’

L lyvvvyvevvs ENHHQHHLHHK

Al

H#—— L=0 2 L,=3m 'z Le=3m ——————f

Sf—— a=1l5m —AF—— b=15m —F—— a;=1.5m ——+F—— b=1.5m —

Slika 3.22 Prikaz opterecenja raspona i fiktivnih sila

FIKTIVNE SILE:

_45-32 2

X, = =3
2 8 3

X, = 101.25 kNm?
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. 30-32 2

X, = =3
3 8 3

X5 = 67.5 KNm?

Nakon odredivanja fiktivni sila, raspisuju se dvije tromomentne jednadZbe, za oslonac 1 i 2.
Time dobivamo sustav od dvije jednadzZbe s dvije nepoznanice koje predstavljaju vrijednosti
momenata nad osloncima.

TROMOMENTNA JEDNADZBA

1. oslonac

Mo'

X 2-M;-[0+3] M;-3
X 1 [0+3] My

[ I

:_6'[0+ 3-1
2. oslonac

M;:3 2-M,-(3+3) M;-3 X;1.5 X3-1.5
1 + 2( )+ 3 = —6- 2 3

I I I 3-1 * 3-1

3-M;+12-M, —64.8 = —506.25
3-M;+12-M, = —441.45
Zbrajanjem jednadzbi prvog i drugog oslonca se dobivaju sljedece vrijednosti:
M; = —36.836 KNm

M, = —27.579 kNm

Na osnovu dobivenih vrijednosti momenata mogu se izraCunati vrijednosti poprecnih
sila na osloncima svakog pojedinog raspona.
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g, = 45 kN/m’

i A A AN AN B S

o

] ]
70.586 kN s L 64.414 kN

=3 m 7

2 |
36.836 kNm 27.579 kNm
o ‘Mmax / _

T e  Mmax=18.5 kNm
\
70.586 kN

64.414 kN

Slika 3.23 Prikaz M i T dijagrama za drugi raspon

g, = 30 kN/m’

kR

PN PN

O

y N A
J/ 46.993 kN J/ 43.007 kN
/ L3=3 m rd
| |
27.579 kNm 21 6 KNm
\ — e——
L M
T~ ~ e - _— T 7 Mmax=9.2 kNm
46.993 kN

H Xmax=1.4m ﬁ‘(

43.007 kN

Slika 3.24 Prikaz M i T dijagrama za treci raspon

Zavrsni rad: Andela Grcic 23



Razrada teme

Dijagram unutarnjih sila (M, T):

36.836 kNm 27 579 kN
‘‘‘‘‘‘ 21.6 kNm
M o
— =
—
\
~N e _
\\ ‘ //Mmax:18.5 kNm Mmax=9.2 KNm
N
70.586 kN
46.993 kN
36.0 kN

©

64.414 kN

Slika 3.25 Prikaz dijagrama unutarnjih sila

©

43.007 kN

Zavrsni rad: Andela Grcic
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U programu SAP2000 izraden je numericki model zadanog primjera. Prikazani su dobiveni
dijagrami unutarnjih sila te su rezultati usporedeni s analitickim rjeSenjem.

M dijagram
~ Rl il I
w sl
Slika 3.26 Prikaz momenta dijagrama — SAP2000
T dijagram

70.58
46,99
F
36

-64 42

Slika 3.27 Prikaz dijagrama popreénih sila — SAP2000

U tablici 3 prikazana je usporedba rezultata vrijednosti momenata savijanja nad osloncima
dobivenih analitickim i numeri¢kim putem. Vidljivo je da su odstupanja zanemariva. Na temelju
toga moze se potvrditi valjanost analitickog rjeSenja primjera.

Tablica 3. Usporedba vrijednosti iz M dijagrama

.F.{vezulta.tiv . Rezultati iz Odstupanje
Oslonac analitickog rjeSenja SAP2000 (%)
(kNm) (kNm)
M1 36.84 36.83 0.03
M2 27.58 27.58 0.00
M3 21.60 21.60 0.00
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4. ZAKLJUCAK

Staticki neodredeni nosaci zadrZavaju svoju nosivost, odnosno geometrijsku
nepromjenjivost, nakon gubitka jednog ili svih suvisnih ogranicenja. Zbog toga se smatra
pouzdanim od stati¢ki odredenih nosaca. Uklanjanjem prekobrojnih veza dobivamo staticki
odredeni sustav. Takav sustav zovemo ekvivalentni sustav koji je opterecen zadanim
opterecenjem i statickim nepoznatim veli¢inama na mjestima uklonjenih veza. Za rjeSavanje
staticki neodredeni nosaca nisu dovoljne samo jednadzbe ravnoteze, vec se uvode jednadzbe
kompatibilnosti deformacija. Jednadzbi kompatibilnosti uvodimo onoliko koliko imamo
prekobrojnih veza. Jednadzbe ravnoteze zajedno s jednadzbama kompatibilnosti deformacija
daju nam potreban broj jednadzbi za odredivanje svih reakcija te unutarnjih sila u presjecima
nosaca.

U ovom radu rijeSena su dva numericka primjera stati¢ki neodredenih nosaca. Primjeri su
rijeSeni i numerickim putem, izradom modela u programskom paketu SAP2000. Usporedbom
rezultata utvrdena je to¢nost rjeSenja. Metoda sila i tromomentna jednadzba jednostavne su
metode, lako primjenjive pri rjeSavanju jednostavnijih staticki neodredenih sustava.
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