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SAZETAK

Prostorna grafostatika bavi se rjeSavanjem statickih problema u trodimenzionalnom prostoru.
Ovaj rad analizira kljuéne aspekte prostorne grafostatike, definiraju¢i osnovne pojmove kao sto
su tocke, pravci, ravnine i sile. Naglasak je, vidljivo u primjerima, stavljen na zamjenu sloZenih
sustava staticki ekvivalentnim sustavima.

Teorijsko-metodolosko polaziSte je analiza dostupne literature. lzrazi u teorijskom dijelu,
pomocu Grassmannove algebre, prevedeni su u programski kod, pisan u Sage-u, koji znatno
olaksava vizualizaciju.

Osim ve¢ navedenih pojmova tocke, pravca, ravnine i sile, u radu su opisani i pojmovi
Grassmannove algebre koja proucava svojstva visedimenzionalnih prostora, homogenih i
Plickerovih koordinata kao i trodimenzionalnog projektivnog prostora te dualnosti koju
vezemo s projektivnom geometrijom. Svi navedeni pojmovi Cine neizostavne dijelove koji
povezani u cjelinu Cine da prostorna grafostatika u gradevinarstvu, ali i u drugim srodnim
strukama, omogucava bolje razumijevanje struktura pod razli¢itim optereéenjima.

Kljucne rijeci: Grassmannova algebra, pravac, prostor, prostorna grafostatika, ravnina, sila,
staticka ekvivalencija, tocka
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SUMMARY

3D graphic statics deals with solving static problems in three-dimensional space. This paper
analyzes key aspects of 3D graphic statics, defining basic terms such as points, lines, planes
and forces. The emphasis, as seen in the examples, is placed on replacing complex systems
with statically equivalent systems.

The theoretical-methodological starting point is the analysis of the available literature.
Expressions in the theoretical part, using Grassmann algebra, have been translated into
program code, written in Sage, which significantly facilitates visualization.

In addition to the previously mentioned concepts of points, directions, planes and forces, the
paper also describes the concepts of Grassmann algebra, which studies the properties of
multidimensional spaces, homogeneous and Pliicker coordinates, as well as three-dimensional
projective space and duality associated with projective geometry. All these concepts form
indispensable parts that, when connected into a whole, allow 3D graphic statics in
construction, but also in other related professions, to provide a better understanding of
structures under various loads.

Key words: Grassmann algebra, line, space, 3D graphic statics, plane, force, static equivalence,
point
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1. UVOD

Prostorna grafostatika je grana statike koja se bavi prouc¢avanjem ravnoteze i ponasanja ¢vrstih
tijela u trodimenzionalnom prostoru geometrijskim postupcima. Pocetak razvoja grafostatike
nalazimo u radovima S. Stevina i P. Varignona koji datiraju u 16. odnosno 17. stolje¢e, no veéina
postupaka je bila ograni¢ena na ravninu. Razvojem racunala i ra¢unalnih alata, grafostatika i
njezini postupci prelaze u prostor.

Pri rjeSavanju stati¢kih problema prakti¢no je postojeci sustav sila zamijeniti drugim, staticki
ekvivalentnim, jednostavnijim i pogodnijim sustavom. Kako bismo dva sustava sila smatrali
staticki ekvivalentnim, njihovi doprinosi uvjetima staticke ravnoteZe moraju ostati isti.
Opcenito, sustav se sila u prostoru ne moze zamijeniti jednom silom, $to je i jedan od razloga
kasnije primjene prostorne grafostatike. Za razliku od ravnine, gdje se sustav moze svesti ili na
rezultantu (rezultirajucu silu) ili na rezultiraju¢i moment (spreg sila), u prostoru je rezultirajuée
djelovanje sastavljeno od obje komponente odnosno i od rezultirajuce sile i od rezultirajucega
momenta. Umjesto na sloZzeno rezultirajuce djelovanje, sustav sila se moze svesti na dvije sile
na mimosmjernim pravcima (Sto je primjerenije grafickim postupcima). Na jednu je silu sustav
svodiv samo u slucaju kada je rezultiraju¢i moment okomit na rezultirajucu silu. Uz spomenuti,
drugi razlog kasnije primjene grafostatike u prostoru je to Sto su graficke konstrukcije slozenije
s obzirom na to da se provode na projekcijama prostornih sustava na ravnine. Naime,
yvracanje” s crteza u prostor i predocavanje stvarnih prostornih odnosna zna biti vrlo tesko.

Operacije koje grafostatika koristi za rjeSavanje statickih problema, poput staticke ekvivalencije
i stati¢ke ravnoteze, su, rekli smo, geometrijske. Zasnivaju se na konstrukciji dvaju dijagrama —
plana poloZaja, koji prikazuje geometriju sistema i poligona sila sastavljenog od vektora. Pod
pojmom geometrije sistema podrazumijevamo duljine konstrukcijskih elemenata, lokaciju
unutrasnjih ¢vorova i lezajeva te vanjska opterecenja. Poligoni sila predstavljaju ravnotezu
vanjskih i unutarnjih sila. Navedene operacije se mogu algebarski izraziti pomocu
Grassmannove algebre. H. Grassmann je pokazao kako se koordinatama mogu prikazati i druge
figure prostora, a ne samo tocke, te tako postavio temelje geometrijskoj algebri, o kojoj ¢e jos
biti rijeci.

Kao sto vidimo, prostorna grafostatika je opsezna tema, s velikom vaznoséu. Smatra se jednim
od bududih trendova u gradevinarstvu koji pocinje nalaziti svoje mjesto u obrazovanju
gradevinskih inZenjera i u oblikovanju vla¢nih i vlaéno-tlacnih prednapetih konstrukcija, stoga
¢e u nastavku rada biti dotaknute bitne Cinjenice te objasnjeni osnovni principi prostorne
grafostatike.

Zavréni rad: Bozana Zivkovié 1



2. GRASSMANNOVA ALGEBRA

Grassmannova algebra grana je matematicke algebre koja proucava svojstva
visedimenzionalnih prostora. Glavnu funkciju predstavljaju opisivanje i rad s vektorima te
sloZzenim visedimenzionalnim objektima. Grassmannova algebra ima mnoge sposobnosti, od
kojih neke jos nisu dovoljno poznate, a mi éemo se fokusirati na dvije—sposobnost algebarskog
razlikovanja tocke i vektora te sposobnost izraCunavanja presjeka geometrijskih entiteta
jednostavnom operacijom. Upravo se ovdje i olituje vainost Grassmannove algebre u
prostornoj gafostatici- sposobnost neposrednog prijevoda konstrukcijskogeometrijskih
postupaka u algebarske izraze koje nakog toga mozemo pretvoriti u programski kod.

Pravac moZemo odrediti pomocu dvije tocke, dok se ravnina moze odrediti s tri tocke ili tockom
i pravcem. Osim toga, pravac se moze odrediti i kao presjek dvije ravnine, a tocka kao presjek
triju ravnina ili pravca i ravnine. U slu¢aju kada se dva pravca sijeku, oni odreduju tocku, ali i
ravninu.

Upravo navedene Cinjenice objasSnjavaju princip Grassmannove algebre. Naime, linearni
spojevi i presjeci definiraju se kao ,progresivni” ili ,regresivni” umnosci tocaka, pravaca i
ravhnina.

U nastavku ée se opisati upravo pojmovi tocke, pravca i ravnine, ali i sile. Obzirom da smo se
do sada ceSée susretali problemima u ravnini, prvo ¢emo njih opisati, sto moze pomoci pri
razumijevanju prostorne problematike. Prilikom opisivanja, koristit ée se pojmovi homogenih
koordinata, trodimenzionalnog projektivnog prostora, Pliickerovih koordinata i sli¢no, stoga ¢e
prije nastavka biti i nekoliko rijeci o njima.

2.1. Homogene koordinate

Homogene ili projektivne koordinate u matematici predstavljaju sustav koordinata koji se
koristi u projektivnoj geometriji. Prednost ovih koordinata je u tome Sto se i koordinate
beskonacno dalekih to¢aka mogu predstaviti kona¢nim koordinatama. Moze se reéi kako su
homogene tocke prosirenje Kartezijevog koordinatnog sustava, koji se koristi u euklidskoj
geometriji, kako bi se olakSalo izvodenje geometrijskih transformacija. Upravo se
transformacije poput translacije, rotacije i promjene mjerila mogu prikazati kao mnoZenje
matrica. Kod homogenih koordinata postoji dodatni parametar w, pa tako toc¢ku u prostoru
zapisujemo u obliku X = (w:x:y: z). No o tome Ce biti viSe rijeci u nastavku. Ovdje su dane
osnovne informacije, kako pojam homogenih koordinata ne bi bio nepoznanica.

2.2. Trodimenzionalni projektivni prostor

Pojam projektivne geometrije veé je spomenut, a motivacija za njezin nastanak bila je
umjetnost. Kako je neizostavan dio brojnih renesansnih djela bilo pravilo centralne projekcije,
Cija je glavna karakteristika to da se paralelni pravci prostora na slici sijeku u konac¢nosti, ova
vrsta geometrije pocela se razvijati upravo u tom periodu, tj. od 15. stoljeéa.

Zavréni rad: Bozana Zivkovié 2



Kao i u euklidskom prostoru, osnovni elementi su tocke, pravci i ravnine izmedu kojih postoji
relacija pripadnosti tj. incidencije, stoga kao primjer moZzemo reci kako je pravac p incidentan
s tockom A ako pravac p prolazi tockom A i obratno, tocka A je incidentna s pravcem p ako
tocka A lezi na pravcu p. Osim osnovnih elemenata i relacije pripadnosti, zadan je i niz aksioma.
Primjer aksioma glasi: ako su A, B i C tri nekolinearne tocke (nisu sve tri incidentne s istim
pravcem), tada postoji barem jedna tocka D koja ne leZi u ravnini odredenoj tockama A, B i C
(nisu sve Cetiri incidentne s istom ravninom). Tako definirana struktura naziva se projektivnim
prostorom tj. trodimenzionalnim projektivnim prostorom. Spomenuti odnos incidencije ima
trostruku interpretaciju koja ukljucuje tri aspekta. MoZzemo reéi da je jedan od njih pasivan,
dok su druga dva aktivna. Pasivnim smatramo onaj u kojem biti incidentan znaci lezati u ili
prolaziti kroz, odnosno aspekt u kojem se naglasava odnos izmedu elemenata prostora, dok
aktivne koristimo za definiranje elemenata s drugim elemetima, nizih ili visih dimenzija.

Vazan pojam koji vezemo s projektivnom geometrijom je dualnost. Otkrili su je u 19. st. J. V.
Poncelet i J. D. Gergonne, a glasi: Zamijenimo li u nekoj istinitoj tvrdnji projektivne geometrije
prostora pojam tocka dualnim pojmom ravnina, i obrnuto, a pojmove pravca i incidencije
ostavimo nepromijenjenima, dobit ¢emo ponovno istinitu tvrdnju projektivne geometrije
prostora. Takve se dvije tvrdnje nazivaju dualnim tvrdnjama. Primjer dualnosti za gore
navedeni aksiom glasi: ako su «,f i y tri ravnine koje se ne sijeku u pravcu (nisu sve tri
incidentne s istim pravcem), tada postoji barem jedna ravnina § koja ne prolazi tockom u kojoj
se sijeku ravnine a, i y (nisu sve Cetiri incidentne s istom tockom).

Ve¢ smo kod homogenih koordinata spominjali pojam ,prosSirenja“. Uobicajeni
trodimenzionalni euklidski prostor ¢emo prosiriti dodavanjem elemenata u beskonaénosti koje
¢emo nazvati beskonacno dalekim elementima. Tim postupkom ovo prosSirenje postaje
projektivni prostor. Euklidskom prostoru dodajemo beskonacno daleku ravninu, koja sadrzi
pravce i tocke odnosno beskonacno daleke pravce i beskonacno daleke tocke. Svakoj ravnini
dodajemo beskonaéno daleki pravac, Sto znaci da je proSirena jednim pravcem, koji je zapravo
presje€nica te ravnine sa svim drugim ravninama paralelnim s njom. Takoder, svaki pravac
sadrzi, odnosno prosiren je beskonacno dalekom toc¢kom koja predstavlja presjek pravaca
paralelnih s naSim pocetnim pravcem. Ovakav prostor nazivamo prosirenim euklidskim
prostorom koji ima strukturu projektivnog prostora. U njemu su konacni i beskonacni elementi
ravnopravni.

2.3. Pluckerove koordinate

Pliickerove koordinate su matemati¢ki koncept, koristen u projektivnoj geometriji, gdje se
pravac u trodimenzionalnom prostoru oznacava sa Sest brojeva koji ¢ine tzv. Pliickerov vektor,
za razliku od uobicajenog predstavljanja pravca (to¢ke na pravcu i vektora). Cesto mozemo
vidjeti i zapis u obliku antisimetricne matrice. Pliickerove koordinate omogucavaju
jednostavnije izraze za operacije kao $to je presjek pravaca ili medusobne odnose izmedu
pravaca.

Zavréni rad: Bozana Zivkovié 3



3. RAVNINA

3.1. Sila u ravnini

Silu u ravnini mozemo zadati hvatiStem i vrskom vektora:

ﬁ:(l X1 }’1)
1 x v,

Komponente sile u x i y smjeru te moment koji uzrokuje oko osi z iznose:

1 x

=1 x; =1-x,—-1"x
1

Fy_l y2:1'3’2_1 Y1
X1 W

Slika 1.: Sila zadana hvatistem i vrSkom vektora

Poznato je kako neovisno o polozaju sile na pravcu, odnosno polozaju hvatista sile, uz istu
udaljenost vrska, njezine komponente i moment ostaju isti, Sto moZzemo vidjeti i u sljede¢em
primjeru.

Primjer 1.
= 1 X1 yl) (/1 0 -1
Fiz= (1 X, Vu) (1 2 3 )

Fffzzﬁ g|=1-2—1-0=2—0=2
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F1¥2=|1 _31|=1-3—1-(—1)=3+1=4

Mf2=|g _31|=0-3—2-(—1)=0+2=2

= _ (1 x )’2>_123
Fa3 = (1 X3 Y3 B (1 4 7)
x _ |1 2 a4 40— Ao
1[«*2,3_|1 4|_1 4-1-2=4-2=2
y _ |11 3| 4.7 42— _a_
Fy=|; J|=17-13=7-3=4
z _ 12 3| _ 5.7 4a— a4 a9 _
Mz,g_|4 J=2-7-43=14-12=2
Dobivene vrijednosti nam pokazuju ve¢ navedenu cCinjenicu o vrijednostima neovisno o
polozaju na pravcu tj.
Ffy =F3=2=F,
F13,]2 :F23,13 =4=k
Mlz'ZZMZZS:z:MZ
Osim hvatistem i vrSkom vektora, silu u ravnini moZzemo zadati i njenim komponentama te
momentom F = (Fx, K, MZ). Tako bi se sila 73)1,2 iz primjera 1. mogla zapisati kao ‘7_:)1,2 =

(Fl’fz,Fffz,Mfz), ako bismo uzeli njene vrijednosti 17?1_2 = (2,4,2). Na isti na¢in moZemo

zapisati i silu ?2,3 = (F2’f3,1723’/3,MZZI3) = (2,4,2). Samim tim i sile 7:")1,2 iﬁzs su jednake.

Takoder, silu moZemo zadati hvatiStem i vektorom. Kako smo silu zapisivali u obliku matrice, a
njene komponente racunali kao determinantu, na istu moZemo primijeniti svojstvo
determinante : ,Ako nekom stupcu ili retku dodamo linearnu kombinaciju preostalih stupaca
ili redaka, onda se determinanta ne mijenja“.

Neka nam je zadana sila 7')4,5. Pri ra€unanju iskoristit éemo svojstvo determinante tako Sto
¢emo prvi redak pomnoziti s -1 i dodati ga drugom retku odnosno od drugog retka oduzet ¢emo

prvi.
X _ |1 Xa| _ | 1 Xa | _ 1 x4
4,5 1 XS 1 —_ 1 .XS —_ x4 O Fx
o= |1 Ya =| 1 Ya | _ 1 y,
45 1 ys 1-1 ys—y 0 5
MZ. = |x4 Y4| _ | X4 Ya | _ |x4 Va
45 7 x5 ysl T lxs —x4 Ys—yal T |Fx B
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— 1 x
Konacan zapis sile zadane hvatiStem i vektorom je F,s = (0 F4 %;4) , U opéem obliku
x Ay

ii=\o F, E

Primjer 2.
Ras( §

rs=ly gl=l iy g2l=ly ol=21-2
F4¥5=|i ié=|1i1 151—111|=|é 141|=4'1=4

6 11| _ | 6 11 | _
8 15 8—6 15-11

Do sada su sile u primjerima imale jednak intenzitet odnosno duljinu tj. hvatiste sile i vrsak bili
su na jednakim udaljenostima te su imale jednak smisao djelovanja. Sljedeci primjeri prikazuju

M5 = | 5 Y=6-4-2-11=24-22=2

slucajeve kada su intenzitet i smisao djelovanja promijenjeni.

Primjer 3.
_’_1x1)’1)_10—1
T1'3_(1 X3 Y3 _(1 4 7)

Fl)’;:li _71|:1-7_1'(_1):74'1:8:21:13.12:F13,12+F23./3
Mlz,gzlg _71|=0'7_4'(_1):0+4:4:2M1Z,2:Mf,z-i‘MzZ,g

T1,3=2T1,2=T1,2 +T2,3

Primjer 4.
= _ (1 x3 3’3>_ 1 4 7
Tg’l_(l X1 Y1 _(1 0 —1)
1 4
F?fl=|1 O|=1-0_1.4=O_4=_4=_F13f3

By=]7 =1 n-17=-1-7=-8=-8,
M§1=|3 _71|=4'(_1)_0'7=_4_0=—4=—Mf3

— —
T3,1=—T1,3
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3.2. Tocka i vektor u ravnini
Tocka je u ravnini odredena dvjema koordinatama odnosno radijvektorom
X=xy)=r=X
Njezine homogene koordinate su X = (1:x:y) = (m: mx: my) = (m: x:y)
Vektor mozemo zapisati u obliku ¥ = xT + yj = (x,y)
U=, = = (X3 — X1,Y2 — Y1)
mv; —mv; = (m(x; — %), m(y, —y)) =m0, —v)) =mv #% zam # 1
Homogene koordinate vektora su:
V=X, —X; = (Lixz:y;) — (Lixg:y) = (00, — X412y, — Y1)
Zapisemo li X; i X, u obliku (m: mx: my), potvrdit ¢emo gore navedeni izraz
(m:mxy:my,) — (m:mx;:my;) = (0:m(x, —x):m(y, —y) =mv # v
Homogene koordinate neizmjerno daleko tocke pravca su

(0:x:y) = (0:mx:my) = (0:X: ) = Vs

3.3. Pravac u ravnini

Implicitni oblik jednadzbe pravca glasic + ax + by = 0

~hy

Slika 2.: Pravac zadan tockom i vektorom

Uzmemo li kao primjer pravac na kojem smo do sada promatrali sile F; , ,F, 3, Fy5 i druge

te jednu toc¢ku na tom pravcu, nazovimo je tockom 1, s koordinatama (0,-1) i vektor f = (2,4),
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takoder smjeSten na istom pravcu, lako moZzemo odrediti jednadzbu pravca. Odnosno, pravac
je zadan tockom i vektorom.

Primjer 5.
X =@y =1+tf =(0,-1) + (2¢t,4t)

1
X zx

1
y=-l+4t=-1+4-5x=-1+2

Njen implicitni oblik glasil —2x +y =10
Uzmemo li bilo koju drugu toc¢ku, npr. toc¢ku 2 s koordinatama (2,3) dobit ¢emo istu jednadzbu.

Primjer 6.

X=(xy)=2+tf =(23) + (2t,4t)

3 1

y=3+4t =>t=—1+z
3 1 3 1 1 1
x=2+2t=2+2-(—Z+Zy)=2—5+§y=§+§y

Njezin implicitni oblik glasi ~—x+5y =0 /-2
1-2x+y=0

Kako smo do sada sile zapisivali kao matrice, a njezine komponente racunali kao determinante,
i ovdje ¢emo se posluziti determinantom matrice. Prema teoremu tri tocke (x1, y1),(X2, y2) i (X3,
y3) su kolinearne, odnosno leZe na istom pravcu, ako i samo ako vrijedi:

X1 Y1 1
X Y2 1[=0
X3 y3 1

Koriste¢i pravilo u kojem dva stupca ili dva retka zamijenivsi mjesta, mijenjaju predznak
determinante te uzimajuéi u obzir dvije tocke (x1, y1) i (X2, y2), dolazimo do determinante:

1 x vy
1 % »n
1 x ¥y
Kada bismo razvili determinantu po prvom retku dobili bismo:
1 x vy
S LR Y IV L1 .|1x1_ _
1 x1 n|=1 |x2 y2| X1y Vs +y 1 x =M, —-FEx+Fy
1 x2 ¥y

Vidimo kako jednadzbu pravca moZemo zapisati i u drugom obliku: M, — F,x + Ky =0

Zavréni rad: Bozana Zivkovié 8



Upotrijebimo li vrijednosti iz prvog primjera, gdje je f1, = (1
i M{, = 2 moZemo pokazati to¢nost gore navedene tvrdnje.
Kao tocku ¢emo uzeti tocku 4(6,11).

Primjer 6.

X=(xy) =4+tf =(611) + (2t,4t)

1
x =642t $t=—3+§X

1
y=11+4t=11+4-(—3)+4-§x=—1+2x

1-2x+y=0

Uzmemo li vrijednosti dobivene u primjeru 1. dobit ¢emo jednadibu 2 — 4x + 2y = 0, Sto
zapravo predstavlja istu jednadzbu.

MoZemo zapisati i u obliku determinante.

1 x vy 1 x vy B _
1 2 i; =1 g ‘31=1'|g 31|_’"|i 31|+3"|1 g

=1-0+2)—x-B+1D)+y-2-0=2—-4x+2y

Ovakav zapis nam omogucava laku provjeru nalazi li se neka toc¢ka na pravcu.

Provjerit ¢emo tocku 5(8,15).

Primjer 7.
1 8 15
1 0 —-1{=1-2-8-44+2-15=2-32+30=0
1 2 3

Tocka 5(8,15) nalazi se na pravcu f. Sada i pravac mozemo oznaciti njegovim koordinatama
f(Fe: By My).

Sjecista s osi x, odnosno osi y redom zapisana su:

Fr = (—F,:—M,:0) = (F,;: M,:0) = (1: M, /F,: 0)

Fy=(=FE:0:M,) = (F:0:M,) = (1: 0: M, /E,)

Neizmjerno daleku toc¢ku mozemo zapisati kao F,, = (0: E,: Fy) = f

Kao primjer, iskoristit ¢emo pravac 1 —2x+y =0 odnosno f(1:2:1) te ¢emo ispisati
sjecista s osi x i y te neizmjerno daleku toc¢ku ovog pravca.
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Primjer 8.

f1:2:1)

Fe=(-2:-1:0) =(2:1:0) = (1: 1/2:0)
Fy=(-1:0:1) = (1:0:1) = (1: 0:1/1)
F, = (0:1:2)

Izra¢unamo li determinantu pomodu ove tri tocke, dobit éemo 0, Sto znaci da tocke pripadaju
istom pravcu.

0 1 2
-1 0 1/=0-(0+1)—-1-(04+2)+2-(14+0)=0
-2 -1 0
. . g . Y . . 1 0 1
Prica moZe i¢i i obrnutom smjeru. U slucaju da nam je zadano f = (O 1 2) odnosno
sjeciste s osi y i beskonacno daleka tocka pravca, vrlo jednostavno mozemo docido F, F, i M,.

Odnosno f = ((1) (1) %) = (1:2:1).

U nastavku se prikazane razli¢ite matrice koje nam daju isti pravac.

0 F K
fz( ) y)z(—FxFy:—FyZ:—FyMZ)z(Fx:Fy:MZ)

Fy Mz 0
EFE, M, 0
y z 2
f= (0 E, Fy) = (FxFy:Fy :FyMz) = (Fx:Fy:Mz)
EE 0 —M
f= (F:, M, 0 Z) = (FXMZ:FyMZ:MZZ) = (Fx:Fy:MZ)

w X y
ZapiSemo li matricu u obliku <W1 X1 )71> i izraunamo njenu determinantu dobit ¢emo:
Wy, X ¥

w X y _ _ _
= X1 N1 _ W1 ) _ (W1 X
Yot yip=we X2 Y2 o Wy Y2 . Wy X3
Wy X Y2
_ Wi W1}’1| — wx - |W1 W1J’1| +wy - |W1 W1X1|
WoX, WY, Wy WY, Wy  WyX,
X1 M |1 Y1 |1 X1
=Www-| |—Wwwx- + ww,w,y - = ww;w,(M, — E,x + F,
W2y, vy, W2X 1y, W2y 14 X, w2 (M, — F, %Y)

U sluéaju kada bismo imali

a b c

_Fy le M1Z —a le Mlz ‘_Fly Mlz c ‘_Fly Fix
A = -

B FF Mz Fr Mz —-F Mi| |-E Ff
2

| oM, |E M| R R
A A T Y I
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FX MZ Fy M? FX Fy
=al sl tb|L  l+c|l L
Fy  M; E M3 F¥ E
dobili bismo jednadZbu tocke
=ax + by + cw
pri éemu je
_|Ff M? E M7 Ff FE
x p— p— —_—
2 M M R

Iskoristimo li pravila pri racunanju determinante, moZzemo do¢i do zapisa

a b c a c b c a b
—F Ff Mi|=_|-F M} Ff|=|Mf —F F¥|=cw+ax+by
~F Ff Mj -F M7 Ff| |Mf -F Ff

Uzmemo li u obzir jednadzbu pravcu, lako dolazimo do zakljucka
ax+by+c=0

w w w w
Sada moZemo primijeniti i drugi zapis tj.

R Mf)

X=Ww:x:y) = (w:wx:wy) =

)

Kao primjer mozemo uzeti dva pravca, x =4iy = 6.

SR
2=

X=(x,y)=(

)

Primjer 9.

Zapisemo li jednadzbe pravaca u implicitnom obliku dobit ¢emo,x —4 =0 iy—6 = 0.

Znamo da jednadzba pravca moze biti zapisana i u obliku M, — F,x + F,y = 0, stoga ¢emo to
iiskoristiti.: f; = (0: —1: —4) i f, = (1:0:—6)

x= 1

1 0 -6
=l D= v=l0 Sl=e w=l Sl
X=(1:4:6)
X =(4,6)

Tocka (4,6) sjeciste je dvaju pravaca, Sto je bilo i ocito.
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(0,6) (4,6)

(0,0) 4,0)

Slika 3.: Tocka kao sjeciste pravaca

Kao drugi primjer moZemo uzeti dva nova pravca koja nisu paralelna s koordinatnim osima.
Prvi je zadan toc¢kama (0,3) i (2,2), dok je drugi zadan tockom (0,5) i vektorom (3,2).

Slika 4.: Tocka kao sjeciSte pravaca

Primjer 10.
fi= (1 (2) g) = (2:-1:—6) > —6+x+2y =0
£, = ((1) (3’ g) = (3:2:—15) > —15— 2x + 3y = 0
2 -1 -6
X = (3 5 _15) = (7:—12:27) = (1: —=12/7: 27/7)=(1:-1,71429:3,85714)
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Tocka sjeciSta dvaju pravaca f;i f, odnosno njihova zajednicka tocka je

12 27
(_7,7) = (~1,71429; 3,85714)

Primjer se moZe rijesiti i pomocu Cramerovog postupka.
X+2y=6
—2x+3y=15

D=|_12 §|=3+4=7

Dx=|165 §|=18—30=—12

_|1 6]_ _
Dy=|_, 15|_15+12_27

D iz 1,71429 27 3,85714
X=Ep T T Y=p~-77=>

Vidimo da smo dobili isto rjeSenje.

Osim pravaca koji se sijeku, pokazat éemo i primjer paralelnih pravaca. Oba pravca su zadana
to¢kom i vektorom. Tocka prvog pravca neka bude tocka s koordinatama (0,1) a toc¢ka drugog
pravca (2,0). Neka vektor oba pravca bude (2,3)

Slika 5.: Paralelni pravci

Primjer 11.

_(1 0 1I\_ 4 _ o _
fl—(o ) 3)_(2.3. 2) = -—2-3x+2y=0
_(1 2 0\_ 4. _ _
fz—(o ; 3)_(2.3.6)=>6 3x +2y =0
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(2 3 =2\ _ 01694 — (092 — 1 — 3
X—(2 ; 6)—(0.16.24)—(0.2.3)—1700—17

v =(2,3)

Kada pogledamo jednadzbe
—3x+2y=2
—-3x+2y=-6

vidimo kako sustav nema rjeSenja, odnosno matrica sustava je singularna, a slobodni ¢lanovi
su razliciti.

Posljedniji slu¢aj koji ¢emo razmatrati u ravnini jest kada se dva pravca podudaraju. Posluzit
¢emo se pravcem f; iz prethodnog primjera, dok ¢emo pravac f, zadati s dvije tocke. Neka to
budu tocke (2,4)i(4,7).

Primjer 12.

=0 5 ) =@3-2)=-2-3x+2y=0
fzz(i i §)=(2:3:—2):>—2—3x+2y=0
203 -2y oo

x=(5 5 Z3)=:0:0

Opet, gledajuci jednadzbe
—3x+2y =2
—3x+2y =2

vidimo kako ,,sustav” ima bezbroj rjesenja.

Slika 6.: Pravci koji se podudaraju
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Nakon $to smo obradili pojmove u ravnini, vraéamo se u prostor.

4. PROSTOR

4.1. Tocka u prostoru

PoloZaj tocke u prostoru odreden je s tri Kartezijeve koordinate X = (X, y, Z). Razlog tomu je
§to u trodimenzionalnom euklidskom prostoru postoji o3 tocaka. Osim toga, to¢ku mozemo
definirati pomocu vektora poloZaja odnosno radijvektora, koji sada, za razliku od ravnine, ima

i tre¢u komponentu tj. 7y = XL + yJ + 7k = (%, y,Z) = x. To¢ku ovako poistovje¢ujemo u
linearnoj algebri, pri éemu vektore X1, ¥ i Zk zovemo vektorskim, a brojeve X,y i Z skalarnim
komponentama vektora.

Za razliku od euklidskog prostora, u trodimenzionalnom projektivnom prostoru tocku
opisujemo s Cetiri homogene koordinate

X =Ww:x:y:z) = (1'£'1'3) = (1:x:y:Z) zaw=#0, pri ¢emu su X,y i Z Kartezijeve

www
koordinate to¢aka u projektivnom prosirenju euklidskog prostora.

U sluéaju kada jew = 0, ondaje

Xow =V = (0:x:y:2) = (0:mx:my:mz) za m+# 0 neizmjerno daleka tocka pravaca
usporednih s euklidskim vektorom ¥ = (x,y, z). Broj to¢aka u projektivnom prostoru ostaje
003, iako imamo i etvrtu koordinatu. Cetvrtom koordinatom dodano je samo ©? neizmjerno
dalekih tocaka.

To¢ku mozemo zapisivati i kao X = (w: %), gdje je £ = (x,y,2). Tada, uzmemo li da je
w=0,X ="V,

Usporedimo li ravninu, gdje smo zakljuéili da mv #= ¥ za m # 1 odnosno mv i ¥ nisu zapis
istog vektora, i prostor, gdje razlikujemo euklidski vektor ¥ = (x,y, z) sa svojim homogenim
komponentama (0: x: y: z) te vektor mv = (0: mx: my: mz) zam # 1, mozemo do¢i do istog
zakljucka.

4.2. Pravac u prostoru

Pravac moZzemo promatrati kao spojnicu dviju to¢aka. Uzmemo li dvije tocke X; i X5 s njihovim
homogenim komponentama, matricu koju dobijemo zapisivajuéi tocke kao retke smatramo
jednim od mogucih zapisa pravca

Wi X1 W1 Zl)

fz(Wz Xy Y2 2y g
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Slika 7.: Pravac kao spojnica dviju tocaka

Plickerove koordinate pravca f determinante su drugog reda

_(I"1 X1 W1 V1| W1 Z11 142 %) |1 N
f_(wz x2|'W2 | Wy | | z|'|Zz 2|'|x2 y2|)
[ = (WiXxy — WoXyi Wiy, — WoY i WeZy — WaZyiY1Zy — YoZ1i Z1 Xy — ZaXqi X1Y2 — X2)1)
Oznacimo li stupce matrice indeksima 0,1,2 i 3 te determinantu kao f; ;, gdje su i i j stupci,
onda mozemo krace zapisati

f=Uoaifozifozifa3: f31: f1,2)

Tocke smo, osim zapisa X7 = (Wy:X1:Y1:21) i Xy = (Wai Xyt Yyt Zy), mogli zapisati i kao
Xy, = (wy:%7) i X, = (wy:x3). Tada bismo dobili

f=WiZ; —wyxi: %] X %3) = (f:fm/o)

Ve¢ je navedeno da u prostoru postoji o3 tocaka. Svakom to¢kom prolazi o2 pravaca, $to bi

dovelo do zaklju¢ka da u prostoru postoji co3 - 002

= 00° pravaca, no to nije istina. Osim ove
¢injenice, zbunjujuca je i ona iz zapisa tj. u zapisu postoji Sest Pllickerovih koordinata. Kako
bismo dosli do kona¢nog broja pravaca, bitna je ¢injenica da svaki pravac prolazi kroz oo tocaka.

Upravo iz tog razloga, pravaca u trodimenzionalnom prostoru ima c* tj. ©® /oo .

Buduci da istu to¢ku moZzemo zapisati pomoc¢u homogenih koordinata (w: x:y:z) odnosno
(mw: mx: my: mz),

f= (f0,1=fo,2=f0,31f2,3=f3,1=f1,2) = (mfo,1=mf0,2:mf0,3?mf2,3=mf3,1?mf1,2)
= m(f0,1:f0,2:f0,3:f2,3:f3,15f1,2) = mf,

Pliickerove koordinate pravca su homogene.
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|z ove €injenice mozemo zakljuciti da je 00°® foo = 0> .

Nakon uvrstavanja moze se pokazati da je

fo1f23 t+ fozf31+ fosfiz =0

Ovu jednakost nazivamo Pliickerovom. Naime, uzmemo li Sest ,sluajno” odabranih brojeva
a,b,c,d,e i f te ih svrstamo u koordinatni zapis (a:b:c:d:e:f), smatram ¢emo ih
Plickerovim koordinatama pravca samo ako zadovoljavaju jednakost
ad + be + cf =0.

Uvjetom jednakosti, broj se neovisnih koordinata pravca svodi na Cetiri.

4.3. Sila u prostoru

Neka sila F djeluje u tocki X = (x,y, z) i neka je njen vektor F= (Fx,Fy,FZ), onda je

= 1 x Y Z
T:(O E, F FZ):(1-Fx:1-Fy:l-FZ:yFZ—ZFy:ZFx—xFZ:xFy—ny)

F = (F:E:F: MMy M)
Ovako izracunate koordinate zovemo Pliickerovim koordinatama sile. Vidimo kako su prve tri

koordinate skalarne komponente vektora sile 13, dok su preostale tri koordinate vrijednosti
momenata oko osi X, y i z.

Nadalje, uzmemo li kao vektor sile fm, koja djeluje u istoj tocki, ﬁm =mF = (mFE, mE,, mF,),
mozemo vidjeti kako je

e_(l X y z

Fm 0 mFE, mE, sz) = (mFx:mFy:mFZ:me:mMy:mMz) =mF

Takoder, vidjeli smo kako su F i mF Pliickerovi koordinatni zapisi istog pravca. Osim toga
Pliickerove koordinate sile ujedno su i Pliickerove koordinate pravca njezina djelovanja. No za

razliku od pravca, sile se razlikuju ako je m # 1. Na pravcu moze biti oo sila, Sto znaci da je broj

sila u prostoru o>,

Uzmemo li sada pravac f i koordinatne ravnine 1y, m,i 75, pri ¢emu je m; = xy (z = 0);
m, =2zx (y=0) in; =yz (x =0), homogene koordinate neizmjerno daleke tocke pravca
i probodista tog pravca s koordinatnim ravnina su

Fo = (0:fo,1: fo,2: fo,3)

Fyz = (=fo1:0: fi2: f31)
Fox = (=fo2: —f1,2:0: f2.3)
Fey = (=fo3: f3,1: = f2,3: 0).

Ako je f pravac djelovanja sile 9?, onda su
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4.4. Ravnina

Ravninu mozemo odrediti pomocu tri tocke ili tockom i pravcem.

Slika 8. : Ravnina zadana s tri tocke i ravnina zadana to¢kom i pravcem

U euklidskom prostoru, izrazen u Kartezijevom koordinatnom sustavu, implicitni oblik
jednadzbe ravnine glasi :

d+ax+by+cz=0.

Pomnozimo li jednadzbu s w, dobit éemo:

dw + awx + bwy + cwz = 0,

$to nam daje homogenu jednadzbu ravnine u projektivnom prostoru:
dw+ax+by+cz=0

Kao i do sad, posluZit ¢emo se determinantom. Ovog puta bit ¢e to determinanta ¢etvrtog reda

u Cije retke ¢emo upisati koordinate varijabilne tocke X te homogene komponente triju
zadanih tocaka X7, X5 i X3
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w o x Yy z

Wi X, Y. z X1 V1 73 Wi V1 744
1 1 Y1 741
Wo X | =w-|X2 V2 Zaf—x-{W2 V2 Z3
2 2 Y2 2
Wa X z X3 Y3 Z3 W3 Y3 Z3
3 3 V3 3
Wy X1 Zy Wi X1 )
+y-|W2 X2 Za|—2z-|W2 X2 Y2
W3 X3 Z3 w3 X3 Y3

Izjednac¢imo li dobiveni razvoj s nulom, dobit ¢emo jednadzbu ravnine.

X1 Y1 Z Wi V1 74 Wy X1 73 Wiy X1 Y1
w-|X2 Y2 Zz|—x-|W2 Y2 Z2|+y-|W2 Xz Za|—2z-[W2 Xz Y2|/=0
X3 Y3 Z3 W3 Y3 Z3 W3 X3 Z3 W3 X3 Y3

Sazeti zapis jednadZbe ravnine odredene trima tockama glasi
w o x y z
w, X z
W1 xl Y1 Z1 0 12]
2 2 Y2 2
W3 X3 Y3 Z3
Takoder, analogno koordinatnom zapisu toc¢ke, moZemo uvesti i koordinatni zapis ravnine
tako Sto ¢emo u jednadzbi ravnine koeficijente a,b,ci d smatrati homogenim
koordinatama:
Wi X1 Y1 Z1
a=(d:a:b:c)=|W2 X2 Y2 2
W3 X3 Y3 Z3

X1 V1 73 Wi Y1 Zi| W1 X1 Z3 wp X3 )
=||X2 Y2 Z2{:—=|W2 Y2 Z3|:|W2 X Zp|:—|Wy X )Y
X3 Y3 Z3 W3 Y3 Zz| |W3 X3 Z3 W3 X3 Y3

Razvijemo li navedene determinante tre¢eg reda po prvom retku, dobit ¢emo:

Y2 7 X2 Zy X2 Y2
a=|\x: - Y1 +2z

V3 Z3 X3 Z3 X3 Y3
Y2 Z Wy 7 w»
_[W1'|}I3 Zg|_y1. w3 Z3|+le w3 ”
:W1_|x2 Zz|_x1_ w Zz| - w x2|
X3 Z3 W3 Z3 W3 X3

ol GO PR R M RSP W )

1olxs ows ysl TV wy xg

Poznato nam je kako su determinante drugog reda koordinate pravca odredenog tockama
X1 1X,, pa moZemo zapisati:

a= (x1f(2 3 3’1f1§3) + Z1f(2 )

2,3 2,3
[Wlf( ) 1f0(23)+z1f( )]

Wlf(z 3) (2 3) + 7 (2 3)
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2,3 2,3
[W1f( ) xlf(z Rt Y1f( )D
(xlf 23 4 3’1f(2 Rt Z1f(2 #)

23 2,3 2,3
—W1f( )+3’1f( ) Z1f( )

(2,3 2,3 2,3
Wi f 8P+ 2 f P — o £ O

(2,3) 23) _ 2,3
_W1f1,2 + xlf 0(,1 ))

Toc¢ku i pravac smo zapisivali i na drugi nacin. ZapiSemo li tocku kao X; = (wy:%;) i

pravac odreden tockama X i X5 kaof(;3) = (]?(2,3): fn(lz/’j)), onda je

2,3 2,3 2,3
a—(x1 f( ).—Wlf(/o)+x1><f( )).

m/o m
Koordinate a,b i ¢ skalarne su komponente vektora okomitog na ravninu, pa saZeto
piSemo
a=(d:a:b:c) = (d:1,).
Za toCku (x,y,7) = (w:x:y:z) mozemo reci da leZi u ravnini (d: a: b: ¢), kao $to mozemo
reci kako ravnina (d: a: b: ¢) prolazi tockom (w:x:y: z), ako je
d+ax+by+cz=dw+ax+by+cz=dw+n,-2=0

Wi X1 Y1 7,

odnosno
Wy Xz Y2 Zz) ’

Za tocku X = (w:x:y:z) kaZzemo da leZi na pravcu f = (

pravac f prolazi tockom X ako je

w o x Yy z
<W1 X1 Y1 41
Wy X Y2 2

X y z w y z w x z w o ox Yy
=||X1 Y1 Z1|:—|W1 Y1 Zi|:||W1 X1 Zi||:—=[W1 X1 Y1
X2 Y2 Zp Wy Y2 Zp Wy Xo Zp Wy X Y2

= (Xfa3 +Yf31+ 2f12: —Wfa3 + Vo3 — Zfo2:

—Wf31+ 2fo1 — Xfoz: —Wfi2 + Xfo2 — Vfo1)

= (% fnjo: =Wfimso + % x f) = (0:0) = (0:0:0:0)
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Pravac moZemo odrediti i kao presjec¢nicu dviju ravnina

Slika 9.: Pravac kao presjecnica dvije ravnine

Fo(l @ he) o

B d2 a, bz C2
= (dq7lgy — daligy: Tigy X Tlgp)
= (f(),l:f(),Z:fO,B:fZS:fB,l:fl,Z)

fo1rfoz fo3 f2,3 f31 1 fiz nazivamo osnim (dualnim) koordinatama. Veza je ,obi¢nih” i
dualnih koordinata

f= (f2,35f_3,11f1,25ﬁ),1:ﬁ),2=ﬁ),3)

Sljede¢i zapisi predstavljaju ravninu odredenu pravcem i ishodiStem te projicirajuce
ravnine kroz pravac:

ao = (0: for:foz: fosz) = (0: fazi fan: fi2)

ay; = (—fo1:0: frai =fa1) = (= fo3: 0: foz3: =fo2)
U = (~foo: —f12:0: fo3) = (—fa1: —fo3: 0: fo)
Axy = (=fos: f31:=f23:0) = (=fi2: fo2: —fo1:0)

d a
d, a,

di by
dy by

di ¢
d, ¢

by ¢
b, ¢,

a; by
a, b,

G 4
'|C2 Cl2|

)
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Tocku moZemo zapisati kao sjecisSte triju ravnina ili kao probodiste pravca i ravnine

Slika 10.: Toc¢ka kao sjeciste tri ravnine i tocka kao sjeciste pravca i ravnine

d a b c
di a; by ¢ _
d, a, b, c, =0 [4]
d; az by c3
a, by ¢ di, by ¢ di, a4 ¢ d, a; b
d'az bz C2 —a'dz bz C2 +bd2 az Cz —C'dz az b2 =0
as bz c3 d; by c3 d; asz c3 d; az bs
dw+ax+by+cz=0
X =(Ww:x:y:2)
di, a4 by ¢
x = (dz az bz C2>
d3 az bz c3
_ b, ¢ €2 QA a, b,
= (al b3 C3 + b1 |C3 a3| + Cl a3 b3
—d +b -
Ubs ool TP dy el T Ay by
g C2 Gz |dy o d; a
) d1|c3 a3| al d3 C3 +C1 d3 a3
_ a, b, dy byl , |d2 az)
Ulas byl T%ldy byl “Pdy ag
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(alfz(z 3 4 b1f3(2 3) 4 le(z 3)
~ai 5+ b -
—d1f3(2 »3) +c (2 3) alf(z 3)
~difi3? + a1f<2 P = bif3?)
= ( Ng1* n(lz/s) d1f(2 ARSI X]?(z,g)) = (w:X)

2,3 2,3 2,3
(alfo( )+b1f( )_|_ ( )

2,3 2,3 2,3
dlfo( ) | blf( )~ 3(,1 )
2,3 2,3 2,3
ilf( ) e ( ) 11f( )

2,3 2,3 2,3
—d, 8P + 0, 12D - b, £27)
_ 2(2,3), 2(23) | = g — .7
- ( al mjo * _dlfm/o + n(Xl Xf(2,3)) - (Wx)

= (flar * izt —01fia,3) + e XF30) = (w: )

Pravac f = (fo1: foz: fos: fo3: fan: fiz) leZi u ravnini @ = (d:a:b:c¢) odnosno ravnina
a prolazi pravcem f ako je

(afps +bfsq + cfizi—dfoz + bfos — cfo,
i—dfs1 + cfor — afosi—dfiz +afo, — bfo,1)

= (afor + bfop + cfozi—dfor + bfiz — cfsa
i—dfo + cfo3 —afii—dfos +afs — bfz,s)

= (fig * f: —dyf + 17y Xfinso) = (0:0) = (0:0:0: 0)

Pravci f = (fo,1=f0,2:f0,3=f2,3:f3,1=f1,2) ig= (90,1190,2190,3192,3193,11 91,2) se sijeku ako je

f01923 + fo,2931 F fo391,2 F 23901 F 31902 + f1,2903 = 0

f*Gmjo + finjo -G =10

Ravninu moZemo odrediti pravcima f i g koji se sijeku

a = (fo1923 + fo2931 + fo3912 [5]
:f0,2903 — f0.390.2: f0,3901 — f0,1903: f0o.1902 — fo,290,1)

= (go1f23 + Go2f31 + Josfiz

:90,2f03 — 90:3f0.2:90.3f0.1 — 9o,1f0,3: 9o,1fo2 — 90,2f0,1)
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= (/F'g)m/o:fxg) = (g)'fm/o:g) Xf)

Nije primjenjivo kada su pravci usporedni t;. f lg.

Slika 11.: Ravnina odredena s dva pravca

Tocku takoder moZemo odrediti pomocu dva pravca tj. kao sjeciSte pravaca
f= (f0,1:f0,2:f0,3:f2,3:f3,1:f1,2) ig= (.90,1:90,2:90,3192,3193,1191,2)

X = (fz,sgo,l + f31902 * f1,290,3
f31912 = [1,2931: 12923 = f2.3912: 23931 — f3,192,3)
= (923fo1 + g31fo2 + 912f03
1931f12 — 912f31: 912023 — 92:3f12: 923f31 — g3,1f2,3)
= (fm/o 'g:fm/o X Gmso) = (Gmyo 'f:gm/o x fm/o)

Nije primjenjivo ako su oba pravca u istoj ravnini kroz ishodiste tj. fm Jo I Gmyo-

Slika 12.: Toc¢ka kao sjeciste dva pravca
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5. PRIMJENA GRAFOSTATIKE U PROSTORU

5.1. Nacela geometrijske konstrukcije
Geometrijske konstrukcije temelje se na dva nacela:

Prvo nacelo glasi: Silu u prostoru mozZemo rastaviti u dvije komponente na zadanim pravcima
ako i samo ako su ti pravci i pravac njezina djelovanja konkurentni i komplanarni, odnosno ako
se sijeku u jednoj tocki i ako su u jednoj ravnini.

Drugo nacelo je: Pri sastavljanju veriznog poligona, dvije sile rastavliagmo u po dvije
komponente tako da jedna komponenta jedne sile ponisti jednu komponentu druge sile. Te dvije
komponente moraju djelovati na istom pravcu, imati jednak intenzitet i suprotan smisao
djelovanja.

5.2. Zamjena triju mimosmjernih sila dvjema mimosmjernim silama

Opce rezultirajuce djelovanje tj. silu i moment moZemo zamijeniti staticki ekvivalentnim
dvjema mimosmjernim silama obzirom da su one pogodnije za grafostatiku.

Kako bismo olaksali razumijevanje postupka, zamjenu triju mimosmjernih sila dvjema prikazat
¢emo pomocu slika. Programski kod pisan je u Sageu te se temelji na izrazima iz teorijskog
dijela.

- - -
Tri zadane mimosmjerne sile u prostoru Sy, S, i S3 djeluju na pravcima s;,s, i S3.

83

Slika 13.: Plan polozaja sila
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lako na slici izgleda kao da se pravci sila sijeku, zarotiramo li sliku i pogledamo iz drugog kuta,

vidjet ¢emo da su sile zaista mimosmjerne.

Slika 13.: Plan polozaja sila

Prethodne slike predstavljaju plan poloZaja zadanih sila. Iste sile moZzemo prikazati i u poligonu

sila.

Slika 14.: Poligon sila
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Prvi korak pri zamjeni triju mimosmjernih sila dvjema mimosmjernim silama je odabir dviju
tocCaka, A, i A,, na pravcima s; i s,, te njihovo spajanje pravcem s, ,. Pravac kao spojnica dviju
tocaka odreden je prema izrazu [1].

51 S2

Slika 15.: Pravac kao spojnica dvije toc¢aka

Pravcima s; i s; , postavljamo ravninu g, a pravcima s, i s; , postavljamo ravninu g,. Ravnine

‘/

odredene pomocu dva pravca dobili smo koristedéi izraz [5].

Slika 16.: Ravnine g, i 05
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Presjecnica ravnina oy i 0, je pravac s; ». Ovu Cinjenicu mozemo iskoristiti i kao kontrolu. Pravac

kao presjecnica dviju ravnina odreden je izrazom [3].

Slika 17.: Pravac kao presjecnica dvije ravnine

- -

U dobivenim ravninama rastavljamo sile S; i S, u po dvije komponente, pri ¢emu je po jedna
- - - - - -

komponenta svake sile na pravcu s;,. Odnosno S; =571 +S1, 0 S, =51+5,, , a

komponente S; , i 5, 5 su na pravcu sy ;.

Za sada ¢emo u poligon sila prebaciti pravac s, ,.

Slika 18.: Pravac s; , u poligonu sila

Zavréni rad: Bozana Zivkovié 28



Sljedeci korak je to¢kom A, i pravcem s3 postaviti ravninu g3.Ravnina odredena tockom i
pravcem opisana je izrazom [2]. Presjecnica ravnina g, i 03 je pravac s, 3, koji je ujedno i
spojnica tocke A, i probodista A; pravca s3 i ravnine g,. Probodiste pravca i ravnine odredeno
je izrazom [4].

S3
03

Slika 19.: Ravnina zadana to¢kom i pravcem

Kao i u prethodnom dijelu sile , sada §2 i 5‘3, rastavljamo u po dvije komponente, pri cemu je
po jedna komponenta svake sile na pravcu s; 3.

Sada i pravac s, 3 moZemo prebaciti u poligon sila.

Slika 20.: Pravac s; 3 u poligonu sila
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Uzmemo li u obzir oba pravca, tj. pravce s , i s 3, dobit cemo sljedece

Slika 21.: Pravci s; , i 5, 3 u poligonu sila

S
Kako smo vec rekli, silu S, rastavljamo na dvije komponente, jedna je na pravcu s, , ,a druga
na pravcu s, 3. Kako su pravci s, , i s, 3 presjecnice ravnine g, ravninama o; i o3, oni leze u

ravnini o, kao i pravac s, na kojem se nalazi sila S, stoga, ponacelul. imamoS, =S5,; + 5,3

Slika 22.: Komponente sile §2

Sva tri pravca se sijeku u tocki A,.
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52,3

Slika 23.: Sjeciste tri pravca

Nakon $to smo rastavili silu 5‘2, odredili smo i po jednu komponentu rastava sila §1 i §3, aone
su 5‘1,2 = —5‘2,1 i §3,2 = —§2,3. Kako se komponenta §1_2 nalazi na pravcu s, ,, koji je sjeciSte
ravnina oy i 05, a sila §1 na pravcu s;, koji je u g; ravnini, i druga ¢e komponenta rastava biti u
04 ravnini. Drugu komponentu mozemo dobiti kao §1_1 = §1 - §1_2. Na sli¢an nacin dobijemo

- -
i komponentu Sj3 3 sile S3.

Slika 24.: Komponente sila §1 i §3
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- - -
Kao Sto vidimo, verizni poligon smo sastavili tako da se sile S,; i S;, te sile S,3 i
- - -
S3, medusobno ponistavaju, po nacelu 2.. Preostaju samo sile S 1 i S33. Uzmemo li druge
- g - - - - - g
oznake tj. §;; = Ry i §33 = R,, moZemo reci kako su sile S;, S, i S5 zamijenjene silama R i

R,.

Slika 25.: Poligon sila
Sile ﬁl i ﬁz mozemo vratiti u plan polozaja.

83
&

S1
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Slika 26.: Sile I_fl i ﬁz u planu polozaja
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5.3. Zamjena Cetiri mimosmjerne sila dvjema mimosmjernim silama

U slu¢aju kada imamo vise od tri zadane sile , klasi¢ni“ postupak sastavljanja veriznog poligona
u ravnini se u opc¢em slucaju nece moci nastaviti. Posluzit éemo se prethodnim primjerom uz
dodatak Cetvrte sile te tako opisati postupak zamjene Cetiri sile dvjema.

Opis zamjene Cetiri mimosmjerne sile dvjema ce, kao i prethodni primjer, biti slikovit. Takoder,
izrazi opisani u teorijskom dijelu, a koristeni su u prethodnom primjeru, koristit ¢e se i u ovom.

X . . 7 . . . Ve, s = = = . = .e . .
Cetiri ¢emo zadane mimosmjerne sile oznaciti sa S1, S,, S3 i S4 a njihove pravce djelovanja

S1,S2, 531 S4.

&3
Sz
: 53 Sy
S \
.
81

Slika 27.: Plan polozaja

Kako smosile Sy, S, iS5 uzeliiz prethodnog primjera, poznato nam je da su one mimosmjerne.

Ved je receno kako se ,klasi¢ni” postupak veriznog poligona ne moze nastaviti. Razlog tomu je
Sto pravci djelovanja sila .5?1,1 i§3,3 odnosno ﬁl iﬁz (u prethodnom primjeru) neée sjeci pravac
djelovanja neke ¢etvrte sile. Medutim, postoji rje$enje i za zamjenu éetiri sile dvjema. Cetvrtu
silu moZzemo pridruziti silama §1,1 i §3,3 tj. ﬁl i ﬁz te ponoviti postupak zamjene triju
mimosmjernih sila dvjema. Ova tvrdnja nam pokazuje kako zapravo bilo koji op¢i sustav sila
moZemo svesti na dvije rezultante na recipro¢nim pravcima.

s
U nasem primjeru, silu S, i pravac njezina djelovanja s, mozemo ,zanemariti“ u po¢etnom
dijelu obzirom da ¢e se prvo sile S;, S, i S3 zamijeniti sR; i R,. Zapravo, postupak iz
prethodnog primjera ponavljamo sve do kraja.
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$3

Sa

8

Slika 28.: Sile ﬁl iﬁz u planu polozaja

- - - - - - - -
Nakon sto smo sile §;, S, iS5 zamijenili silama s Ry i R, preostaju nam samo sile Ry, R, iS5, za

koje ponavljamo postupak.

Ry
R, s Sa
_—* “‘/
ry
R,

IIIIRZ
4

] 54

Slika 29.: Sile u planu polozaja i u poligonu sila
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Na pravcima 7y i , odabiremo dvije tocaka, A, i A5 te ih spajamo pravcem 1 ;.

Slika 30.: Pravac kao spojnica dvije tocke

Nakon toga postavljamo ravnine p; i p,. Ravninu p; postavljamo pravcima 1y i 1y 5, a ravninu
P2 pravcimary , i1,

P2

2

Slika 31.: Ravnine p i p,
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U ravninama p; i p, rastavljamo sile 1_2)1 i ﬁz u po dvije komponente pri ¢emu je jedna

komponenta svake sile na pravcu 7y .

Tockom As i pravcem s, postavljamo ravninu ps. Presjecnica 1, 3 ravnina p, i p3 spojnica je
toCaka A5 i Ag. ToCka Ag probodiste je pravca s, i ravnine p,.

P2

Slika 32.: Ravnina p3

- -
U ravninama p, i p3 rastavljamo sile R, i S, u po dvije komponente pri ¢emu je jedna
komponenta svake sile na pravcu 1, 3. MoZemo vidjeti kako se pravciry 5, 7, 3 i 73 sijeku u jednoj

tocki tj. u tocki As.

Iz

Slika 33.: SjeciSte tri pravaca
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Postupak i dalje nastavljamo kao i prethodnom primjeru. U poligon sila prenosimo pravce 7y ,

i 7,3

2

Slika 34.: Pravciry , i 1, 3 u poligonu sila

- - - -
Silu R, rastavljamo na dvije komponente na poznatim pravcima 1y, i1, 3tj. R, = Ry 1 +R; 3

Slika 35.: Komponente sile }32
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Nakon toga rastavljamo sile ﬁl i §4 tako da se jedna komponenta sile ﬁl nalazi na pravcu rq 5,
jednakog je intenziteta kao i 1—2)2,1, ali suprotnog smjera te jedna komponenta sile §4 nalazi na

pravcu 1, 3, jednakog je intenziteta kao i ﬁ2,3, ali suprotnog smjera.

Slika 36.: Komponente sila ﬁl i§4

Kao Sto nam je ve¢ poznato, komponente R, i R;, te komponente R, 3 i S5, se poniste te
- -
nam preostaju samo Ry, i S4, tj. kao konacno rjeSenje zamjene Cetiri sile dvijema silama

imamo Ry g i Ry k.

Slika 37.: Sile u poligonu i planu poloZaja
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6. ZAKLJUCAK

Koristeéi teorijsku podlogu te moguénost prenosenja izraza u programski kod, opisana su i
vizualno prikazana dva primjera trodimenzionalne staticke ekvivalencije. Grassmannova
algebrom problematika se prenijela u algebarski oblik koji je lako prenesen u programski kod.
Primjeri su, ispunjavajuci poznate cinjenice tj. nacela geometrijske konstrukcije pokazali kako
prostornom grafostatikom na efikasan i brz nacin dolazimo do rjeSenja odnosno do zamjene
postojeéeg sustava sila staticki ekvivalentnim, jednostavnijim i pogodnijim sustavom.

Na kraju, iako prostorna grafostatika u gradevinarstvu tek pronalazi svoje mjesto, neupitan je
njen potencijal i moguénosti koje donosi. U buducnosti, obzirom da je jedan od trendova,
bismo ¢eS¢e mogli susretati njenu primjenu, osobito u oblikovanju vla¢nih i vla¢no-tlacnih
prednapetih konstrukcija.
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