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GRADEVINSKI FAKULTET Usporedba postupka Crossa i postupka Wernera i Csonke

SAZETAK

U radu su usporedeni postupci Crossa i Werner-Csonke. Svaki od navedenih ima svoju
primjenu. Crossov postupak upotrebljava se kod nepomicnih, a postupak Wernera i Csonke kod
pomicnih sustava. Prvi korak isti je u oba postupka - izracunavaju se razdjelni koeficijenti,
momenti upetosti i prijenosni koeficijenti te se provodi uravnotezivanje dok neravnoteza ne
bude zadovoljavajuce malena. Nakon toga se kod Crossa dodaju pomaci kod svakog pridrzanja
te se uravnotezuju momenti upetosti nastali zbog tih pomaka. U postupku Wernera i Csonke
pridrzajnim se silama mijenja smisao djelovanja te se izraCunava njihov utjecaj. Oba nacina
rjieSavanja daju priblizno ista rjeSenja. Crossov je postupak dugotrajniji, dok je postupak
Wernera i Csonke slozeniji.

Kljucne rijeci : Crossov postupak, postupak Werner — Csonke, iteracija, relaksacijski
postupak

Zavrsni rad : Bruna Flanak i
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SUMMARY

The topic of the paper is the comparison of Cross and Werner-Csonka methods. Each
has its own field of application. We use the cross procedure for systems without sideway, and
Werner-Csonka for systems with sideway. The first step is identical in both methods — the
partition coefficients, the fixed end moments, and the carry-uver coefficients. Node balancing
is performed until they unbalanced moments are satisfactorily small. After that, with Cross, we
make shifts of each story and balance the moments caused by these shifts. With Werner-
Csonka, the reaction forces are reversed and their influence is calculated. Both methods have
approximately the same accuracy. Cross method requires more iterations, while Werner-
Csonka method is more complex.

Key words : Cross method, Werner — Csonka method, iteration, relaxation method

Zavrsni rad : Bruna Flanak i
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1.UVOD

Tema koja ce biti obradena u ovom zavrSnom radu je usporedba dvaju postupaka koja
se koriste za staticki proracun, postupak Crossa i postupak Werner — Csonke.

Svaki postupak je detaljno opisan, te je prikazan izvod izraza za svaki od pojedinih
postupaka. Takoder su na konkretnom primjeru zadatka primjenjena oba postupka rjeSavanja
te medusobono usporedena u svrhu pronalaska zakljucka.

Cilj ovog rada je analiza postupaka Crosa i Werner — Csonke, te dobivanje slicnih, tj.
jednakih konacnih rjeSenja na zadanom primjeru. Osim usporedbe rjesenja, prikazana je i duzina
i nacin rjeSavanja oba postupka. Razdrada ovog problema dat ce odgovor na pitanje koji od ova
dva postupka su brzi i efikasniji.

Cinjenica da se jedan komplicirani i kompleksni problem moze rijesiti na dva potpuno
razlicita nacina navela me na pisanje ovog zavrSnog rada. Takoder, rjeSavanjem zadatka
sljedecim postupcima kompleksni problem se pojednostavljuje.

Zavrsni rad : Bruna Flanak 1
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2. POSTUPAK CROSSA

2.1. Opis postupka

Crossova metoda ili metoda razdiobe momenata je relaksacijski, odnosno iteracijski
postupak rjeSavanja sistema jednadzbi ravnoteze za konstrukcije bez translacijskih pomaka
¢vorova ( postoje samo zaokreti ).

Iteracijska metoda podrazumijeva rjeSavanje jednadzbi inZzenjerske metode pomaka
iteracijskim postupkom. Cross je za kriterij dovoljne to¢nosti odabrao prirast momenata na
krajevima Stapova. PoCetna pretpostavka je da oslobadanjem po jedan cvor nastaje mogucnost
zakretanja u tom cvoru, u inace nepomic¢nom sistemu sprijecenih pomaka.

KreCe se od Cvora koji je najneuravnotezeniji. Nakon otpustanja ¢vora, u njemu se
uravnotezuju momenti prikljucnih Stapova dobivenih na osnovnom sistemu, uz dodavanje
vanjskih momenata ako postoje ( u tom ¢voru ). Neuravnotezeni momenti u ¢vorovima i njihova
razdioba dobiva se mnozenjem njihovih vrijednosti sa razdijelnim koeficijentima dobivenih iz
omjera krutosti pojedinog Stapa i zbroja krutosti svih Stapova spojenih u ¢voru. Dio takvih
dobivenih momenata treba prebaciti na suprotni kraj Stapa pri ¢emu je prijenosni koeficijent %
.Nakon uravnotezenja jednog Cvora, taj isti se upne, a postupak se ponavlja na sljedec¢em cvoru.

Postupak se ponavlja dok sve vrijednosti neuravnotezenih momenata u svim ¢vorovima
nisu priblizno nula. Zbrajanjem momenata upetosti, raspodijeljenih momenata i prenesenih
momenata dobivaju se konacni momenti na upetim krajevima.

Uz primjenjivanje na navedene konstrukcije bez translacijskih pomaka ¢vorova, Crossov
postupak se moze primijeniti i na sustave s dopustenim translacijskim pomacima. Takvi sustavi
se rjeSavaju na nacin da se u 1. fazi dodaju veze te se bez dodatnih sila dolazi do jednadzbi iz
kojih se dobivaju stvarni pomaci. Broj jednadzbi ovisi o broju veza koje su postavljene, a dobiveni
pomaci se uvrstavaju u jednadzbe i iz njih se dobivaju vrijednosti konacnih momenata.

Zavrsni rad : Bruna Flanak 2
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2.2. lzvodiizraza

S obzirom da se u postupku oslobada jedan cvor, i to najteSce onaj s
najneuravnotezenijim momentom, prirast kuta zaokreta ¢vora i kod obostrano upete grede

oznacit Ce se sa A(pi("i“), te ga se prikazuje kao :

. m{®™
A(Pi(nl+1) — i

2j; 4K ijp)

(ny)

pri Cemu je m;"* najveci neuravnotezeni rezidualni moment.

Ako je poznat prirast kuta zaokreta A"+

prirast vrijednosti momenta na kraju / elementa (ij):

cvora i, obostrano upete grede, tada je

(nj+1) _ (nj+1)
AM; 7 = Ak ) A,

1

Pri uravnoteZenju cvora zaokreti svih ostalih ¢vorova su sprijeceni, sto znaci da je
it1 v . . 41 . . -
Acpi(nl+ ) = 0, auvrdtavanjem izraza za Acpi(““r ) dobiva se sljedece :

4K,
(nj+1) (i,j1) (nj)
AMED = W) g
v i 4Kap

Zavrsni rad : Bruna Flanak 3
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Zbroj koeficijenata svih elemenata prikljucenih za ¢vor naziva se koeficijent krutosti
Cvora i, oznake k; = Y. 4 k(i) , @ sljededi izraz je za razdijelni koeficijent u Cvoru j za element

(i,j):

4Kk
Hij;= —ki

Na taj nacin se odreduju razdijelni koeficijenti za sve elemente spojene u tom cvoru.

Razdijelni koeficijent za jednostrano upetu gredu je:

3K
Hij;= —ki

dok je razdijelni koeficijent za klizno upetu gredu :

Kijo)
Hij;= kK,

Suma razdijelnih koeficijenata u ¢voru mora biti 1 jer je koeficijent krutosti cvora ijednak
zbroju svih koeficijenata krutosti elemenata spojenih u taj ¢vor:

Zavrsni rad : Bruna Flanak 4
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Z Heijp=1
Ji

Uvrsavanjem razdjelnog koeficijenta u jednadzbu za prirast momenta na kraju elementa
dobiva se sljedece :

(nj+1) _ (i)
AMjj 7 = I

Sumiranjem prirasta momenata dobiva se:

L)

Z AMEHD — qp(®
ji

odnosno:

=AMl L ™ = 0
Ji

Cvor se moZe uravnoteZiti dodavanjem momenta istog intenziteta ali suprotnje vrtnje
rezidualnom momentu. Dodani moment se razdjeljuje na prikljucene elemente u omjeru
njihovih krutosti. Upravo zbog ove Cinjenice se Crossov postupak naziva i postupkom raspodjele
momenata ili postupkom razidobe momenata.

Zavrsni rad : Bruna Flanak 5
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o (i)
- @ _
|

oo ()|

Slika 1 : UravnoteZavanje cvora (Izvor : [2])

AM Y r%ﬁgni)
> &) .,

z, T

AM D T
Slika 2 : Uravnotezavanje cvora pridruzenim momentima na elementima (Izvor : [2])

Postupak iteracije najcesce pocinje u onom ¢voru u kojemu je najveci neuravnotezeni
rezidualni moment. Nakon uravnotezenja Cvora mnozenjem neuravnotezenog momenta s
razdjelnim faktorom odreduju se momenti na krajevima Stapova susjednih ¢vorova pomocu
prijenosnog koeficijenta. Ako se kraj i elementa (j ji) zaokrene za kut, na drugom kraju elementa
Ji» pojavit ce se moment vrijednosti :

1
= (nj+1) _ (nj+1)
AM;; = 2k X Ag; - EAMi,ji

Prijenosni koeficijent za jednostrano upetu gredu je 0, a za gredu s jednim upetim
kliznim lezajem na kraju je -1.

Zavrsni rad : Bruna Flanak 6
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~.

A
/44

o

DO S~

~.

122
N =

§- j
| \

— 1

Slika 3 : Prijenosni koeficijenti za obostrano upetu, jednostrano upetu, i gredu sa upeto
kliznim lezajem na jednom kraju

Crossov postupak se ponavlja dok vrijednosti neuravnotezenih ili prenosecih momenata
ne postanu dovoljno, tj. toliko male da se mogu zanemariti. Razdjelni faktori, momenti upetosti,
i prirasti momenata upisuju se na grafickoj shemi konstrukcije. Konacni momenti na krajevima
Stapova dobivaju se zbrajanjem momenata upetosti i prirasta tijekom iteracije, raspodijeljenih
i prenesenih momenata. Sile na krajevima Stapova Tji V; odreduju se iz sume momenata na
pojedine dijelove sustava.

Zavrsni rad : Bruna Flanak 7
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3. POSTUPAK WERNER - CSONKA
3.1.  Opis postupka

Potreba za jednostavnijim proracunom visekatnih i viserasponskih okvirnih konstrukcija
rezultirala je ideju metode Werner — Csonka. Namijenjena je proracunu simetricnih okvira. Prva
faza je uravnotezenje momenata u Cvorovima na okviru sa sprijecenim translacijskim
pomacima, primjenom Crossovog postupka. On se ocituje u racunanju razdijelnih koeficijenata
| provedbi razdiobe momenata po Cvorovima sve dok neuravnotezeni moment ne bude
priblizno jednak nuli. Nakon odredivanja pridrzajnih sila, vrsi se proracun unutarnjih sila.

Sljedeci korak je opterecivanje okvira silama istih intenziteta kao zamisljene pridrzajne
sile koje se dodaju da se sprijeci pomak. Te sile djeluju na istim pravcima, istog su intenziteta,
ali razlicitog predznaka. Sile u pridrzajnim vezama odreduju se presijecanjem konstrukcije u
katu ispod veze u kojoj se trazi sila. Iz sume projekcija na pravac veze dobiva se sila u vezi. Druga
faza proracuna provodi se na sistemu sa slobodnim pomacima cvorova, tj. uvodi se poluokvir
koji opterecujemo izraCunatim silama.

Osnovna pretpostavka ove metode je da su, pri horizontalnom opterecenju ¢vorova
koncentriranim silama, kutovi zaokreta cvorova u jednom katu jednaki. Momenti upetosti se
racunaju na tako opterecenom sistemu. U gredama nema momenata upetosti jer se njihovi
krajevi ne zaokrecu. Pomocu poznatih vrijednosti poprecnih sila racunaju se vrijednosti
momenata upetosti u stupovima. Potrebno je definirati krutosti Stapova i greda kako bi se
definirao poluokvir i izracunali razdijelni koeficijenti jer je sada uveden drugi sistem. Krutosti
ovise o tome koliko grede i stupovi predstavljaju, tj. pokrivaju greda i stupova glavnog okvira.
To znadi da ako jedan stup u poluokviru predstavlja 3 stupa u okviry, njegova krutost je suma
krutosti tih triju stupova. Momenti upetosti se uravnotezuju na poluokviru s prijenosnim
koeficijentom -1, sve dok konacni neuravnotezeni moment ne bude priblizno nula. Dobiveni
momenti s poluokvira vracaju se na pocetni, ali treba imati na umu krutost greda i stupova na
poluokviru i okviru. Poanta je da se pravilno raspodijele momenti s obzirom na krutost greda |
stupova.

Zbroj momenata dobivenih Crossovim postupkom i momenata dobivenih postupkom
Werner — Csonke dati ce konacne momente.

Zavrsni rad : Bruna Flanak 8
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3.2. lzvodiizraza

Postupak je ilustriran na primjeru simetricnog viseetaznog okvira s jednim rasponom,
na kojem su sprijeCeni pomaci etaza.

Slika 4 : Simetri¢ni viSeetazni okvir s jednim rasponom (lzvor : [2])

Buduci da su sprijeCeni pomaci etaza, u prvom koraku se proracunava okvir sa
sprijecenim translacijskim pomacima c¢vorova, tj. primjenjuje se Crossova metoda.

U dodanim vezama ce se pojaviti reaktivne (pridrzajne) sile, a buduci da u izvornom
sistemu te veze i reakcije u njima ne postoje, okvir se opterecuje silama istog intenziteta i na
istim pravcima, ali suprotnog predznaka.

a) Ha b) _Hv2 H2 c) _H¥2 Hy 2
He _ Hai2 Hu2 | Ha/2 H22 |
H H2 Hui2 Hi2 Hi/2
T TR T TR T foccreiiong

Slika 5 : Okvir rastavljen na simetricni i antimetri¢ni dio (Izvor : [2])

Zavrsni rad : Bruna Flanak 9
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Uzduzne sile ne mijenjaju duljinu greda, Sto znaci da simetricno opterecenje nece
prouzroCiti momente savijanja. Oni mogu nastati samo zbog djelovanja antimetricnog
opterecenja. Pri djelovanju antimetricnog opterecenja polje pomaka simetricne konstrukcije je
antimetricno, tj. kutevi zaokreta i horizontalni pomaci su jednaki u oba cvora, a vrijednost
vertikalnog pomaka na polovini raspona grede je 0 i tu se nalazi tocka infleksije progibne linije.
S obzirom na to da je zakrivljenost u tocki infleksije 0, vrijednost momenta savijanja je takoder
0. Zbog te Cinjenice umjesto cijelog okvira moze se promatrati samo njegova polovica. Takav
promatrani sistem naziva se poluokvir.

Rubni uvjet koji treba ispostovati je u osi simetrije, a to je pomicni zglobni lezaj koji
sprjecava vertikalni, a dopusta horizontalni pomak i zaokret.

Prvi korak je racunanje vrijednosti momenata upetosti u stupovima iz poznatih
vrijednosti poprecnih sila uz pretpostavku da su kutevi zaokreta Cvorova sprijeceni, ali
horizontalni pomaci nisu. Sile u stupovima odreduju se presijecanjem konstrukcije u katu ispod
veze u kojoj se trazisila. Sila u vezi dobiva se sumom projekcija sila na pravac veze. Krajevi greda
se ne zaokreCu pa u njima nema momenata upetosti. Poluokvir je opterecen samo u ¢vorovima,
Sto znadi da su vrijednosti poprecnih sila u pojedinim stupovima konstante :

Tii-1=-Ti-1i =T,

Tocka infleksije progibne linije u polovistu jednaka je nuli, kao i vrijednost momenta
savijanja u toj istoj tocki ali samo kod stupa konstantnog poprecnog presjeka sto znadi :

1\7[1,1—1 = 1\7[1—1,1
JednadZba ravnoteZze momenata oko dna stupa (i — 1, /) iznosi :
—T;hy + My + Mj_1; =0

i daje izraz za momente upetosti:

_ 1
Mji-s = Mj_y; = ETihi

Zavrsni rad : Bruna Flanak 10



GRADEVINSKI FAKULTET Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

Presijecanjem konstrukcije u katu ispod veze u kojoj se trazi sila i pomocu uvjeta
ravnoteze horizontalnih sila koje djeluju na dio poluokvira iznad presjeka (kroz /- ti stup) dobiva
se vrijednost poprecne sile T; :

e
j=i

Potrebno je definirati razdjelne | prijenosne koeficijente prije proracuna poluokvira.

Grede su u osnovnom sistemu jednostrano upete, pa za prirast vrijednosti momenta na
upetom kraju zbog zaokreta ¢vora vrijedi izraz :

(nj+1) __ (nj+1)
AMEHY = 3k, A

gdje je k; 4 koeficijent krutosti grede poluokvira:

Ei(2l}) E{
ig = 1 =4 1 = 4k(i1,iz)

2
Prirast vrijednosti momenta moze se izraziti | pomocu koeficijenta krutosti grede
izvornog oblika :

(nj+1) _ . (nj+1)
AMi,g = 12k(il,i2) A(.p

1

S obzirom da horizontalni pomaci osnovnog sistema nisu sprijeceni, kod izvoda za
vrijednost momenta u stupu zamislja se da na kraju priklju¢enom u Cvor stup ima krutu
pomicnu vezu koja omogucuje pomak okomito na njegovu os. eza izmedu prirasta vrijednosti
momenta na krajevima i prirasta kuta zaokterta kraja /dana je sljedecim izrazima:

AM{T = k(il—1,i)-A<P-(ni+1)

1,1—1 1

am{Y = _k(i1—1,i)'A(p'(ni+1)

i—-1,i i

Zavrsni rad : Bruna Flanak 11



GRADEVINSKI FAKULTET Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

gdje je k(-1,) koeficijent krutosti stupova poluokvira :

E{(2I)) E'l
P oy VA, R
(i1-10) h; h;

= 2k(11 1,i)

Zakretanjem za kut A(p uravnoteZUJe se cvor / na koji djeluje rezidualni moment

vrijednoatu MY ;

—AMi('Igli-i—l) AM(n1+1) AM(n1+1) + EUt(nl)

i—-1,i i,i+1

(3k1g + k(1 1,i) + k(11+1)) A(P(nl+1) 8j’ti(ni)

1

i _kyv

1

(nj)
A(p(ni+1) _ ED?'H ’

(nj+1)

Dobiveniizraz za prirast kuta Ag; moze se uvrstiti u izraze za vrijednosti momenata

na krajevima lezaja grede i stupa:

AM (n11+1)

k .
(njij+1) _ 2(@- 1,i) (my) _ . (ny)
AM“ 1 = —kw : EIRi = Hji-1 m.

3k;
AM(n1+1)_ ii+1 ED't(nl) Wiist ﬁn(m)

i,i+1 kw

Razdijelni koeficijenti za Cvor isu:

3k;
Hi,g = kw )

Zavrsni rad : Bruna Flanak 12
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= Ki-1,i)

ii—-1 — )
ki

by = Kit1

Li+1 — 1w
ki

Oni se mogu izraziti pomocu koeficijenata krutosti grede i stupova izvornog okvira :

ki" = 12kq, i,y + 2K, -1i) + 2Ky i)

12Kk, iy)
1

_ Zk(i1—1,i12)

l"l‘" ==
4 = i
L8 k;N
|zrazi pokazuju da je AMl.(ffil) = —AMi(’?jjl), 3to znadi da je prijenosni koeficijent -1.

Zbroj momenata na krajevima jednog stupa naziva se moment etaze i iznosi:

MO 01504 i)

i—1,i ii—1

|z jednadzbe ravnoteze momenata oko dna stupa slijedi:

=T hj + My + Mj_y;=-T-h; + Miﬁi“) =0,

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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GRADEVINSKI FAKULTET Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

(nj+1
Me§+):Ti'hi

Iz navedene jednadzbe, zakljucak je da vrijednosti momenata etaze tijekom proracuna
moraju ostati konstantne. Prilikom vracanja izracunatih vrijednosti s poluokvira na okuvir,
vrijednosti se moraju raspoloviti :

1
Mi i, = My, ;, = EMlg
1
Mi i, , =M, , EMi'l_l

Mi i, = Mi, 2= EMMH

Opisani postupak proSiruje se na proracun nesimetricnog viseetaznog okvira s jednim
rasponom. Pridrzani sistem nastavlja se rjeSavati Crossovim postupkom pod zadanim
djelovanjima i racunaju se reakcije u dodanim vezama. Nakon toga se okvir u odgovarajucim
cvorovima opterecuje silama istih intenziteta i pravaca djelovanja, a suprotnih orijentacija.

b @ ]Vi.g
a. > . —’ﬂ S
1" hs (23) hs
Esl3 EY T ®
34 ko
@ /7! g [T’ﬂ% K3
E212 @ HQ 2 . W
. (1,2) .
Eq Iy EJTY ha = ha
@ ]‘l‘y
> ——n L
Ei L ® ErTY h ko.1) h
NN N Qm , —
t 2

Slika 6 : Okvir rastavljen na poluokvir ,preklapanjem” (Izvor : [2])

Zavrsni rad : Bruna Flanak 14



GRADEVINSKI FAKULTET Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

S obzirom na to da okvir nije simetrican, pod antimetricnim opterecenjem progibna linija
nece biti antimetricna. U prvoj fazi proracuna uzimamo da su kutevi zaokreta oba cvora na nekoj
od etaza medusobno jednaki. To rezultira jednakosti i kuteva zaokreta, pa e u sredini raspona
biti tocka infleksije u kojoj je moment savijanja jednak nuli. Zbog toga se i sada okvir prve faze
proracuna moze zamijeniti poluokvirom.

\rijednosti momenata upetosti rjeSavaju se prema sljedecem izrazu :
_ _ 1
Mij-1 = Mj_q; = ETihi

U nesimetricnom okviru stupovi u jednoj etazi nisu medusobno jednaki. Zbog toga
koeficijente krutosti stupova poluokvira definiramo kao zbroj koeficijenata krutosti stupova
okvira:

Ka-1 = Kay-1ip) + Kiip-1iy)
paje:

ki’ = 3kig + k-1 + Keivn) = 12k, 1) + [Kay-1i0) + Keip-vin] + [Keipigen +

k(izriz‘l'l)]

a razdijelni koeficijenti su :

o= 3ki,g _ 121((11,12)
T TRy

k-1 _ Kaa-1in + Kp-1ip)

I"l",'—l =
BT kY

Kivri  Kapip+n T Kagiz+n

Hii+1 = 7w w
ki ki

Ponovno se provodi relaksacijski proracun na poluokviru s prijenosnim koeficijentom -

Zavrsni rad : Bruna Flanak 15
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Vrijednosti dobivenih momenata na poluokviru raspodjeljuju se na odgovarajuce
elemente okvira u omjerima njihove krutosti :

1
M i, = My,;, = EMi,gl
M B K, -1ip) M
-1 = ii—1»
T K1yt KGpm1iy
M B Ki,-1y) M
-1 = ii—1»
P K1y F K-ty
M _ k(il'i1+1) M
iig+1 = Li+1,
i k(i1:i1+1) + k(izriz‘l'l) v
k(i i +1)
M12,12+1 = 22 Mi,i+1-

k(i1ri1 +1) + k(izjiz +1)

Buduci da pretpostavka o jednakosti kutova zaokreta jedne grede nije ispravna, cvorovi
okvira nece biti u ravnotezi.

Zato se, u drugoj fazi proracuna, momenti u Cvorovima uravnotezuju Crossovim
postupkom ( pritom treba sprijeciti horizontalne pomake etaza).

Daljnjim racunanjem vrijednosti poprecnih sila u stupovima presijecanjem etaza, otkrit
Ce se da je narusena ravnoteza horizontalnih sila, tj. one nisu u ravnotezi sa silama H;

U vecini slucajeva je neispunjenje tih uvjeta ravnoteze toliko malo da se dobiveni
rezultati mogu smatrati konacnima.

U potrazi za tocnijim rezultatima, ponavlja se cijeli postupak i dobiveni rezultati se
pridodaju prethodnima. Dobiveno rijeSenje i dalje nije konacno, ali ga se ovisno o velicini
neuravnotezenih sila moze smatrati konacnim.

Daljnjim ponavljanjem ciklusa postize se bilo koja to¢nost.

Analogija s Crossovim postupkom je jasna, zbog uravnotezivanja cvorova vise puta do
zahtijevane toc¢nosti.

Uvodenje popravnog koeficijenta omogucava prekid postupka, uz dovoljnu toc¢nost ,za
prakticne potrebe’, vec nakon prvog ili, u najgorem slucaju, nakon drugog ciklusa.

Zavrsni rad : Bruna Flanak 16
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4. USPOREDBA POSTUPKA CROSSA | WERNER — CSONKE
4.1. Postupak Crossa

g} Rl

g | 23 3.0
: - +

g2 - I2 72 3.0
— & —]-

Q== 5 n 4.0
T haasiaand —

" - /

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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GRADEVINSKI FAKULTET Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

ULAZNI PODACI :

gi=10kN/m grede: stupovi:
g2=20kN/m g:1ig2 :b/h=30/60 cm. Si: b/h = 45/45 cm
gs=25kN/m g3: b/h =30/45cm S;is3: b/h=30/30cm

E =3 -107kN/m?

FIZIKALNE KARAKTERISTIKE :

GREDE :

0,3:0,63

giig,: El=3-107 = 162000 kNm? = 8EI

g:  El=3-107-222% _ 68343 75 kNm? = 3,375EI

STUPOVI -

s;:  El=3-107- %% _ 102515625 kNm? = 5,0625E]
03033

Syiss: EI=3-107 = 20250 kNm? = EI

Zavrsni rad : Bruna Flanak 18
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Prvi korak : Crossov postupak uslijed zadanog opterecenja :

Osnovni sistem :

@ ®

I_—| R
) 0 b_% -

® ®
i g A

1]

©) @
i }_% By

L
1]

qQ

Krutosti stapnih elemenata:

ks =kys = kge=kes = 8EI/5 = 1,6 EI

k,g = kg, = 3,375E1/5 = 0,675 EI

kis=kss =kyps=ky, =50625EI/4 = 1,265625 EI

k3,5 = k5,3 = k4,6 = k6,4 = k5,7 = k7,5 = k6,8 = k8,6 = EI/?’

Zavrsni rad : Bruna Flanak 19
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Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

Razdijelni koeficijenti :

as1 = 4ks1 = 50625E] -3y = az1/ks =040 = py,

a3,4 == 4k3’4 = 6,4' EI - l,[3'4 = a3,4/k3 = 0,50 = 'u_4'3

ags = 4kss = 4EI/3 > uzs = azs/ks = 0,10 = pye

k3 = Z a3’i = 12,7858E

asz = 4ksz = 4EI/3 > us3 = as3/ks = 0,15 =g,

ase = 4kse = 6,4 El = Use = Ase/ks = 0,70 = pgs

as7 = 4ks, = 4E1/3 - Us7 = a5,7/k5 = 0,15 = pgg

k5 == Z a5’i == 9,06667EI

a75 = 4ky;5 = 4EI/3 > u;5= a;5/ks = 0,33 = ugg

a7;g8 = 4k, 5 = 2,7 EI - Uy = a7,8/k5 = 0,67 = ug;

k, = Z a,; = 4,03333EI

Momenti upetosti:

_ q1.42
M1’3 = _M3'1 = ? = 13,33 kNm

— — q2 " 32

M3’5 S _M5,3 = 12 == 15,0 kNm
— — q3 " 32

M5’7 S _M7,5 = 12 == 18,75 kNm

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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|zracun reakcija u zamisljenim spojevima:

@ ® s
s i

1‘7,5 ’I.&B

M;s + Ms ; 93 3 Mge+ Mgg

R = Tyg 4 Typ = 22 00 = 355 kN
.IVS.T Iu
—_— —_—
I @ @ H Iy .
7‘5') ,I.L\(

Rz(l) = T5,3 + T6,4 - T5,7 - T6,8

Ms 5 + M35 42 3 n Mgy + My _ M; s + Ms ; n qs - 3 _ Mg + Mg g

3 2 3 3 2 3
= —69,9 kN
Tss T
| @ ©® H R
'I_ -_—
Tss T

R1(1) = T3,1 + T4,2 - T3,5 - T4,6

_ Msq1+ M5 4 4 n My, + My, _ Ms 3 + M35 42 3 _ Mgy + Mye
4 2 4 3 2 3

= —49,8 kN

Zavrsni rad : Bruna Flanak 22
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Drugi korak : Crossov postupak uslijed opterecenja pomakom 7z;:

osnovni sistem : plan pomaka:

D® ®L—J’—% _REL ° 7_5

®
I

1

L]
T
iez
oot od

® ® pd .
(B ¥ —— -
T 150
T EI
¥4
® ®
T T

kutovi zaokreta. elemenata :

@ 375
l/}1,3 - ¢2,4 - 4 - El
w50

Y35 = Py = 3 = El
momenti upetosti:
M1’3 = M3’1 = M2,4 = M‘l_’z == _6 k1'3¢1’3 = 284,76 kNm

M35 =Ms3 =Myg =Mgy = —6 k3535 = —100 kNm

Zavrsni rad : Bruna Flanak 23
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Raspodjela momenata M@ :

smjer obilazenja:3-4-6-5-7-8

- e i
../I\. 1 O g ﬁ%\. ” | 4v.H _,\.7../
a _|_W.0.MMMML, | n _|_m.m, LL% =) g WMMLLW_U (m
& = =3 A = O.W 0 —
S J52m 5% |/ ° Sedeqagsal)/ Sfeise s

mmww._“uw 8\_2”._ 2m27 M

A [ (S Yy

TRk Ee5A3a3 TR ERREN
I @ e
s /| HE = | A A5 s /|ria g bt
s/ — = " WO aOﬁ ~ - W

: LGN REEREL LN G JepaiEsH
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Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

|zracun reakcija u zamisljenim spojevima:

@ ® s
s R

Tys Tas

R3(2) = T,5+ T8,6 = 3 + 3 ~ =10,5kN
| ® ® Ry
| -

3 3 3
= —147,1 kN
Tys Tes
| @ ® H By
|
Tss T

R1(1) = T3,1 + T4,2 - T3,5 - T4,6

_ M3,1 + M1,3 + M4,2 + M2,4- . M5,3 + M3,5 . M6,4 + M4,6

4 4 3

= 375,5kN

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

Treci korak : Crossov postupak uslijed opterecenja pomakom 7z

osnovni sistem : plan pomaka:
@ @ R (7)
[ P4 - :
¥s7
[._I® ®I— R;I,:_ d ﬁ:
) O
: _ ' 150
Uy = —
El ¥is5
—|® @I_ R:li:
[H O -
@ ©)
T T et TR

kutovi zaokreta. elemenata :

@ 50
l/)3,5 - l/)4-,6 - 3 - El
@, 50

l/J5,7 = 1/)6,8 :?— E

momenti upetosti:

M3,5 = M5,3 = M4,6 = M6,4 =

M5,7 = M7,5 = M6,8 = M8,6 =

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

|zracun reakcija u zamisljenim spojevima:

@ ® s
s R

Tys Tas

R3(3) = T7,5 +Tge = 3 + 3
| ® ® Ry
| -

R2(3) = T5,3 + T6,4 - T5,7 - T6,8

= —109,4 kN

_ M5,3 + M3,5 + M6,4 + M4,6 . M7,5 + M5,7 . M8,6 + M6,8

3 3 3
= 233,9 kN
Tys Tes
| @ ® H By
|
Tss T

R1(3) = T3,1 + T4,2 - T3,5 - T4,6

3

_ M3,1 + M1,3 + M4,2 + M2,4- . M5,3 + M3,5 . M6,4 + M4,6

4 4 3
= —148,3 kN

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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Cetvrti korak : Crossov postupak uslijed optereéenja pomakom 7z3:

osnovni sistem : plan pomaka:
@ @ R (&)
[ R§ -
' - ' 150
ST EI

kutovi zaokreta. elemenata :

@ 50
lp5,7 _l/)6,8 - 3 - El

momenti upetosti:

Ms; =M;5 =Mgg = Mgg = —6 ks 5, = —100 kNm

Zavrsni rad : Bruna Flanak 29
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Raspodjela momenata M :
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|zracun reakcija u zamisljenim spojevima:

@ ® s
s R

Tys Tas

Ry™ = T, + Tge = 3 + 3 % =100 kN
Tss Tys
o O g &
— S
Tb.) jtu

3 3 3 3
= —109,3 kN
1&, I{h
| @ © B
|
Ty Tea

Zavrsni rad : Bruna Flanak 31
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Jednadzbe ravnoteze :
Rl(l) + Rl(z) . ﬁl + R1(3) . ﬁZ + R1(4) . ﬁ3 =0
Rz(l) + RZ(Z) By + R2(3) By + R2(4) B3=0

R3(1) + R3(2) By + R3(3) By + R3(4) B3=0

—49,8 4+ 375,5- 5, — 148,38, +10,5- 53 =0
—69,9 +147,1- B, + 233,95, —109,3-B; =0

—3554+10,5-8, —109,4-B, +100- 53 =0
B1 = 0,83053686

B2 =1,93606182

B3 = 2,38584526

Konacni momenti savijanja :
M=M®D+MDB + M3 B, + M® B, =0
M, ; = 195,6 kNm

M3, = 114,4 kNm

M35 = 89,8 kNm

Ms3 = 65,5 kNm

Ms; = 46,2 kNm

M;s =159 kNm

M3, = —204,2 kNm

M4’3 S _204’,0 kNm

Zavrsni rad : Bruna Flanak 32
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M5, = —111,7 kNm M,, = 127,6 kNm
Mgs = —106,7 kNm Mye = 76,4 kNm
M; g = —159 kNm Mg, = 82,5 kNm
Mg, = —26,0 kNm Mgg = 24,2 kNm
M,, = 181,8 kNm Mge = 26,0 kNm

Konacni dijagram momenata:

~ S
- ]
— !—__——_———_"—
159 M 26.0 M l
A
]
I
I
I [
' 3
462 - 24.2
665 = 825
- /
A /
S
76.
1276
pracacaoid

Zavrsni rad : Bruna Flanak 33
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4.2. Postupak Werner - Csonke

Prvi korak postupka Werner-Csonke identican je Crossovom postupku, sto znaci da
rjeSavamo pridrzani sistem pod zadanim djelovanjem te proracunavamo reakcije u dodanim

vezama. |z toga dobivamo sljedece :

@ ®

" D—%L

]%Rx
—_—

1
L
1]

aQ

Krutosti stapnih elemenata :

ks =kys =kge=kes =8EI /5=16EI

k,e = kg, = 3,375EI /5 = 0,675 EI

kis=kss =kys=ky, ="50625EI /4 =1,265625 EI

k3,5 = k5,3 = k4,6 = k6,4 = k5,7 = k7,5 = k6,8 = k8,6 =EI /3
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Razdijelni koeficijenti :

as, = 4ks3, = 5,0625E] - 3, = a3,1/k3 =040 = iy,

a3,4 == 4k3’4 = 6,4' EI - l,[3'4 = a3,4/k3 = 0,50 = 'u_4'3

a35 = 4k3s = 4EI/3 > uzs = azs/kz = 0,10 = py,

k3 = Z a3’i = 12,7858E

as3 = dks 5 = 4E1/3 —> Us3 = a5,3/k5 = 0,15 = g4

ase = 4kse = 6,4 El = Use = Ase/ks = 0,70 = pgs

as7 = 4ks, = 4E1/3 - Us7 = a5,7/k5 = 0,15 = pgg

k5 == Z a5’i == 9,06667EI

a75 = 4ky;5 = 4EI/3 > u;5= a;5/ks = 0,33 = ugg

a7;g8 = 4k, 5 = 2,7 EI - Uy = a7,8/k5 = 0,67 = ug;

k, = Z a,; = 4,03333EI

Momenti upetosti :

i q14°
M1’3 = _M3'1 = ? = 13,33 kNm

— — q2 " 32

M3’5 S _M5,3 = 12 == 15,0 kNm
— — q3 " 32

M5’7 S _M7,5 = 12 == 18,75 kNm

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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GRADEVINSKI FAKULTET

Raspodjela momenata M®:

7-5-3-4-6-8

Zenja Cvorova:

v

smjer obila

L

mw rm\.,_, )
¢ k O r| _,2_
3*\.« 0.* II\,
3 2 )\ gietels SAg ,
(=] (=} (=] (=] (=]
sl 1
" wy o
LEEEE GEEERE LECER
~ 9
7 oEeana Y Rk
(&) () (=) .
" & 2._mmn, 1\
s 2 /| 492 3 \
< = (=] .
~” “wy wy
A 2V3 S50 ¥ mMmLN
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|zracun reakcija u zamisljenim spojevima:

@ ® Ry
i _15
Ty Tas
M, +M 3 Mg+ M
R3 = T7'5 + T8,6 = 73 3 >7 - q32 + 86 3 68 = _35,5 kN
Tsq Tas
_— —_—
| ® ® H Ry _
<|— -—
T'sa Tas

R, = T5,3 + T6,4 - T5,7 - T6,8

_ Ms3+ Mz 42 3 n Mg s+ Mg _ M7 5 + Ms ; 93 3 _ Mge + Mg g

3 2 3 3 2 3
= —69,9 kN
Tss Tys
| ® ® H Ry
-— -—
Tss T

R, = T3,1 + T4,2 - T3,5 - T4,6

_ Msq1+ M3 4 4 n My, + My, _ Ms 3 + M35 42 3 _ Mgy + Mye
4 2 4 3 2 3

= —49,8 kN
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Drugi korak postupka Werner — Csonke : pomicni zamjenski sistem

osnovni sistem:

=
I3

-

|
—
L
=

H1 == _R1 = 4’9,8 kN
HZ = _Rz = 69,9 kN

H3 = _R3 = 35,5 kN

Zavrsni rad : Bruna Flanak
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Momenti upetosti:

My = My, === =310,4 kNm

T

MII,III = M111,11 =

T3'3

MIII,IV = MIV,III =

Razdijelni koeficijenti :

= 158,1 kNm

= 53,25 kNm

ay; =ks1 +kyp =253125E1 - pyp = ag/ky = 0,11

a”‘”I = 12k3’4 = 19,2 El

Qi = k3s + kae = 4E1/3
k= Z ap; = 22,3979E1
Qi = ks3 + kea = 2E1/3
Ay = 12kse = 19,2 El
Ay = ks + keg = 2E1/3
Ky = z i = 20,5333E]
Qv = k75 + kg = 2E1/3

aIV,IV/ == 12k7,8 = 8,1 El

kIV = Z aIV’L' = 8,7667E1

Zavrsni rad : Bruna Flanak

= = e /ky = 0,86

= Ui = a11,111/ k; =0,03

= Uy = an/kn = 0,03
= M’ = aIII,III’/kIII = 0,94

= Uiy = aIII,IV/ ki =0,03

= Ui = aIV,III/ ky, =0,08

= Wy = Gy /ky =092
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Usporedba postupka Crossa i postupka Werner - Csonke

Raspodjela momenata M"¢:

smjer obilazenja cvorova: Il - Il - IV
W
0,92
—— 2
8,00 55,22 =
——] -0,15
53,25
677 —§5,37
—4,50
0,15
55,37
§1,13
—0,15
4,50
53,25
I
0,03
e 2
0,03 -21188 —
——] —-47
158,1
14,06 —116,69
—6,76
0,21
-0,15
150,74
165,45
0.15
-0,21
6,76
—14,06
n 155,1
T
0,03
e pay
0,11 —402,91 —
—— -551
3104
iy -0,13
-0,7 —405.8%
—0,02
268,11
362,69
0,02
0,74
51,53
310.4
L e
]
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Konacni momenti savijanja :

Zadani sistem je simetrican okvir sa jednim poljem Sto znaci da nema daljnjeg postupka
rieavanja vec kona¢ne vrijednosti mozemo odmabh izrac¢unati po formuli M = MR + MW¢ /2,

M, = 13,06 + 362,45/2 = 194,4 kNm
M,, = 0,07 + 362,45/2 = 181,3 kNm
M;, = —13,87 + 257,95/2 = 115,3 kNm
M,, = 0,09 + 257,95/2 = 129,1 kNm
M = 14,55 + 150,5/2 = 89,6 kNm
M,¢ = 0,14 + 150,5/2 = 75,7 kNm

Ms, = —15,79 + 165,1/2 = 66,4 kNm
Mg, = 0,44 + 165,1/2 = 83,4 kNm

Ms, = 18,38 + 52,4/2 = 46,5 kNm

Mgg = —0,73 + 52,4/2 = 25,0 kNm

M,s =—11,98 + 56,5/2 = 15,6 kNm
Mgs = —2,26 + 56,5/2 = 25,5 kNm

M, = —0,68 — 408,45/2 = —204,9 kNm
M,; = —0,23 — 408,45/2 = —204,8 kNm
Msg = 2,59 — 217,5/2 = —112,9 kNm
Mgs = 0,29 — 217,5/2 = —108,4 kNm

M, g = 11,98 —56,5/2 = —15,6 kNm
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Mg, = 2,26 — 56,5/2 = —25,5 kNm

Provjesi parabola:

2

q1.4

M(ql) = =20 kNm
qz.4*

M(q2) = = 22,5kNm
q3.4*

M(q3) = g = 28,1 kNm

Konacni dijagram momenata :

- 3
v ]
J—
156 v 25.5 M
'
!
I
/ -
: %
65 - 25,0
54 = 53,4
e

194.4 151,3
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5. ZAKLJUCAK

Nakon provedene analize postupaka Crossa i Werner — Csonke na zadanom primjeru
okvira vidljivo je da je postupak Werner — Csonke znatno jednostavniji i kraci zbog koriStenja
zamjenskog poluokvira umjesto racunanja i iteriranja svakog koraka zasebno Sto bitno ubrzava
proces uravnotezavanja samog okvira. No zbog koristenja zamjenskog poluokvira kod ovog
procesa treba uvelike obratiti paznju na racunanje koeficijenata krutosti i razdijelnih
koeficijenata krutosti, raspodjelu momenata s poluokvira na okvir, racunanje poprecnih sila
okvira i razlika medu njima te uvrstavanja popravnog koeficijenta. Popravni koeficijent se moze
koristiti jedino u slucaju kada su razlike medu horizontalnim silama istog predznaka.

Postupak Crossa je uvelike slozeniji te zahtjeva viSe vremena za proracun, ali postupak
racunanja ovim postupkom je rutinski te je vjerojatnost za pogresku bitno smanjena. Ovaj
postupak je na ovom konkretnom okviru sveden na cetiri koraka, od kojih je prvi proces
uravnotezavanje momenata uzrokovanih djelovanjem vanjskih opterecenja. Dok kod preostala
tri koraka takoder provodimo uravnotezavanje momenata samo Sto su u tim procesima
momenti upetosti dobiveni uslijed djelovanja unutarnjih pomaka okvira.
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