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Sazetak

SAZETAK

U radu je obradena vlacno-tla¢na analogijja. Temeljna zamisao proizlazi iz Hookeovog
uocavanja analogije prijenosa vlacnih sila u ovjeSenom uzetu ili lancu i tlacnih sila u zidanom
luku, Sto uvjetuje njegov idealan oblik — lancanicu. Navedeni su znacajni primjeri njezine
primjene u povijesti graditeljstva. Opisan je povijesni razvoj modeliranja lukova, uz spomen
svodova i kupola kao tlacnih konstrukcija, sve do uklapanja u modernu granicnu analizu
pomocu ravnoteznog pristupa. Nakon toga navedeni su nacini primjene fizickih modela u
oblikovanju zidanih gradevina i ljuski, a koji su zasnovani na vlacno-tlacnoj analogiji. Slijedi
povijesni razvoj gipkih vlacnih konstrukcija te suvremeni numericki model za njihovo
oblikovanje - metoda gustoce sila. Pokazan je i primjer uporabe metode gustoce sila u
oblikovanju tlacnih konstrukcija. Naposlijetku, izradeni su primjeri koji demonstriraju
primjenu veriznog poligona u analizi i oblikovanju tlacne linije zidanih lukova te u oblikovanju
tlacnih ljuski.

Kljucne rijeci: lancanica; luk; ravnoteza; tlacna linija; verizni poligon; ljuska; gustoca sila
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Summary

SUMMARY

Subject of this final exam thesis is the tension-compression analogy (which is today usually
called hanging cloth analogy). The basic idea stems from Hooke's analogy of the
transmission of tensile forces in a suspended rope or a chain and the compressive forces in
a masonry arch, which determines its ideal form - a catenary. Significant examples of its
application in the history of architecture are listed. The historical approach to masonry arch
modeling is described, with the mention of vaults and domes as compression structures,
up until modern times when the equilibrium approach to arch design and structural analysis
is fitted into the frame of limit analysis. After that, the paper shows the ways of applying
physical models in the design of masonry buildings and shells, which are based on the
hanging cloth analogy. What follows is the historical development of flexible tensile
structures and a modern numerical model for their design using the force density method.
An example of the use of the force density method in the design of compression structures
is also shown. Finally, examples were made that demonstrate the application of the
funicular polygon in the analysis and shape of the thrust line of masonry arches and in the
design of compression shells.

Key words: catenary; arch; equilibrium; thrust line; funicular polygon; shell; force density
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Uvod

1. UVOD

Sve do 20. stoljeca zide je bilo najzastupljeniji materijal u graditeljstvu. lako se danas vise
ne grade zidani lukovi i svodovi, za potrebe ocuvanja bogatog arhitektonskog nasljedstva i
ocjene stanja postojecih konstrukcija toga tipa potrebno je dobro razumijevanje njihova
ponasanja. Prije razvitka teorije zidanih lukova i svodova za odredivanje njihovih dimenzija i
dimenzija kontrafora koji ih podupiru koristena su iskustvena pravila i zakoni aritmetickih
proporcija. Na taj nacin bilo je moguce izgraditi brojne velebne gradevine od kojih mnoge
stoje i danas, svjedoceCi o umijecu starih majstora graditelja. Medutim, prekretnica u
razumijevanju lukova i svodova kao tlacnih konstrukcija bila je ideja Roberta Hookea kojom
je uocio staticku analogiju izmedu ovjeSenog uzetai krutog luka. U ovom radu bit e opisana
njezina primjena u okviru razvoja teorije i razumijevanja tlacnih konstrukcija kao sto su

lukovi, svodovi i kupole, te uklapanje u danasnju teoriju konstrukcija.

S druge strane, razvoj gipkih vlacnih konstrukcija krece od Satora ranih nomadskih plemena
i viseCih mostova od bambusove uzadi u Kini. Za visece je mostove presudan bio pocetak
koristenja kovanog zeljeza u 19. stoljecu i kasnije celika, koji je omogucio rekordne raspone.
Sredinom 20. stoljeca celi¢ni kabeli pocinju se koristiti i za krovne konstrukcije vecih
raspona. Isprva su prekrivani krutim pokrovom. Pojavom tkanina vecih Cvrstoca dolazi do
njihove primjene za gipke konstrukcije od platna vecih raspona [1]. Za takve je konstrukcije
bilo potrebno razviti proracunski model i metode proracuna. Prvi je korak u projektiranju
nalazenje oblika. Kako je to vrlo slozen nelinearan problem, u svrhu njegova

pojednostavljenja razvijena je metoda gustoce sila, koje e biti opisana u ovom radu.

Usporedno s razvojem prednapetih gipkih vlacnih konstrukcija, primjenom Hookeove ideje
vla¢no-tlacne analogije dolazi i do pomaka u projektiranju tankih betonskih ljusaka. One su
se dotada gradile u vrlo ogranicenom broju geometrijski jednostavnih oblika koje je bilo
moguce pouzdano prorac¢unati, primjerice polusfere i valjkasti batvasti svodovi. Pojavom
novih proracunskih metoda omogucena je velika sloboda u izboru oblika koji se sada mogu

iterativnim postupcima optimizirati uzimajuci u obzir svojstva betona.

Zavrsni rad: lvan Rogosic 1



Metode i tehnike rada

2. METODE | TEHNIKE RADA

Za izradu ovoga rada rabljena su znanja iz statike o teoriji zidanih lukova i svodova te o
gipkim vlacnim konstrukcijama od uzadi. Tekst je sastavljen na temelju znanstvenih clanaka
i istrazivanja iz online inacica strucnih ¢asopisa i odabranih poglavlja iz knjiga, kao Sto je
navedeno u popisu literature. Slike i crtezi preuzeti su iz iste literature ili s navedenih web
stranica. Primjeri iz potpoglavlja 7.1. i 7.2. nacrtani su u programu AutoCAD, a model iz
potpoglavlja 7.3. nacrtan je u GeoGebri.

Zavrsni rad: lvan Rogosic 2



Zamisao i teorijska podloga

3. ZAMISAO | TEORIJSKA PODLOGA

3.1. Temeljnaideja

Engleski znanstvenik Robert Hooke bavio se problemom idealnog oblika luka i velicine
potiska luka na oslonce. Uocio je slicnost u statickom modelu uzadi i zidanih lukova: dok uze
moze prenijeti samo vlacne uzduzne sile, za zidane lukove od kamena i opeke moze se
pretpostaviti da prenose samo tlatne uzduzne sile. Godine 1675. u svojemu djelu A
Description of Helioscopes, and Some Other Instruments u obliku anagrama naveo je sljedece:
.Kako visi gipko uze, tako, ali okrenuto, stajat e kruti luk”. Ta tvrdnja temelj je vlacno-tlacne
analogije. Opcenito receno, oblik koji visece uze odredene duljine, ucvrséeno na dvjema
tockama poprima pod zadanim opterecenjem, ako se preslika s obzirom na horizontalnu
ravninu, predstavlja oblik tlacne linije luka. To je tzv. funikularni oblik. Na Hookevu tvrdnju
nadovezao se skotski matematicar David Gregory tvrdnjom da je lancanica prirodni oblik
luka te da drugi oblici lukova mogu stajati zato Sto je unutar njihove debljine sadrzana neka
lan¢anica, kako navodi Huerta [2]. Medutim, Gregory nije uspio to¢no matematicki opisati
lan¢anicu. To je uspjelo, nakon Bernoullijevog izazova, Gottfriedu Leibnizu uz pomoc njegova
ucitelja Huygensa, kako navodi Palomo [3]. Njihova rjeSenja objavljena su u ¢asopisu Acta
Eruditorum 1691. godine.

Hanging Chain Arch

: ﬂ Compression
Tension

Slika 1.: Oblici viseceg uzeta i analognog luka (Izvor: [4])

Zavrsni rad: lvan Rogosic 3



Zamisao i teorijska podloga

3.2, Lancanica

Da bi se izvela jednadzba lancanice potrebno je postaviti jednadzbe ravnoteze na njezinom

dijelu.

Slika 2.: Sile koje djeluju na odsjecak uzeta (Izvor: [5])

W oznacava vlastitu tezinu odsjecka uzeta, Ti Hvlacne sile napetosti uzeta, pri cemu sila H

djeluje u najnizoj tocki ovjesenog uzeta. Jednadzbe ravnoteze glase:

Tsing =W
TcosO =H

Podijelimo li prvu jednadzbu drugom dobivamao:

Sto je jednako nagibu u tocki P, dakle:

w_dy (1)
H dx

Zavrsni rad: lvan Rogosic A



Zamisao i teorijska podloga

Opterecenje po duljini uZeta je stalno, a po horizontalnoj se udaljenosti mijenja. Zato se

moze napisati:

aw o (dW) (dx)
ds W= dx /) \ds

Preoblikovano, izraz glasi:

aw  ds (2)
dx v dx

|z Pitagorinog poucka:
ds? = dx? + dy?

slijedi:

ds dy2
ax (a) +1

Objedinjavanjem s izrazima (1) i (2) dobiva se diferencijalna jednadzba:

Njezino rjeSenje po vy je jednadzba lancanice i glasi:

x -
eC+ec

— C- cosh>
2 = CoS C

y=C

Zavrsni rad: lvan Rogosic 5



Zamisao i teorijska podloga

lzvod je preuzet iz [5]. Na slici 3. usporedeni su oblici lancanice (crveno) i kvadratne parabole
(zeleno). Lancanica ima jednadzbu koja odgovara jednadzbi centralne linije luka u St. Louisu
arhitekta Eera Saarinena, a parabola je prilagodena tako da je luk jednake visine u tjemenu
kao i stvarni luk, prema [5]. Dimenzije su u stopama, a crtez prikazan u alatu GeoGebra.

Slika 3.: Usporedba lancanice (crveno) i kvadratne parabole (zeleno)

3.3. Povijesni pregled primjene lancanice

Najstariji poznati primjer primjene lancanice je svod palace Taq Kisra u starom perzijskom
gradu Ktezifontu, na rijeci Tigris, blizu danasnjeg Baghdada. Potjece iz Sestog stoljeca prije
Krista. Svod je raspona 26 metara i visine 37 metara, a dvorana koju je nadsvodivao bila je
duljine 50 metara. Pri vrhu, luk je debljine oko jednog metra, a zidovi su u bazi debljine i do

7 metara, prema [6] i [7].

Zavrsni rad: lvan Rogosic 6



Zamisao i teorijska podloga
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Slika 4.: Palaca Taq Kisra u Ktezifontu ‘{lzvor: [8])

lako firentinska katedrala Santa Maria del Fiore u presjeku nije lancanica, vec Siljasti luk
oblikovan po pravilu tzv. ,Siljaste petine”, prema nekim autorima, Brunelleschi je bio svjestan
povoljnih sredstava lancanice u pogledu nosivosti, koristeCi se ovjeSenom uzadi za
postizanje zakrivljenosti u polaganju redova opeke. To je, uz inovativan nacin spiralnog
slaganja opeke, omogucilo da velika kupola raspona od 42 m bude izvedena bez ikakve

potpore.

Nakon velikog pozara u Londonu 1666. godine glavni dvojac zaduzen za obnovu grada bili
su Christopher Wren i sam Robert Hooke. Jedan od zadataka bila je i ponovna izgradnja
katedrale Svetog Pavla. Wren je izmedu 1669. i 1675. izradio nekoliko razlicitih varijanti
crkve i njezine kupole. U konacnici je odobrena varijanta s trostrukom kupolom, prikazana
na slici 5. Unutarnja je zidana s otvorom u tjemenu. Iznad nje je koni¢na kupola koja nosi
lanternu. Vanjska kupola je drvena, prekrivena olovom. Kako je upravo tih godina Hooke
dosao naideju o analogiji luka i viseceg uzeta, a istim problemom bavio se i Wren, Hookeovo
nacelo koristeno je u oblikovanju unutarnje kupole s podupiru¢cim zidem koje je blago
nagnuto prema unutra. Za preuzimanje bocnih potisaka Wren je postavio 3 skupine kruznih
prstenova, kako navodi Heyman [9].

Zavrsni rad: lvan Rogosic 7



Zamisao i teorijska podloga
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Slika 5.: Presjek kupole katedrale Sv. Pavla u Londonu (Izvor: [9])

Za analizu jos jedne velike kupole koristena je Hookeova ideja. Rijec je o kupoli u bazilici
Svetoga Petra u Rimu. Analizu je zbog pojave pukotina na kupoli narucio papa Benedikt XIV.
Prvi koji su se bavili tim problemom bili su ,tri matematicara”: Le Seur, Jacquier i BoSkovic.
Zakljucili su da su pukotine posljedica blagog popustanja tambura na koji se kupola oslanja.
Stabilnost su analizirali principom virtualnog rada, a njihov crtez prikazan je na slici 6. Nakon
njih, u koStac s problemom uhvatio se Giovanni Poleni, Sto opisuje Huerta [2]. Koristio je
Hookeov i Gregoryjev pristup. Zamislio je kupolu podijeljenu na 40 meridijalnih isjecaka, a
svaki kod njih na 16 dijelova. Ovjesivsi na uze utege proporcionalne tezinama dijelova kupole
koje su izracunali ,trojica matematic¢ara’, dobio je oblik uzeta koji je, kad se obrne, bio
sadrzan unutar debljine kupole, 5to je prikazano na slici 7. Na temelju toga zakljucio je da je
kupola sigurna. Medutim, bio je svjestan mane kod primjene principa podjele na meridijalne

Zavrsni rad: lvan Rogosic 8



Zamisao i teorijska podloga

isjecke, a to je Cinjenica da ne uzima u obzir prstenaste sile koje bi u stvarnosti postojale i
djelovale izmedu takvih isje¢aka. Zato je predlozio dodavanje pet Zeljeznih prstenova.

Slika 6.: Crtez iz analize Le Seura, Jacquiera i BoSkovica sa
skicama virtualnih pomaka (Izvor: [10])

Slika 7.: Polenijev crtez Hookeove analogije i tlatne linije u presjeku kupole bazilike Sv. Petra
(Ilzvor: [11])

Zavrsni rad: lvan Rogosic 9



Zamisao i teorijska podloga

Jos neki primjeri primjene lancanice su krov zeljeznickog kolodvora Budapest Keleti i vec
spomenuti Gateway Arch u St. Louisu, na slici 8. Velik znacaj lancanica i vlacno-tlacna
analogija imaju i u radu i djelima Antonija Gaudija, o c¢emu ce jos biti rijeci.

Slika 8.: Gateway Arch, St. Louis, Missouri, SAD (Izvor: [12])

Zavrsni rad: lvan Rogosic 10



Ravnotezni pristup proracunu lukova

4. RAVNOTEZNI PRISTUP PRORACUNU LUKOVA

4.1. Povijesni razvoj metoda proracuna

U ovom je potpoglavlju u glavnim crtama naveden povijesni razvoj metoda proracuna
zidanih lukova koji opisuje Huerta [2], radi razumijevanja validnosti uporabe ravnoteznog
pristupa.

Nakon Hookeovog otkrica, u Engleskoj su znanstvenici i inZzenjeri traZili nacine njegove
primjene u praksi, ignorirajuci pritom Gregoryjevu tvrdnju. Paralelno s time, u Francuskoj se
razvijala potpuno drugacija metoda. Razvili su je Phillipe de la Hire i Bernard Forest de
Bélidor. Temeljila se na fiksiranju tocke pucanja luka, cime bi se tocno mogli odrediti potisak
gornjeg dijela luka na bocne dijelove i dubina upornjaka ili kontrafora. U 18. i pocetkom 19.
stoljeca drugi inzenjeri i znanstvenici nadogradivali su tu metodu, Sto teorijski, Sto
eksperimentalno. Primjerice, Coulomb je nastojao pronaci stvarnu tocku pucanja, koja se
dotad po Bélidorovom prijedlogu za proracun ,umjetno” fiksirala na polovici izmedu tjemena
i oslonaca. Osim toga predvidio je postojanje maksimalne i minimalne vrijednosti
horizontalnog potiska.

Nit koja je povezala engleski i francuski pristup i omogucila novo i kompletnije razumijevanje
ponasanja lukova je koncept tlacne linije. Prvi ga je dobro opisao engleski fizicar Thomas
Young pocetkom 19. stolje¢a. Razumio je da je za materijale dobrih tlacnih i slabijih vla¢nih
svojstava, kao Sto je zide i lijevano zZeljezo, klju¢no da se tlacna linija nalazi unutar presjeka
i to s odredenom geometrijskom sigurnoscu. Medutim, njegov rad nije ostavio utjecaj na
druge inzenjere njegovog vremena. Zahvaljujuci radovima Méryja u Francuskoj i Moseleyja
u Engleskoj koncept tlacne linije povezan je s ranije promatranim mehanizmima sloma.
Postalo je jasno, prema ranijoj Coulombovoj pretpostavci, da postoje ekstremne vrijednosti
horizontalnog potiska, ali i da se izmedu njih moze nacrtati beskonacno mnogo tlacnih linija

koje su u ravnoteZi s opterecenjima.

Logicno, uslijedili su pokusaji utvrdivanja metoda kojima bi se mogla naci stvarna tlacna
linija. Jedan nacin bio je koristenje principa najmanjeg otpora, dakle najmanjeg horizontalnog
potiska. S druge strane, tlacna linija mogla se i konstruktivno fiksirati stavljanjem tri zgloba
u luk koji onda postaje staticki odreden.
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S razvojem teorije elasti¢nosti, u drugoj polovici 19. stoljeca javljaju se prvi pokusaji njezine
primjene na zidane lukove. Na tome planu najviSe se istaknuo njemacki inzenjer Emil
Winkler. Predlozio je proracun za idealnu situaciju: sasvim jednolicno nanesen mort,
potpuno kruto oblucilo i upornjaci, konstantna temperatura. Medutim, kako idealna situacija
ne odgovara stvarnoj, naveo je konstruktivne mjere kojima bi se smanjio utjecaj neidelanosti
navedenih parametara na polozaj i oblik tla¢ne linije. Utjecaj popustanja upornjaka
proucavao je Engesser. Unatoc tim nedostatcima smatralo se da bi elasti¢ni proracun trebao
biti najbolji nacin. Austrijsko drustvo inzenjera i arhitekata provelo je istrazivanja materijala
iz kojih su zakljucili da su stvarni lukovi puno fleksibilniji nego Sto bi se moglo pretpostaviti
po modulu elasticnosti materijala.

lako se analiza po teoriji elasticnosti znanstveno smatrala najboljomn metodom, u praksi se
stabilnost najcesce provjeravala grafickom metodom, prema Rankineovom prijedlogu. On
kaze da je luk siguran ako se tlacna linija u ravnotezi s vanjskim silama koje djeluju na
stvarnom luku moze nacrtati unutar srednje trecine debljine luka. Velik odjek imao je rad
Carla Culmanna, koji je popularizirao uporabu veriznih poligona i poligona sila. Do 1900.
godine graficka analiza postala je standardna provjera za svaki luk, dok je analiza po teoriji

elasticnosti sluzila kao zavrsna provjera za najvaznije mostove.

Osim teorije samih lukova, razvijala se i teorija zidanih svodova i zgrada. Prve analize vec su
spomenute analize Hookea i Wrena za novu katerdralu Sv. Pavla te analize trojice
matematicara i Polenija za procjenu sigurnosti kupole bazilike Sv. Petra. Krajem 18. i
pocetkom 19. stoljeca tehnika ,rezanja” kupola na meridijalne isjecke koriStena je za
provjere oblika kupola jos nekih poznatih crkava kao sto su Sv. Genevieve u Parizu, danasniji
Pantheon, i Sv. Izak u Sankt Petersburgu. Tijekom 19. stoljeca javljaju se razne matematicke
studije kupola i raznih vrsta svodova, ali one nikad nisu iskoristene u praksi.

Popularizacijom grafickih metoda za analizu lukova 1870-ih, one su se, u kombinaciji s
tehnikom ,rezanja’, pocele koristiti za svodove. Prve graficke analize ravnoteze kupola i
kriznih svodova napravio je njemacki arhitekt Wilhelm Wittmann. Njegova analiza kriznog
svoda prikazana je na slici 9. Najkompletniji prikaz gradenja i strukturalne analize goticke
arhitekture daje Karl Mohrmann u trecem izdanju Ungewitterova Lehrbuch der gotischen
Konstruktionen iz 1890. godine. Za krizni svod predlozio je podjelu na osnovne lukove Cije se
reakcije onda smatraju opterecenjima na rebra kriznog svoda. Za kupole je zbog osne
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simetrije stvar bila jednostavnija te je predlozen i nacin za racunanje prstenastih sila.

Vetsacs v Ervat b Fioos b Basin

Slika 9.: Wittmanova graficka analiza ravnoteze kriznog svoda (lzvor: [2])

Slika 10.: Mohrmannova analiza kontrafornog
sustava (lzvor: [13])
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Prvu graficku analizu cijelog presjeka zgrade napravio je Planat 1877. koristeci pristup La
Hirea i Bélidora, a nakon toga je analizirao i cijelu zgradu, podijelivsi je u zasebne elemente:
svodove, zidove, kontrafore. Njegov i Mohrmannov rad ostavili su velik utjecaj te se do
prijelaza stoljeca graficki ravnotezni nacin analize zidanih zgrada proSirio po cijeloj Europi.
Treba spomenuti analize katerdrale u Beauvaisu, koju je izdradio Benouville, katedrale u
Palma de Mallorci (slika 11.), koju je izradio Rubio y Bellver, i kapele Sv. Pavla na sveucilistu
Columbia koju je izradio Goodyear. Gaudi je takve metode koristio za proracun svojih djela,
a Pieper za obnovu vise crkava i katedrala u Njemackoj, stradalih u Drugom svjetskom ratu.

Slika 11.: Katedrala u Palma de Mallorci, s jednim od najvecih gotickih
kontrafornih sustava (Izvor: [14])

Analiza prostornih svodova i kupola po teoriji elasticnosti bila je gotovo nemoguca zbog
teSkoce rjeSavanja sustava jednadzbi ravnoteze, materijala i geometrijske kompatibilnosti.
Nakon izuma racunala pojavili su se pokusaji, koristenjem metode konacnih elemenata.
Medutim, problem je 5to je u toj metodi zidana konstrukcija modelirana kao kontinuum, sto
ona u stvarnosti nije. Iterativnim postupkom, gdje se na mjestima vlacnih naprezanja u
prethodnoj iteraciji za sljedecu postavljaju diskontinuiteti, moguce je doci do rjeSenja koja bi
bila u tlaku, sto je uvjet za zide, ali potrebno je dobro poznavanje ponasanja takvih
konstrukcija za interpretaciju dobivenih rjeSenja. Medutim, i u dobro napravljenoj analizi
(npr. Barthelovoj iz 1993.), neki su rezultati takvi da za sitne pomake (npr. od 1/20000 do
1/5000 raspona) dolazi do formiranja pukotina, Sto dovodi do drasticnih promjena u
veli¢inama potiska. Jasno je da model s tolikim stupnjem nesigurnosti ne moze biti koristen
za analize stvarnih gradevina. Isto se pokazalo i za pokusaje s metodom diskretnih
elemenata.
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Konacno, britanski je inzenjer Jacques Heyman u svojim radovima pokazao nacin primjene
granicne analize (eng. Limit Analysis), prvotno razvijene za proracun Celi¢nih okvira, na zidane

konstrukcije. Nacin e biti prikazan u potpoglavlju 4.3.

4.2, \Verizni poligon

Vrata graficke metode otvorio je nizozemski matematicar i fizicar Simon Stevin krajem 16.
stoljeca, otkricem pravila paralelograma za zbrajanje sila. Vec tada Stevin je proucavao
ravnotezni oblik uzeta s ovjeSenim utezima. Na njegova razmatranja nadovezao se u 17.
stoljecu Pierre Varignon, koji je uveo verizni poligon kao metodu uravnotezenja tijela,
povezavsi ju s poligonom sila, sto je prikazano na slici 12. Uze ili lanac pod djelovanjem
skupa sila zauzima oblik odreden zrakama poligona tih sila (na desnom crtezu duzine ES,
FS, GS, HS i RS).

T 808 2

Slika 12.: Varignonovi crtezi veriznog poligona i poligona sila (Izvor: [15])

Medutim, tek se, kao sto je vec spomenuto, u 19. stoljecu zahvaljujuci Culmannu verizni
poligon u kombinaciji s poligonom sila poceo primjenjivati za proracun lukova, na temelju
nacela Hookea i Gregoryja.
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4.3. Tlacna linija i primjena u okviru granicne analize

Tlacna linija teoretskaje linija koja predstavlja ,put” tlacnih sila kroz luk, odnosno ona je skup
tocaka u kojima djeluju rezultante unutarnjih sila. Nacin crtanja tlacne linije u grafickoj analizi
poziva se na Hookeovo nacelo vlacno-tlacne analogije. Da bi se dobila tlacna linija, crta se
plan sila i verizni poligon koji je zapravo oblik ovjeSenog uzeta na koje te sile djeluju. Prvi
korak je racunanje tezina kamenih blokova i njihovih tezista da bi se dobili pravci na kojima
one djeluju. Tezine se crtaju u plan sila. Polna udaljenost u planu sila predstavlja horizontalni
potisak u luku. Paralelno sa zrakama u planu sila crtaju se odsjecci veriznog poligona.

Zrcaljenjem oko horizontale dobiva se tlacna linija.

thrust ine

(b)

<

" hanging chain

(a) (c) (d)

Slika 13.: Primjer graficke metode crtanja tlacne linije (Izvor: [16])

Za primjenu principa ravnoteze lukova u okviru granicne analize prema Heymanu potrebne

su 3 pretpostavke:
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e Zide ima beskonacnu tla¢nu Cvrstocu. Ova pretpostavka nije na strani sigurnosti, ali
su naprezanja i u najtezim konstrukcijama jedan ili dva reda veli¢ine ispod tlacne
cvrstoce, sto je moguce naknadno provjeriti.

e Vlacna ¢vrstoca zida je nula. Ova pretpostavka je na strani sigurnosti.

e Klizanje izmedu blokova je nemoguce. Koeficijenti trenja obicno su izmedu 0.6 i 0.7
te pretpostavka nije na strani sigurnosti, ali kao i za prvu pretpostavku, moguca je

naknadna provjera.

Ako su ta tri uvjeta ispunjena, za odredeni presjek ce rezultanta naprezanja biti tlacna sila
koja djeluje unutar njega. Ako pak ta rezultanta djeluje na rubu presjeka, dolazi do formacije
zgloba. Za realni luk nakon uklanjanja oblucila moze, primjerice, doci do malog povecanja
raspona zbog pomaka oslonaca (upornjaka). Prema Heymanu, u tome slu¢aju dolazi do
pojave pukotinaizmedu diskretnih komada luka kako bi se luk prilagodio povecanju raspona,
i to uz upornjake i uz tjeme luka (slika 14.). Mjesta na kojima dolazi do pucanja postaju,
mehanicki gledano, zglobovi te je rijec o trozglobnom luku. Sad je, za razliku od luka bez
pukotina, za koji je moguce nacrtati beskona¢no mnogo tlacnih linija, sustav staticki
odreden. To znali da je moguce nacrtati jedinstvenu tlacnu liniju, odredenu pozicijom
pukoting, koja predstavlja stanje ravnoteze luka. Medutim, za drugacije male pomake dolazi
do drugacijih pukotina i drugacijih tlacnih linijja. U stvari, luk za koji vrijede Heymanove 3
pretpostavke odgovara na razlicite pomake oslonaca otvaranjem i zatvaranjem pukotina. To
se dogada Cak i za pomake koje je nemoguce detektirati, a kamoli predvidjeti. Stoga je u
stvari nemoguce znati koja je stvarna tlacna linija. Moguce je samo pronaci ekstremne
pozicije tlacne linije koje odgovaraju najmanjem i najvecem potisku.

Slika 14.: Stabilno stanje luka s pukotinama {lzvor: [17])
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Buduci da u ovom modelu materijal beskonacno nosi na tlak i ne moze doci do klizanja, do
rusenja moze doCi samo nastankom mehanizma koji to dozvoljava. Do toga moze doci,
primjerice, povecanjem opterecenja na luk koji je u takvom stanju da vec ima tri zgloba, zbog
cega bi tlacna linija dotaknula granicu presjeka jos u jednoj tocki i nastao bi Cetverozglobni
luk, koji je mehanizam (slika 15.).

d

Slika 15.: Demonstracija mehanizma sloma sa Cetiri zgloba na
fizickom modelu {lzvor: [18])

Uza sve receno, ako se ne moze znati koja je stvarna tlacna linija, onda se postavlja pitanje
kako potvrditi sigurnost luka. Teorem sigurnosti (eng. Safe Theorem) unutar granicne analize
kaze da je konstrukcija sigurna ako je moguce pronaci sistem unutarnjih sila koje su u
ravnotezi s opterecenjima, takvih da nije narusen uvjet popustanja materijala. Kod zidanih
lukova svaka je pravilno nacrtana tlacna linija u ravnotezi s opterecenjima. Ako, dakle,
materijal od kojeg je izraden luk zadovoljava Heymanove uvjete, dokaz da je moguce nacrtati
tlacnu liniju sadrzanu unutar debljine luka (Sto je uvjet popuStanja materijala) je i dokaz da
je luk za dano opterecenje stabilan.
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Kako bi se sigurnost mogla kvantitativno ocijeniti, Heyman [17] predlaze geometrijski faktor
sigurnosti. Da bi on bio definiran, potrebno je uvesti pojam granicnog luka. To je luk unutar
Cije je debljine za zadano opterecenje moguce nacrtati samo jednu tlacnu liniju, Ciji bi polozaj
bio takav da je luk na rubu otkazivanja zbog nastanka mehanizma. Geometrijski faktor
sigurnosti dobiva se tako da se debljina luka podijeli s debljinom grani¢nog luka. Predlozena
vrijednost za najnepovoljniji slu¢aj opterecenja je 2. To bi znacilo da se tlacna linija moze
nacrtati u srednjoj polovini debljine luka.

Za prostorne zidane svodove teorem sigurnosti takoder dopusta ravnotezni pristup. Kod
slozenijih svodova to znaci da se oni mogu zamisliti kao serija lukova, u svakom od kojih se
onda traze tlacne linije. Takoder, teorem sigurnosti dopusta tehniku ,rezanja” kupola na
meridijalne isjecke, koji se onda analiziraju na isti nacin. Ono sto se razlikuje u analizi lukova
te kupola i svodova su mehanizmi sloma. Kod kupola su tipicne meridijalne pukotine kao
rezultat popustanja tambura, Sto su jo$ u 18. stoljecu primijetila ,trojica matematicara”
Tlacna linija (zapravo tlacna ploha) time se pomice i dodiruje ekstrados na odredenoj
udaljenosti od tjemena. Time zapravo nastaje ,kapa” kupole koju nose radijalni lukovi. Kod
prostornih svodova dolazi do razlicitih oblika otvaranja pukotina ovisno o vrstama svodova.
Primjerice, ako u kriznom svodu uzduzna ,bacva” puca poput luka, i u poprecnoj se javljaju
pukotine kao odgovor na te pomake (slika 16.). Ipak, kao i za lukove, i za svodove vrijedi da
su pukotine nacin prilagodavanja zidane konstrukcije pomacima i, ako su pomaci mali, ne
utjecu na sigurnost svoda.
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Slika 16.: Tipicne pukotine gotickog kriznog
svoda (lzvor: [19])
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5. FIZICKI MODELI

5.1. Gaudijeva primjena visecih modela

Antoni Gaudi katalonski je arhitekt koji je djelovao u drugoj polovici 19. i prvoj Cetvrtini 20.
stoljeca. Poznat je po originalnosti, osobito u oblikovanju svajih gradevina. Naime, oblici koje
rabi nisu samo estetski motivirani, vec su odraz staticke ravnoteze. Arhitektonski oblikujuci
gradevinu, on od samog pocetka oblikuje i nosivu konstrukciju. Svjestan statickih svojstava
lan¢anice, u dizajniranju gradevine upotrebljava stabilne, uravnotezene oblike, Sto je
inovativan pristup, jer je dotada analogija s viseCim uzetom koriStena samo za provjeru
stabilnosti postojecih gradevina ili unaprijed odredenih oblika.

Kako lukovi u gradevinama nikad ne nose iskljuCivo sami sebe, sama lancanica nije uvijek
idealni oblik za svako optereéenje. Cest problem je, na primjer, trazenje idealnog oblika luka
koji nosi teret proporcionalan vertikalnoj udaljenosti izmedu intradosa i ekstradosa. Taj oblik
mozemo nazvati ,transformiranom lan¢anicom’, prema Huerti [20]. Trazenje tog oblika
matematicki je vrlo kompleksno pa matematicka analiza nije prikladan nacin. Gaudiju je
trebao alat s jednostavnim izracunima i mogucnoscu brze prilagodbe. Zato je pribjegao
uporabi visecih modela.

Slika 17.: Lukovi na tavanu Gaudijeve Casa Mile (Izvor: [21])
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Princip uporabe visecih modela je sljedeci: objesi se uze i izraCunaju tezine zida i eventualno
poda gornje etaze koje luk nosi. One se podijele u odreden broj diskretnih dijelova i utezi
odgovarajucih tezina objese se na uze. Ono tada poprima novi oblik, Sto znaci da bi se
promijenila i optereCenja. lzracunaju se nova optereCenja te se utezi njima prilagode.
Dobiven oblik vec je vrlo blizu trazenom. Nedostatak metode je to sto funkcionira samo ako
su sva opterecenja vertikalna. Analogno, iteracija se moze provesti i grafickim postupkom,
koji moze nadomjestiti taj nedostatak. S druge strane, prednost metode visecih modela u
odnosu na graficki postupak je jednostavna upotreba za trodimenzionalne oblike. Graficki
postupak u tom slucaju postaje vrlo zamoran.

Slika 18.: Vise¢i model kriznog svoda iz kojeg je vidljiva
analogija s ravnoteznim pristupom podjele svoda na lukove
(Izvor: [22])

Uz tavan Casa Mile (slika 17.), Gaudi je na vise¢im modelima bazirao i dizajn crkve u Coloniji
GUell. Njoj je posvetio ¢ak 18 godina. Koristio je vec opisani iterativni postupak s ovjeSenim
nitima i utezima od pijeska. Kako bi pokazao volumen na modelu, fotografirao ga je i po
fotografiji crtao gvasem ili bi na njega dodavao komade tkanine i papira. Nakon sto je
pronasao zadovoljavajuci oblik, s modela je uzimao mjerenja kako bi mogao pripremiti
nacrte. Nazalost, ta crkva nije izgradena do kraja, vec je izvedena samo kripta. Originalni
model (slika 19.) uniSten je, ali napravljena je reprodukcija {slika 20.).

Za svoje najpoznatije djelo, baziliku Sagrada Familia, koliko je poznato, Gaudi nije koristio
visece modele, vec graficku analizu s posebnim pristupom uravnotezenja blokova.
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Slika 19.: Vise¢i model crkve u Coloniji Glell, s ispunom od
tkanine (Izvor: [23])
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Slika 20.: Reprodukcija modela crkve u Coloniji Glell
(Ilzvor: [24])
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5.2. Islerovi modeli za oblikovanje ljuski

lako je neka vrsta betona bila poznata joS u antickom svijetu, on se u upotrebu vraca tek u
19. stoljecu, a tek se u ranom 20. stoljecu krecu graditi betonske ljuske, zahvaljujuci pocetku
primjene armiranog betona. One su bile jeftinija alternativa Celiku, koji je vec dotad uspjesno
koristen za neke kupole vecih raspona. Svjesnost o dobrim tlacnim svojstvima betona
poticala je na istrazivanje po pitanju oblika. Ipak, do polovice stoljeca i dalje su se gradile
ljuske samo matematicki odredenih pravilnih oblika (polusfere, poluvaljci, konoidi,
paraboloidi i sl.) jer je elasti¢na analiza iole kompleksnijih oblika bila neizvediva. Neki od
poznatijih graditelja takvih ljusaka bili su Eduardo Torroja, Pier Luigi Nervi i Félix Candela.
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Slika 21.: Skice samo nekih od mogucih oblika ljuski za koje Isler tvrdi da
su izvedivi uz uporabu fizickih modela (Izvor; [25])
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Veliku novost u tome podrucju donosi Svicarski inzenjer Heinz Isler koji u svome radu New
Shapes for Shells (1959.) predlaze tri postupka fizickog modeliranja ljuski. Oni su omogucili
puno vecu slobodu u oblikovanju ljuski (slika 21.), Sto je zapanjilo mnoge renomirane
inZzenjere prisutne na prezentaciji. Te postupke opisuje Chilton [26]. Prvi predlozeni
postupak bilo je freely-shaped hill, Ciji su koraci oblikovanje tla u odredeni oblik na koji se onda
nalijeva beton odredene debljine. Na kraju se tlo iznutra iskopa. Ovaj postupak primjenjiv je

samo za male raspone i sam Isler upotrijebio ga je samo nekoliko puta.

Drugi postupak bio je postupak napuhnute membrane (slika 22.). U njemu se gumena
membrana fiksira izmedu podloge i okvira s izrezanim oblikom planiranog krova.
Napuhivanjem membrana stvara oblik takav da je u cistom vlaku, pa se zrcaljenjem moze
dobiti analogni oblik u ¢istom tlaku. Isler je takve modele mjerio s velikom preciznoscu, ¢ak
i do 2 stotinke milimetra. Osim toga, mogao je na ovaj nacin praviti i stvrdnute gipsane
modele tako da prekrije membranu tankim gipsanim slojem prije napuhivanja. Nedostatak
ovog modela u odnosu na stvarne ljuske jest Cinjenica da pritisak zraka djeluje okomito na
povrsinu membrane, dok u realnosti vlastita tezina i snijeg, koji su najcesce u mjerodavnoj
kombinaciji opterecenja, djeluju vertikalno prema dolje. Zato je ova metoda primjenjiva za
manje raspone gdje se manje razlikuju slucajevi opterecenja.

_—

®

Slika 22.: Postupak napuhnute membrane (Izvor; [27])
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Treci postupak je postupak s ovjeSenom jutenom tkaninom. Ona se u tri dimenzije ponasa
kao uze ili lanac u dvije: ne pruza otpor savijanju i mijenja oblik pod opterecenjem tako da se
napreze samo vlacno. Prije vjeSanja ona se prekrije tekucim plasti¢nim materijalom. Kad on
postigne odgovarajucu konzistenciju, takvu da ne klizi s tkanine i da se ne raspuca pri
promjeni oblika, tkanina se ovjesi u tockama koje moraju odgovarati tockama gdje ¢e na
stvarnoj gradevini biti oslonci. Ponovno, nakon stvrdnjavanja model se vrlo precizno mjeri.
Vazan faktor u ovoj metodi je koliCing, tj. povrsina tkanine kojom se model izraduje. Naime,
ako je ona premala, dobije se plitka ljuska s velikim naprezanjima. Ako je prevelika, tkanina
se vjesanjem moze naborati, a velik omjer visine i raspona daje neekonomicne gradevine.
Za pronalazak arhitektonski i konstrukcijski prihvatljivog i ekonomi¢noga rjesenja potrebno
je iskustvo i vjestina inzenjera. Buduci da se ovdje radi o vrlo tankim ljuskama u odnosu na
raspone, fleksijska krutost betona moze se smatrati dovoljno malom da bi se ponasao kao
membrana. S druge strane, relativno visoka zapremninska tezina betona dovoljno je
dominantna u odnosu na druga optereCenja, npr. snijeg i vjetar, koja bi asimetri¢nim
djelovanjem uzrokovala savijanje, da ljuska ostane u tlaku. Zanimljivost koju navodi Chilton
[28]je daje Isler kao demonstraciju ove metode napravio ljusku od leda raspona od 3 metra,
tako Sto je polijevao tkaninu tanju od jednog milimetra vodom i pustio da se smrzne.

Slika 23.: Islerov viseti model {Izvor: [29])

Prema Chiltonu [26], Isler navodi tri vazna pravila modeliranja, koja su, uz veliku preciznost
pri izradi i mjerenju, presudna za uspjesno oblikovanje. Model mora biti potpuno
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proporcionalan stvarnoj ljuski. Radni dijagram materijala od kojeg je model mora biti slicnog
oblika dijagramu stvarnog materijala izvedbe, za Sto kao primjer spominje pleksiglas i beton,
kao par kompatibilnih materijala. Jednaka opterecenja u modelu i stvarnoj ljuski moraju

izazivati jednaka naprezanja.

Na svojim modelima Isler je ispitivao i razne konstrukcijske ideje. Primjerice, brinula ga je
opasnost izvijanja uz oslonce ljuskastog krova supermarketa u Bellinzoni, koji je projektirao.
Ljuska je trebala biti debela samo 8 cm, a osim opasnosti od izvijanja, za neka opterecenja
tlacna linija mogla je izaci izvan presjeka. Umjesto da podeblja ljusku, Isler je na modelu
ispitao mogucnost dodavanja horizontalne prstenaste grede, prije nego 5to se odlucio za
vertikalne potpore koje povezuju ljusku s podrumom. Za provjeru je izgradio model u mjerilu
1:10 od mikrobetona, koji je do vremena pisanja [26] i dalje stajao u okolici njegovog
nekadasnjeg ureda. U izradi modela eksperimentirao je i s drugim materijalima poput
lateksa.

Nakon pronalazenja odgovarajuceg oblika ljuske i mjerenja, iduci korak bilo je ispitivanje
modela pod opterecenjem kako bi se potvrdila njezina nosivost. Za taj korak Isler je izradivao
nove modele u krupnijem mijerilu, od pleksiglasa ili armiranog poliestera. Osim razlicitih
sluCajeva opterecenja, ispitivao ih je i s obzirom na pomake oslonaca te prednapinjanje.
Vazno je i pri izradi modela unijeti vlatna naprezanja u rubne grede (kod napuhnutih
membrana) i vezne grede (kod tockasto oslonjenih ljuski), kako bi se osiguralo da ljuska
ostane u tlaku pod svim opterecenjima. Pri samom ispitivanju, kako opisuje Chilton [26] za
model dvorane Hotela Kreuz (slika 24.), na velikom broju to¢aka se preko gumenih plocica
nanosi opterecenje kako bi se simulirala jednolika kontinuirana raspodjela. Takoder, u
velikom broju tocaka mjere se pomaci pomocu elektrootpornih mjeraca. Prednapinjanje se
unosi pomocu uljnih klipova u kabele. U tome primjeru, mjerenja su pokazala da se 90%
opterecenja prenosi u kutove, a samo 10% na rubne grede, sto je bilo suprotno Islerovim
oCekivanjima i navelo ga je na veC spomenuti nacin pojacavanja kutova, kao kod

supermarketa u Bellinzoni.
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Slika 24.: Islerov uredaj za ispitivanje modela dvorane Hotela Kreuz u
Langenthalu, jedan od njegovih najranijih uredaja (Izvor: [26])

U konacnici valja reci da, iako je najvise od Islerovih 1400 ljuski diljem Europe modelirano
pomocu napuhivanja membrane, one najinovativnije i najelegantnije modelirane su pomocu
visecih modela. Najkompleksnija od takvih je ljuska tvornice Sicli, proizvodaca aparata za
gaSenja pozara u Zenevi. Opisao ju je Chilton [30], a prikazana je na slikama 25. i 26. Sastoji
se od dvije membrane s jednom zajednickom tockom ovjesenja. One stoje na ukupno 7
oslonaca. Debljina ljuske generalno je 9 cm (samo 1/500 raspona), dok je u kutovima
debljine 30 cm zbog sprjecavanja izvijanja. Ploha nije obrubljena rubnim gredama, vec je

zakrivljeni rub prirodno formiran na visecem modelu, 5to je dobro u estetskom smislu.

Slika 25.: Uredaj za ispitivanje modela ljuske tvornice Sicli {lzvor: [30])
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U temelje su stavljeni kabeli za prednapinjanje koji se odupiru bocnim silama iz ljuske.
Kompleksnost plohe uvjetovala je visoku razinu strucnosti i preciznosti pri izvedbi. KoriSten
je beton visoke kvalitete. Kako je velika povrsina ljuske zahtijevala puno oplate, kao trajna
oplata koristene su ploce od drvene vune debljine 5 cm. To je pomoglo i u trajnosti betona
jer je gotovo pa eliminirana mogucnost otvaranja pukotina. Isler je gotovo 20 godina pratio
deformacije na ljuski na Sest mjernih tocaka, pazeci pritom da se mjeri uvijek u sli¢nim

vremenskim uvjetima zbog utjecaja temperature i vlaznosti.

Slika 26.: Islerova zgrada tvornice Sicli u Zenevi {Izvor: [31])

Isler je svojim inovativnim pristupom oblikovanju ljusaka imao velik utjecaj na razvoj
arhitekture 20. stoljeca. | danas se njegovi nacini izrade modela mogu upotrebljavati u
kombinaciji s preciznijim mjerenjima koja automatski podatke ubacuju u racunalne
programe bazirane na metodi konacnih elemenata. Takoder, prema Chiltonu [26], treba
istraziti i mogucnosti koristenja 3D-printingom za izradu fizickih modela u svrhu ocjene
estetskih kvaliteta, a cak i fizickih ispitivanja.
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6. PREDNAPETE GIPKE KONSTRUKCIJE OD UZADI

6.1. Opcenito

Uzad kao konstrukcijski element bitno se razlikuje od uobicajenih konstrukcijskih
elemenata, kao sto su stupovi, grede i ploce, po tome Sto ima zanemarivu fleksijsku krutost,
Sto znaci da ne moze prenijeti opterecenje okomito na svoju os. Osim toga, ne moze prenijeti
ni tlacne sile u svojoj osi, te pod djelovanjem opterecenja mijenja svoj oblik tako da se
opterecenje uravnotezi unutarnjim vlacnim silama. Uze je ucinkovit vlacni nosac jer je
poprecni presjek potpuno iskoristen, odnosno naprezanje je jednako u svim njegovim
tockama.

Kako uze pod razlicitim opterecenjima mijenja ravnotezni oblik, za odrzavanje oblika
konstrukcije potrebne su dvije familije uzadi, od kojih jedna, konkavna, nosi gravitacijska
opterecenja, a druga, konveksna, sluzi kao stabilizacija. Stoga su mreze uzadi uvijek plohe
negativne Gaussove zakrivljenosti, sto znac¢i da na njima postoje sedlaste tocke.
Prednapinjanjem uzadi postize se da su sile u uzadi vlacne za sve kombinacije opterecenja

[1].

Problematika konstrukcija od uzadi lezi u tome sto je njihov oblik koji se postize
prednapinjanjem presudan za staticko i dinamicko ponasanje uzadi, a s druge strane statika
konstrukcije odreduje njen oblik. Ta cinjenica jasno je vidljiva i iz jednadzbi ravnoteze
postavljenih na slobodan cvor.

6.2. Povijesni pregled

Strukture od tkanine vjerojatno su prvi oblik zaklona koji su ljudi poceli graditi joS u vrijeme
prije poljoprivrede i prelaska na sjedilacki nacin Zivota. Prema Harvieju [32], u Sibiru nadeni
ostatci tkanine s naznakama koristenja u svrhu nastanjivanja procijenjeni su na starost od
vise od 40 tisuca godina. Najrasireniji oblici Satora su arapski crni Satori nomadskih
plemena, koji se i danas upotrebljavaju (slika 27.). Valja spomenuti i jurte — cilindricne Satore
sa stoZastim krovovima nomadskih plemena srediSnje Azije (slika 28.) te stoZaste indijanske
tipije. Ti oblici, kakve ih danas poznajemo, produkt su tisuljetnog iskustva i prakticnih
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spoznaja o0 odrzavanju temperature, provjetravanju i sl. Zbog prenosivosti i brzog
sastavljanja Satore su Cesto koristile i vojske antickog svijeta, osobito rimske legije i
bizantska vojska.

Slika 27.: Crni Sator arapskih stocara {lzvor: [32])

Slika 28.: Tradicionalna kirgiska jurta {Izvor: [33])

U srednjovjekovnoj Europi Satori su upotrebljavani na vecim okupljanjima poput viteskih
turnira i sajmova. U 18. stoljecu u Londonu postavljen je prvi cirkuski sator, a pocetkom
iduceg stoljeca trend putujucih cirkusa prosirio se diljem Europe [32].

U uvodu su vec spomenuti kineski viseci mostovi od bambusa, koje od 2. stoljeca mijenja
kovano zeljezo. Europljani ga ponovno pocinju upotrebljavati tek u 19. stoljecu, cijim ga
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krajem mijenja Celik, omogucujuci joS vece raspone. Jedan od najranijih primjera vlacnog
pokrova izradenog pomocu Celicnih kabela, prekrivenog Celicnim plo¢ama je ovalni paviljon
Vladimira Shukhova na izlozbi u Niznjem Novgorodu 1896. (slika 29.). On je potaknuo val

interesa za vlacne rasponske konstukcije u svijetu.
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Slika 29.: Shukhovljev ovalni paviljon (Izvor: [34])

Sljedeci vrlo vazan i utjecajan projekt bila je Dorton Arena u Raleighu, arhitekta Matthewa
Nowickog i inzenjera Freda Severuda, 1953. godine. Njezin krov sastoji se od dvije familije

Slika 30.: Celi¢ni kabeli u fazi izgradnje Dorton Arene (lzvor:
[35])
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celicnih kabela koji tvore sedlastu mrezu, na nacin opisan u potpoglavlju 6.1., koja je
prekrivena celicnim limovima. Nakon ove Arene ubrzo su se i drugdje pocele graditi njome
inspirirane gradevine.

Prvi inzenjer koji se krenuo baviti tkaninom kao konstrukcijskim materijalom bio je Nijemac
Frei Otto. Dobro je razumio povezanost arhitektonskog oblika i konstrukcije te ¢injenicu da
tkanina na povrsini mora biti podatnija od nosive strukture. Medutim, tih 50-ih godina 20.
stoljeca jos nisu postojale tkanine dovoljnih ¢vrstoca, sto je ogranicilo moguce raspone. Da
bi nadiSao taj problem, Njemacki paviljon na Svjetskoj izlozbi u Montrealu 1967. (slika 31.)
izveo je tako da tkanina ne prekriva Celicnu uzad, nego je o nju ovjeSena. Nazalost, to je
dovelo do gomilanja snijega i konstrukcija je nakon nekoliko godina srusena u snjeznoj oluji

[1].

Slika 31.: Ottov Njemacki paviljon u Montrealu i model za ispitivanje istog (lzvor:
[36])
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Pri izgradnji sportskog kompleksa za Olimpijske igre 1972. u Miinchenu, Otto je odustao od
gipkog pokrova pa je mreza prekrivena prozirnim akrilnim plo¢ama (Slika 32.).

Slika 32.: Ottov Olimpijski sportski kompleks u Mlinchenu (Izvor: [37])

Zbog recesije kasnih 70-ih, posebno u Europi, konstrukcije od tkanine izgubile su na
popularnosti. Smatralo se da se suprotstavljaju recesijom izazvanom nacelu gradnje
dugotrajnih gradevina. Medutim, kao odgovor na to u idu¢im desetlje¢ima intenzivirala su
seistrazivanja i razvoj u industriji tkanina za gradnju, sto je omogucilo nove dosege u veli¢ini
i kompleksnosti takvih gradevina [32].

Slika 33.: Bergerova zracna luka u Denveru (lzvor: [38])
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U tome novom valu razvoja prednjaci Horst Berger, koji je projektirao i arhitekturu i
konstrukciju svojih djela. Odlican primjer njegovog mastovitog oblikovanja je zracna luka u
Denveru, iz 1994. godine (slika 33.).

6.3. Proracunski model mreze kabela

Prvi korak u projektiranju prednapetih gipkih konstrukcija od uzadi je nalazenje oblika, Sto
podrazumijeva pocetnu ravnoteznu konfiguraciju. Ona se sastoji od geometrije mreze i
raspodjele sila prednapinjanja u uzadi. Do kraja 60-ih godina 20. stoljeca jedini nacin za to
bio je izrada fizickih modela. Medutim, tom metodom bilo je vrlo tesko precizno odrediti
koordinate tocaka, a pogotovo veli¢ine unutarnjih sila, zbog cega su se rano poceli razvijati

racunalni modeli i metode proracuna.

Za proracunski model treba uvesti nekoliko pretpostavki. Prva je da se potpuno zanemaruje
fleksijska krutost kabela i njihova tezina. Za fazu nalazenja oblika ne uzima se ni vanjsko
opterecenje, sto znaci da djeluju samo prednaponske vlacne sile. One djeluju normalno na
dodirne plohe kabela ako klizanje kabela po kabelu nije sprijeCeno, a tangencijalnu
komponentu imaju samo ako je klizanje sprijeceno. Trenje klizanja se zanemaruje. Zbog
pretpostavke potpune savitljivosti, kabeli su predstavljeni poligonalnim linijjama. Te
poligonalne linije u stvarnosti se mimoilaze, ali pretpostavka za model je da se sijeku. Stoga
dijelove kabela mozemo smatrati zglobnim cvorovima, koji su centricno prikljuceni.
Navedene pretpostavke vrijede za sve unutarnje ¢vorove i ¢vorove na rubnim kabelima.
Osim toga, mreza ima i, najcesce krute, lezajne ¢vorove, kojima se spaja za konstrukcijske
elemente koji nisu dio mreze i koji se smatraju nepomic¢nima. Njihovi polozaji unaprijed su
zadani.

Varijable u nalazenju oblika su topologija mreze, geometrija mreze, geometrijski rubni uvjeti
i vrijednosti sila prednapinjanja, a formulacija problema ovisi o tome Sto je od toga zadano,
a sto se trazi. Topologija mreze opisuje povezanost kabela, Stapova i cvorova, i zadaje se
unaprijed. Geometrija ili oblik mreze u proracunskom modelu odredena je koordinatama
¢vorova, a mora zadovoljavati konstrukcijske, funkcionalne i estetske zahtjeve.
Geometrijske rubne uvjete odreduju zadane koordinate nepomicnih lezajeva, koje utjecu na
oblik mreze. Vrijednosti sila prednapinjanja mogu se unaprijed zadati ili biti nepoznanice koje

se odreduju iz ravnoteze ¢vorova ili dodatnih kinematickih ogranicenja.
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Da bi se postavili uvjeti ravnoteze slobodnih ¢vorova uvode se oznake:
N - niz slobodnih ¢vorova

[ — Cvor na i-tom mjestu u nizu Ny

{i,j} — Stap izmedu Cvorovaiij

N; — niz cvorova spojenih sa ¢vorom i

Lijy = \/(x] - xi)z +(yj - yi)z + (z - zi)2 — duljina Stapa {i, j}

Sty — vrijednost sile u Stapu {i, j}, za tlacnu silu negativna, a za vlacnu pozitivna

N Xi—Xi»> YVi—Yio  Zi—Zij7 e e v . .. .. . v .

éijy = lf T+ l’ -7+ l] “k — jedini¢ni vektor u osi Stapa {i, j}, orijentiran od Stapa i
{i.j} (i} {i.j}

prema stapu j

Za svaki slobodni cvor i mozemo napisati tri jednadzbe ravnoteze - jednadzbe projekcija sila

u priklju¢enim stapovima na tri koordinatne osi:

Z, Sty €y t=0 z Sty €y T =0 z Senéup k=0 B
]ENi ]ENi JENi

Uvrstimo liizraz za l; j, uizraz za é j i potomizraz za € ;, uizraze (3), dobivamo zai € Ny

sljedece izraze:

XJ — X
Z jeN; S{i’j} 2 2 2 =0
\/(xj —x) +(—y) + (5 -2)
Yi—Yi
ZjeNi S{i'j} 2 2 2
J(xj —x) + (v —v) +(z-2)
Zj —Zj

z S =0
JeN; \/ 2

(% — xi)z + (- Yi)z +(z - z)

(4)

Oznacimo s n, broj slobodnih ¢vorova, a n;, broj Stapova. Izrazi (4) onda ¢ine sustav 3n,
nelinearnih algebarskih jednadzbi. RjeSenje sustava je skup n, trojki koordinata

(xi, ¥, 21,1 € Np i mp, vrijednosti sila Sy ;. JednadZbe ne sadrze nikakve funkcije ili
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koeficijente koji vezu produljenja kabela s vrijednostima sila u njima. To znaci da ravnotezna
konfiguracija ne ovisi o plostinama poprecnih presjeka i modulima elasticnosti kabelg, i
staticki je problem [1].

Ukupna duljina svih kabela moze se zapisati kao suma duljina svih Stapova izrazenih preko
koordinata slobodnih ¢vorova. Ako se ta funkcija ukupne duljine derivira po koordinatama
slobodnih Cvorova i dobivene derivacije izjednace se s nulom, dobiva se sustav Cije su
rjeSenje koordinate Cvorova za koje funkcija ukupne duljine poprima minimum. Medutim,
taj sustav, uz dodatnu pretpostavku da je sila Sy; j; konstantna, to jest jednaka za sve
Stapove, ekvivalentan je sustavu (4). Dakle, sustav (4) moZe se interpretirati kao iskaz uvjeta
minimuma ukupne duljine uzadi. Rjesenje tog sustava su koordinate slobodnih ¢vorova koje
za zadanu topologiju daju zbroj duljina Stapova manji nego za ijedan drugi oblik koji mreza
moze poprimiti. Taj oblik naziva se minimalna ili geodetska mreza kabela.

Mali broj nelinearnih jednadzbi i sustava moze se analiticki rijesiti. One se stoga rjeSavaju
iteracijskim postupcima postupnog priblizavanja kao sto je Newton-Raphsonov postupak.
Medutim, pokazano je ([1]) da i za najjednostavniju mogucu mrezu kabela taj postupak ne
konvergira uvijek, odnosno da ne moze jamciti dolazak do pribliznog rjesenja s dovoljnom
toCnosti.

Mreze u kojima sile u kabelima nisu medusobno jednake, ali su konstantne uzduz pojedinog
kabela nazivaju se ,prirodnim” poopcenim minimalnim mrezama. Mreze dolaze u ovaj oblik
ako se za prednapinjanja dozvoli klizanje kabela. Za razli¢ita opterecenja ni sile uzduz kabela
ne ostaju iste, ali su razlike dovoljno male u odnosu na sile prednapinjanja. Ako su pak sile u
svim Stapovima modela potpuno neovisne, rijec je 0 ,apstraktnom” poopcenju. Moguénost
uporabe ,prirodnih” poopcenih minimalnih mreza povecava skup ostvarivih oblika za ove
vrste konstrukcija. Pritom su vazni omjeri zadanih sila u kabelima, a ne njihove apsolutne

vrijednosti.
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Kod mreza s rubnim kabelima, u njima su sile znatno vece nego u unutarnjim kabelima. Zbog
toga se deSava da dva ili viSe ¢vora na tim rubnim kabelima otklizu u istu tocku (slika 34.),
Sto se ne moze sprijeciti ni znatnim povecanjem zadanih sila u proracunskom modelu. Zato
se uvode kinematicka ogranicenja Stapova na rubnim kabelima, pomocu Lagrangeovih
multiplikatora.

-4 e

Slika 34.: Medusobno priblizavanje ¢vorova na rubnim kabelima (Izvor: [1])

6.4. Metoda gustoce sila

Metodu gustoce sila pocetkom 70-ih godina proslog stoljeca razvili su Klaus Linkwitz i
Hans-J6rg Schek. U njoj je problem rjeSavanja sustava jednadzbi slobodnog ¢vora (4)

lineariziran na nacin da se sustav zapise kao:

Sy -

jeni Ly

Si
z {i.J} (yj _ yi) =0 (5)

jeny i jy

Sti.j)
Z- iy 37 H) =0
JEN; Y{i,j}

Omjer vrijednosti sile Sy; j; u Stapu {i, j} i njegove duljine lj; ;; nazvan je gustoCom sila, s

oznakom qg; j; -

_ St (6)

D ",
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UvrStavanjem izraza (6) u izraz (5) dobiva se sljedeci sustav jednadzbi:

E  quy (g —x)=0

JEN;

E  quy i—y) =0
JEN;

E o qun (zi—2z)=0
JEN;

(7)

Zadavanjem vrijednosti gustoce sila qy; ;; nepoznanice su i dalje vrijednosti silai koordinate
Cvorova, ali zato imamo jos po jednu linearnu jednadzbu sa zadanim koeficijentom qy; j; za
svaki stap. Sustav se zapravo raspada u 3 manja sustava, u svakom od kojih su nepoznanice
koordinate slobodnih ¢vorova na jednoj od 3 koordinatne osi. Iz dobivenih koordinata prema
izrazu za ly; j lako je dobiti duljine Stapova i nakon toga prema izrazu (6) i sile. Prema [1]
Linkwitz ipak napominje da je oblik dobiven ovom metodom tek polaziste u nalazenju oblika.
Zbog toga postoji i iterativni oblik metode gustoce sila u kojem se gustoca sile u Stapu za
novi korak dobiva mnozenjem gustoce sile iz prethodnog koraka s kvocijentom trazene sile
u Stapu i sile u Stapu dobivene prethodnim korakom. Analogno, postupak se moze provesti
i za trazene duljine Stapova.

6.5. Primjena metode gustoce sila na tlacne konstrukcije s unutarnjim rebrima

Dosad je objasnjena primjena metode gustoce sila na gipke vlatne konstrukcije. Primjenom
principa vlacno-tlatne analogije, ona se moze upotrebljavati i za oblikovanje tlacnih
konstrukcija kao Sto su, primjerice, svodovi, Sto je opisano u ovom potpoglavlju, prema [39].
Da bi se metoda gustoca sila primijenila na ovaj tip konstrukcija , potrebno je objasniti
postupak topoloskog mapiranja. To je postupak ravninske podjele trazenog oblika tlocrta u
mrezu trokuta, kao na slici 35. U [39], prema Hernandezu-Montesu, autori navode da se to
¢ini po nekim osnovnim topoloskim pravilima, neovisno o trazenoj geometrijskoj
konfiguraciji. Ovdje taj postupak nece biti detaljno opisan, samo valja spomenuti da se
podjela izvodi od srediSnjeg Cvora prema van u koncentricnim prstenima, povezujuci po
nekom od 3 pravila ¢vorove jednog prstena sa Cvorovima iduceg. Rijec je zapravo o izboru
topologije Stapova za trazenje oblika mreze.
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Slika 35.: Primjer topoloskog mapiranja; Deblje crte predstavljaju
pozicije rebara {Izvor: [39])

U iducem koraku, za sve grane mreze pretpostavlja se ista gustoca sila, odreduju se fiksni
¢vorovi te se, bez uzimanja u obzir vlastite tezine i ikakvih vanjskih opterecenja, metodom
gustoce sila nalazi ravnotezna konfiguracija pomocu izraza (7). Nakon toga, na mrezi se
slobodno mogu odrediti pozicije rebara, Sto se moze objasniti kao put sila kroz buduci svod.
Medutim, da bi se dobila ravnotezna konfiguracija, taj put sila mora imati fizikalnog smisla.
Zato je potrebno razumijevanje puta sila u rebrastim svodovima (vidljivo iz crteza fizickog
modela na slici 18.). Na novodobivenoj ravnoteznoj konfiguraciji biraju se Stapovi koji ce
predstavljati rebra, rubove te radijalne i prstenaste grane (slika 35.). Pritom treba veliku
paznju obratiti na ocuvanje simetrije. Odabranim granama dodjeljuje se veca gustoca sila
(slika 36.), u odredenim omjerima. Ako je zahtjev, primjerice, da rubni lukovi svoda ostanu

vertikalni, mogu se fiksirati s obzirom na x- ili y-os.

(b)

—_— 50

Slika 36.: a) Raspodjela gustoca sila na topoloskoj mrezi; b) konacni oblik
dobiven provedbom proracuna (lzvor: [39])
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Slijedi proracun pomocu metode gustoce sila, ali s razlikom u odnosu na primjenu kod
vla¢nih konstrukcija. Za njih je jedna od pretpostavki proracunskog modela glasila da se
vlastita tezina uzadi zanemaruje jer je mala u odnosu na sile prednapinjanja. Medutim, kod
tlacnih svodova to nije tako. U izraz (7) za smjer z-osi dodaju se vlastite teZine. Za tjeme
svoda (centralnu tocku mreze), kao opterecenje se stavlja trecina tezine svakog trokuta koji
je okruzuje i polovina tezine svake grane koja je dio rebra, a koja ga dodiruje. Vlastite tezine
svoda izrazene su po jedinici povrsine, a vlastite tezine rebara po jedinici duljine. Povrsina
svakog trokuta racuna se kao polovica norme vektorskog produkta dvaju stranica koje se
spajaju u tocki za koju se racuna opterecenje. Duljine Stapova dobivene su u prethodnom
proracunu. Zbog vlastite tezine problem vise nije linearan pa se rjeSava iteracijskim
postupkom. Nakon iteracije dobiva se nova ravnotezna konfiguracija, iz koje se racunaju
nove vlastite teZine za iducu iteraciju. Iteracija prestaje kada je razlika z-koordinata dvaju
uzastopnih iteracija po apsolutnoj vrijednosti manja od kriterija konvergencije, koji odreduje
inzenjer. Ako proracun divergira, doslo je do greske u izboru vrijednosti gustoca sila ili u
rasporedu rebara.

Kao i za gipke vlacne konstrukcije, za koje je inicijalno predvidena, i u ovom postupku metoda
gustoce sila koristi se iterativno, dajuci drugacije oblike za drugacije izabrane vrijednosti i
rasporede gustoce sila, s ciljem zadovoljavanja konstrukcijskih i estetskih zahtjeva.
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7. PRIMJERI

7.1. Crtanje tlacne linije pomocu veriznog poligona

Zadan je kameni polukruzni luk radijusa 5 m i debljine 75 cm, kao na slici 37. Potrebno je

naci tlacnu liniju.

Slika 37.: Polukruzni luk (nacrtano u AutoCAD-u)

U AutoCAD-u su izmjerene povrsine kamenih blokovaiiznose A = 1,071 m2.
Za zapremninsku tezinu kamena uzeta je vrijednost za vapnenac od v = 27,1 kN/m?3.
Tezina svakog kamenog bloka iznosi W = A * v = 29,02 kN/m’.

Tezine kamenih blokova stavljene su u plan sila. Za iznos horizontalnog potiska uzeto je H =

65 kN/m', sto je priblizno 20% ukupne tezine luka.

N\ /N

\\ //

\/

Slika 38.: Postupak veriznog poligona za dobivanje tlaéne linije luka (nacrtano u
AutoCAD-u)
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Graficki su pronadena tezista svakog kamenog bloka, a zrake iz plana sila prenesene su na
nacin da se dobije verizni poligon, koji je zrcaljen po nacelu vlacno-tlacne analogije da se
dobije tlacna linija. Buduci da se tla¢na linija nalazi unutar debljine luka, ne dolazi do pojave
pukotinai luk je siguran.

7.2. Analiza mosta Puente del Diablo u Martorellu

Kod gotickih Siljastih lukova, zbog manje granicne debljine, zaglavni se kamen bogato
ukrasava ili se na neki drugi nacin dodaje teret u toj tocki. Time se postize bolje oblikovanje
tlacne linije u odnosu na debljinu luka i bolja stabilnost.

Jedan od takvih primjera je i Puente del Diablo u katalonskom gradicu Martorellu, na cijem
se tjemenu nalazi mali toranj za kontrolu prolaska preko i ispod mosta, koji ima i
konstrukcijsku funkciju, sto se pokusalo dokazati u ovom primjeru. Most je visok 21 metar,
araspona je 43 metra.

Prvo je iscrtana kontura glavnog raspona. Radi pojednostavljenja, most je podijeljen na
devet odsjecaka, sto pravokutnih, sto trapeznih. U AutoCAD-u su nadene njihove povrsine i
tezista. Horizontalni potisak uzet je kao 33% ukupne tezine mosta.

Za prvi primjer, radi usporedbe, most je zamisljen bez tornjica na vrhu i on nije uzet kao
opterecenje u planu sila. (slika 39.). Verizni poligon nacrtan je po uobicajenom postupku te

je zrcaljenjem dobivena tlacna linija.

Zadrugi primjer (slika 40.), tornjic je uzet u obzir, ali kako je on zapravo dobrim dijelom Supalj,
uzet je s polovinom vrijednosti povrsine pri racunanju tezine po metru Sirine, sto bi bilo

priblizno tako da se racunalo s volumenima.

Zakljucak ove, ipak prilicno grube analize, jest da je most siguran, kako s tornjicem tako i bez
njega, jer tlacne linije za oba slucaja leze unutar debljine mosta.
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Slika 39.: Tla¢na linija mosta zamisljenog bez tornjica (Izvor crteza: [40], analiza nacrtana u AutoCAD-u)

Plnno,yv;na del Puente de Martorell

por los afios devsr 53 Tre

Lam 8.A
edificado sobre el Rio Llobregat
de la Fundacion de Roma o=

e
: il SO
ST A A P
L ﬁ -
ot G

VT

Slika 40.: Tlacna linija mosta s tornjicem (lzvor crteza: [40], analiza nacrtana u AutoCAD-u)
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7.3. Oblikovanje ljuske pomocu veriznog poligona

U alatu GeoGebra demonstriran je nacin primjene veriznog poligona za pojednostavljeno
oblikovanje tlacne ljuske, prema Saliklisu [41]. Zadan je peterokutni raspored oslonaca
prikazan na slici 41.

Slika 41.: Raspored oslonaca za ljusku (GeoGebra)

Odluceno je da ¢e nad njima biti konstruirano 5 lukova oblika lancanice, koja ce se
aproksimirati iteracijskom metodom veriznog poligona. Uz pretpostavku da je cijela ljuska
od istog materijala i jednake debljine, tezinom trake betona moze se smatrati duljina linije
koja ju u ravninskoj konstrukciji predstavlja. Pritom se u iteraciju krece s pretpostavkom da
su svi odsjecci jednake tezine (slika 42.)

Slika 42.: Prvi korak iteracije za luk BC (GeoGebra)
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U drugom koraku iteracije za tezine odsjecaka uzimaju se duljine dijelova veriznog poligona
iz prvog koraka, te se ponovno s novim planom sila crta verizni poligon. Duljine njegovih

odsjecaka predstavljaju tezine za trecu i zadnju iteraciju.

<4<
4

B

Slika 43.: Oblici luka nakon druge i trece iteracije i planovi sila, luk BC
{GeoGebra)

Luk BC zrcaljen je da se dobije luk AE. Iteracijski postupak na identi¢an nacin ponovljen je za
luk AD, koji je zrcaljen u luk BD, te za luk AB. Njihovi konacni oblici vidljivi su na slici 44.

Zavrsni rad: lvan Rogosic 45



Primjeri
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Slika 44.: Konstrukcija luka AD prikazana u prostoru (lijevo); Konstrukcija luka AB prikazana u ravnini (desno)
(GeoGebra)

Kad su dobiveni svi lukovi, nastao je oblik sa slike 45. Nakon toga, taj oblik je ,pokriven”
pomocu funkcije spline da se dobije konacan oblik ljuske (slika 46.). Zahvaljujuci oblikovanju
pomocu lancanice, ljuska bi trebala uvijek biti u tlaku, zbog tega moze biti napravljena od
vrlo tankog sloja armiranog betona.
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Slika 45.: Konacni oblici svih pet lan¢anica (lijevo); njihov
tlocrtni raspored (desno) (GeoGebra)

O =

Slika 46.: Konacni izgled ljuske sa razli¢itih strana (lan¢anice
dobivene iteracijom su zelene, a krivulje dobivene funkcijom
spline su crne) {GeoGebra)
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8. ZAKLJUCAK

Hookeovo otkrice vlacno-tla¢ne analogije otvorilo je vrata razumijevanju ponasanja zidanih
konstrukcija. lako se nije naglo rasirilo po Europi, jer Hooke nije opisao kako bi se ono
primjenjivalo u praksi, zajednickim radom brojnih znanstvenika i inzenjera dosSlo se do
metode koja danas omogucuje ispravnu analizu zidanih gradevina. Dugo se smatralo da
elasticna teorija drzi odgovor na pitanje stvarne tlacne linije. Medutim, Heymanovo
uklapanje analize zidanih lukova i svodova u modernu grani¢nu analizu dalo je konacno
prednost ravnoteznom pristupu, koji je do polovice 20. stoljeca prakticki bio zaboravljen, a
vec nekoliko stoljeca prije je uspjesno koristen. Danas se viSe uglavnom vise ne gradi od
kamena, ali nova znanja treba upotrebljavati i razvijati radi ocuvanja arhitektonske bastine.
Potvrdom validnosti ravnoteznog pristupa, tj. uporabe tlac¢ne linije, na vaznosti dobiva
graficka statika kao njegov vazan alat. Iz primjera je vidljiva jednostavnost njezine primjene
u donosenju zakljucaka o sigurnosti materijala. Ipak, njome se treba koristiti oprezno jer pri

analizi starih gradevina svaka postavlja nove izazove za inzenjere.

Osim kod povijesnih zidanih gradevina, vlacno-tlatna analogija nasla je primjenu i u
modernoj arhitekturi pojavom ljuski. Primjena, izmedu ostalog, visecih fizickih modela ocit
je primjer, a arhitektima je otvorila gotovo neogranicene moguénosti oblikovanja. Ponovno
zahvaljujuci vlatno-tlacnoj analogiji moguce je povezati proracunske metode vlacnih i
tlacnih konstrukcija kao Sto je to ucinjeno s metodom gustoce sila.
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