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Sazetak

SAZETAK

Rad se bavi detaljnom analizom naprezanja i teorije savijanja. Definirane su trajektorije
naprezanja kao sustav ortogonalnih krivulja, kojima tangente u svakoj tocki imaju smjerove
glavnih naprezanja. Poznavanje trajektorija glavnih naprezanja klju¢no je kod nosaca
izradenih od materijala sa znatno vecom ¢vrstocom na pritisak nego na rastezanje, poput
betonskih nosaca. Iznimno je vazno pravilno rasporediti Celicnu armaturu unutar nosaca
kako bi pratila tok glavnih vlacnih naprezanja. Time se osigurava optimalno iskoristavanje
materijala, povecava nosivost i produzuje vijek trajanja konstrukcije. Ovaj rad zapocinje
pregledom osnovnih pojmova u otpornosti materijala, ukljucujué¢i normalna, posmicna i
glavna naprezanja. U nastavku rada, fokus je na analizi teorije savijanja, u kojoj se
proucavaju razliciti slucajevi savijanja i njihovi utjecaji na konstrukcije. U zavrsnom djelu
rada, obuhvacena je analiza trajektorija naprezanja, a numericki primjeri pruzaju dodatnu
jasnocu i prakti¢nu primjenu teorijskih koncepata.

Kljucne rijeci: trajektorije naprezanja, glavna naprezanja, normalna naprezanja, posmi¢na

naprezanja, savijanje.
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Summary

SUMMARY

The paper focuses on a detailed analysis of stress and bending theory. Stress trajectories
are defined as a system of orthogonal curves, where the tangents at each pointindicate the
directions of the principal stresses. Understanding the trajectories of principal stresses is
crucial for beams made from materials that have significantly higher compressive strength
than tensile strength, such as concrete beams. It is essential to properly position the steel
reinforcement within the beams to follow the path of the main tensile stresses. This
ensures optimal material utilization, increases load-bearing capacity, and extends the
lifespan of the structure. The paper begins with a review of fundamental concepts in the
strength of materials, including normal, shear, and principal stresses. The next section
focuses on the analysis of bending theory, examining various bending cases and their
impact on structures. The final part of the paper covers an analysis of stress trajectories,
with numerical examples providing additional clarity and practical application of theoretical
concepts.

Keywords: stress trajectories, principal stresses, normal stresses, shear stresses, bending.
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Uvod

1. UVOD

Pojam naprezanja u svim granama gradevinarstva ima vrlo siroku primjenu i veliku vaznost.
Projektanti konstrukcija trebaju precizno razumjeti kako se opterecenja prenose kroz
materijale i konstrukcijske elemente. Pravilno odredivanje unutarnjih sila i naprezanja
kljucan je korak u osiguravanju sigurnosti, stabilnosti i trajnosti konstrukcija. Ovaj rad
posvecen je detaljnoj analizi naprezanja koja se javljaju unutar materijala uslijed razlicitih
vrsta opterecenja, s ciliem boljeg razumijevanja trajektorija naprezanja.

Trajektorije naprezanja predstavljaju graficki prikaz putanja duz kojih se naprezanja razvijaju
naprezanja. Temeljni teorem o trajektorijama naprezanja navodi da se sustav trajektorija
naprezanja moze podijeliti na dvije medusobno okomite skupine krivulja, gdje tangente
jedne skupine prikazuju smjer najveceg glavnog naprezanja, dok tangente druge skupine
prikazuju smjer najmanjeg glavnog naprezanja. Dakle, postoje vlacne i tlacne trajektorije
naprezanja. One sluze za identificiranje kriticnih mjesta u konstrukciji, odnosno
prepoznavanje podrucja unutar konstrukcije koja su podvrgnuta najvecim opterecenjima,
kako bi se smanjila mogucnost loma ili deformacije. Trajektorije naprezanja razvili su
Maxwell 1850. godine i Culmann 1866. godine. One su se nastavile koristiti u
fotoelasticitetu, u vrijeme dok racunalne tehnike jos nisu bile dovoljno razvijene, a odreduju
se iz diferencijalnih jednadzbi ili eksperimentalno, iz izoklina na fotoelasticnim modelima
[5]. U danasSnje vrijeme, s napretkom numeri¢ckih metoda poput metode konacnih
elemenata (engl. finite element method, FEM), trajektorije naprezanja mogu se precizno
odrediti i analizirati digitalno.

Zavrsni rad: Ambra Licul 1



Analiza naprezanja

2. ANALIZA NAPREZANJA

U nastavku Ce se pojasniti pojam naprezanja na primjeru ¢vrstog tijela koje lezi u ravnini xyz
pod djelovanjem vanjskih sila F;. Te sile zele razdvajiti ili pribliziti pojedine Cestice tijela, dok
se tome protive unutarnje sile medu Cesticama tijela [2]. Za prikaz tih unutarnjih sila sluzimo
se metodom presjeka. Uzmemo li u obzir jedan dio tijela presjecen ravninom, mozemo reci
da je u ravnotezi pod djelovanjem vanjskih sila i unutarnjih sila distribuiranih po poprecnom
presjeku koje predstavljaju djelovanja drugog dijela na prvo, a moraju biti takvog intenziteta
da uravnotezuju dio tijela.

Vektor punog naprezanja koji s normalom presjeka zatvara neki kut ¢ moze se rastaviti na
dvije komponente: normalnu o, i tangencijalnu t.. Normalna komponenta ima smjer okomito
na element plohe AA i predstavlja normalno naprezanje presjeka, dok tangencijalna

komponenta lezi u ravnini plohe i predstavlja posmicno naprezanije.

Onh =P X COSY, Tn =P X SiNQ

lonl?= 0n? + Tn?

Slika 1 Vektor punog naprezanja rastavljen na dvije komponente

Normalne i posmicne komponente odredene su pomocu dva indeksa. Prvi indeks oznacava
smjer vanjske normale ravnine na koju ta komponenta djeluje, dok drugi indeks oznacava
smjer same komponente naprezanja. Ako je ravnina presjeka okomita na koordinatnu os x
jednadzba glasi [1]:

Zavrsni rad: Ambra Licul 2



Analiza naprezanja

212 — 2 2 2
|px| —Uxx+Txy+sz

Na isti nacin dobit ¢emo i komponente naprezanja za os vy i z. Iz toga mozemo zakljuciti da
je prostorno stanje naprezanja u nekoj tocki napregnutoga tijela potpuno odredeno s devet
komponenata naprezanja koje djeluju na tri medusobno okomite ravnine.

y

Tyz l'fx
T x
T —
Z
¥ Txz

Slika 2 Komponente naprezanja na tri medusobno okomite ravnine

Njih mozemo prikazati u obliku kvadratne matrice koju nazivamo matricom tenzora
naprezanja. Prvi indeks oznacuje redak, a drugi stupac. Elementi svakog retka predstavljaju
komponente naprezanja u jednoj ravnini [1].

Oxx  Txy Txz

[oij]=|Tyx Oyy Tyz
Tzx Tzy Ozz

2.1. Normalna naprezanja

Normalna naprezanja su ona koja djeluju okomito na element plohe, tj. paralelno sa
vektorom normale. Primaju pozitivne vrijednosti kada djeluju u pozitivnim smjerovima
koordinatnih osi na povrsini s vanjskom normalom, a negativne kada djeluju u negativnim
smjerovima. Pozitivha normalna naprezanja nazivaju se vlatna naprezanja i ona nastaju
kada vanjske sile nastoje razvuci materijal, dok su negativna naprezanja tlacna i u tom

slucaju vanjske sile djeluju tako da sabijaju materijal.

Zavrsni rad: Ambra Licul 3



Analiza naprezanja

Normalna naprezanja nastaju kao posljedica:
a) Aksijalnog opterecenja Stapa

Vlacno (rastezanje)

Slika 3 Vla€éno aksijalno optereéenje Stapa

Tlacno (sabijanje)

Slika 4 Tlaéno aksijalno optere¢enje Stapa

Ako je Stap izlozen silama Ciji pravci djelovanja prolaze kroz os koja se poklapa s tezistem
poprecnog presjeka Stapa i okomita je na taj presjek, rijec je o aksijalnom opterecenju Stapa.
U takvom opterecenju Stapa, od unutarnjih sila prisutna je samo uzduzna sila N.

b) Cistog savijanja

/" ¥

M
™
)/

Slika 5 Cisto savijanje Stapa

Cisto savijanje je oblik savijanja kod kojeg se vanjske sile u odredenom popre¢nom presjeku

Stapa svode iskljucivo na moment savijanja.

Zavrsni rad: Ambra Licul
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c)

Savijanja silama

Slika 6 Savijanje silama

Stap je opterecen silama ¢iji je smjer djelovanja okomito na os $tapa. U popre¢nom

presjeku stapa javljaju se poprecna sila i moment savijanja.

Neke od karakteristika normalnih naprezanja su:

a)

b)

2.2.

Ravnomjerna raspodjela

Ako je sila ravnomjerno rasporedena po povrsini presjeka, tada ce naprezanje biti
jednako kroz cijeli presjek. Medutim, ako je raspodjela sile neravnomjerna,
naprezanje se moze mijenjati po presjeku.

Elasticnost i plasticnost

Kada materijal djeluje unutar elasticne granice, naprezanja su proporcionalna
deformaciji (Hookeov zakon). Ako naprezanja predu granicu elastiCnosti, materijal
ulazi u zonu plasticnosti gdje vise ne postoji linearna ovisnost naprezanja i
deformacije.

Poissonov koeficijent

Kada se element rasteze u jednom pravcu izazivajuci vlatna naprezanja, on se sabija
u poprecnim pravcima zbog Poissonovog efekta. Poissonov koeficijent definira
odnos izmedu uzduzne i poprecne deformacije.

Posmicna naprezanja

PosmiCna naprezanja zovemo ona naprezanja koja djeluju u ravnini elementa plohe

(tangencijalno). Posmi¢no naprezanje nastaje kada sila tezi klizanju jednog dijela materijala

u odnosu na drugi.

Zavrsni rad: Ambra Licul 5
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Zakon o uzajamnosti posmicnih naprezanja glasi: u dvije medusobno okomite ravnine
komponente posmicnih naprezanja koje su okomite na presjecnicu tih ravnina jednake su
po veli¢ini i usmjerene prema presjecnici tih ravnina ili od nje. [1]

T T

Slika 7 Zakon o uzajamnosti posmic¢nih naprezanja

Posmicna naprezanja nastaju kao posljedica:

a) Smicanja

Slika 8 Smicanje

Tijelo je optereceno na smicanje ako vanjsko opterecenje koje djeluje na tijelo, djeluje tako
da nastoji pomaknuti jedan dio tijela u odnosu na drugi duz ravnine smicanja (npr. zakovica
koja spaja dva lima).

b) Uvijanja (torzije)

M M
o &
v U

Slika 9 Uvijanje Stapa

Zavrsni rad: Ambra Licul 6
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Torzija ili uvijanje nastaje ako je ravni Stap opterecen momentima koji djeluju u ravnini koja
je okomita na os Stapa, te se u bilo kojem poprecnom presjeku stapa javlja samo moment
torzije.

c) Savijanjasilama

Slika 10 Savijanje silama

Stap je opterecen silama ¢iji je smjer djelovanja okomito na os $tapa. U popreénom presjeku
Stapa javljaju se poprecna sila i moment savijanja.

2.3. Glavna naprezanja

Stanje naprezanja u ravnini odredeno je normalnim i posmicnim naprezanjem. Pri rotaciji
koordinatnog sustava vrijednosti komponenata naprezanja se mijenjaju. U ravnini u kojoj je
posmicno naprezanje jednako nuli, normalno naprezanje poprima ekstremnu vrijednost i
ujedno je i puno naprezanje. Takve ravnine nazivaju se glavne ravnine, a normalna
naprezanja koja djeluju na tim ravninama zovu se glavna naprezanja i oznacuju sa o,
(maksimalna vrijednost) i o, (minimalna vrijednost). Veli€ine glavnih naprezanja ratunamo

pomocu izraza:

Oxt oy
2

1
012= +2 [(o; — 0,)2 + 41,

a smjerovi glavnih naprezanja, koji se nazivaju glavne osi, odreduju se pomocu izraza:

2Txy
Ox—0y

tg2¢ =

Taj izraz daje dvije vrijednosti, a koja od njih odgovara maksimalnom naprezanju odreduje
predznak druge derivacije.

Zavrsni rad: Ambra Licul 7
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0%0,
dp?

Drugi nacin odredivanja smjerova glavnih naprezanja je uz pomoc dijagonale posmika.
Pravilo glasi: ako pravac AB koji spaja vrhove kvadrata prema kojima djeluju posmic¢na
naprezanja nazovemo dijagonalom posmika, mozemo reci da je pravac maksimalnog
naprezanja onaj koji lezi izmedu dijagonale posmika i algebarski veceg normalnog
naprezanja. [1]

Y, Y
Y y
W P WX
A B
]
N
52
N ke 1
- . \
[ AV T
X}’ \>'_J\¢: N x}.f
1‘ AN —70
\ T ?
P N :
Ox ‘ N J{ Ox
oy LK
.JA \;\d \\\
. .
T~
A
—— "yx
. o,
c, J
Y
(Ta < T
. > 52 e )

Slika 11 Stanje naprezanja u ravnini

Postoji jos jedan nacin pomocu kojeg odredujemo smjer glavnih naprezanja, a to je uz pomo¢
sljedece formule:

0i—0x _ Txy

tgpo=

Tyx oi— 0y
oi — odgovarajuce glavno naprezanje

Zbroj normalnih naprezanja na bilo koje tri medusobno okomite ravnine mora biti stalna
veli¢ina i jednaka zbroju glavnih naprezanja. To izrazava prva invarijanta naprezanja:

[1 = 01+ 02 +03= 0x + oy +0,= konst.
2.3.1. Glavna posmicna naprezanja
U slucaju kada je prva invarijanta naprezanja jednaka nuli (o1 = -o>) u ravninama ekstremnih

posmicnih naprezanja ne pojavljuju se normalna naprezanja. Tada govorimo o stanju Cistog

posmika. Normala na ravninu ekstremnih posmicnih naprezanja u tom slucaju raspolavlja

Zavrsni rad: Ambra Licul 8
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pravi kut izmedu pravaca glavnih naprezanja. U drugim slucajevima, kada su normalna
naprezanja u tim ravninama prisutna, ekstremne vrijednosti posmicnih naprezanja

dobijemo iz uvjeta:

1
Ti,=1 E \/(ax —0y)% + 413,

ili
g1~ 02
2

T12 = +

a smjer normale na ravninu na kojoj ona djeluju dobijemo iz uvjeta

Oy—0x Ox— Oy
2

tg2¢,=

Txy 2Tyxy

Ekstremna posmicna naprezanja djeluju u ravnini koja prolazi jednom od triju glavnih osi
naprezanja i s druge dvije glavne osi zatvara kut od 45°, odnosno ta je ravnina okomita na

jednu od glavnih ravninai s drugim dvjema glavnim ravninama zatvara kut od 45°.

Zavrsni rad: Ambra Licul 9



Savijanje

3. SAVIJANJE

Prilikom savijanja, uzduzna os Stapa se deformira u zakrivljenu liniju koja se naziva elasti¢na
ili progibna linija. Vlakna koja su paralelna s osi stapa skracuju se ako su na konkavnoj strani,
dok se produljuju ako su na konveksnoj strani Stapa. Sloj u kojem se vlakna ne skracuju niti
produzuju naziva se neutralni sloj. U praksi, Stap koji je podvrgnut savijanju naziva se nosac
ili greda. Prilikom savijanja od unutarnjih sila moze se pojaviti moment savijanja M, koji
djeluje okomito na ravninu poprecnog presjeka, te poprecna sila T.. Unutarnje sile se
odreduju primjenom metode prereza. U nastavku ce se detaljnije objasniti tri slucaja
savijanja Stapova [2].

3.1. Cisto savijanje

Savijanje pri kojem se unutarnje sile u poprecnom presjeku Stapa mogu svesti iskljucivo na
moment savijanja. Savijanje se odvija u onoj ravnini koja obuhvaca uzduznu os nosaca x i 0s

simetrije (glavna ravnina savijanja Stapa).

M

Slika 12 Dijagram momenta savijanja i poprec¢nih sila uslijed €istog savijanja

UzduZna os se u tom slucaju deformira i prima oblik zakrivljene linije koja se zove elasticna
linija. Obzirom da je vrijednost momenta savijanja u svakom poprecnom presjeku jednaka,

mozemo reci da je ta elasti¢na linija dio kruznice.

Zavrsni rad: Ambra Licul 10



Savijanje

os Stapa

4
0/ =

elasti¢na linija

Slika 13 Elasti¢na linija kao dio kruznice pri €istom savijanju

Pri Cistom savijanju uvodimo sljedece pretpostavke o deformiranju Stapa, odnosno
raspodjeli naprezanja: [2]

a) Hipoteza ravnih poprecnih presjeka (Bernoullijeva hipoteza) - poprecni presjeci
nakon deformiranja ostaju ravni i okomiti na savijenu os stapa

b) Javlja se samo normalno naprezanje o,
Primjenom Hookeova zakona naprezanje racunamo pomocu sljedeceg izraza:
E
o,=Ee, ==z
X X p
z — udaljenost tocke od neutralne osi

Polozaj neutralne povrsine i polumjer zakrivljenosti o mozemo dobiti pomocu uvjeta

ravnoteze elementa Stapa koji glase [1]:
N=/f o0dA=0
M, = [, oxzdA

M.=[, o,ydA=0
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Slika 14 Ravnoteza elementa Stapa optere¢enoga na Cisto savijanje (I1zvor: [2])

Uvrstavanjem izraza za normalno naprezanje u izraz za M, i sredivanjem tog izraza,

dobijemo konacni izraz za racunanje naprezanja u svakoj tocki presjeka:

axzﬂ;l—yyz [N/mm?]

Iz izraza mozemo zakljuciti da su normalna naprezanja linearno raspodijeljena po visini
poprecnog presjeka, da poprimaju maksimalne vrijednosti u krajnjim vlaknima, a u

neutralnoj osi su jednaka nuli.

3} .
("XJTWII"

UX.H’]UX

Slika 15 Raspodjela normalnog naprezanja po visini presjeka

3.2. Savijanje silama

Kada se u poprecnom presjeku stapa javljaju i poprecna sila i moment savijanja, radi se o
savijanju silama ili poprecnom savijanju. U tom je slucaju stap opterecen silama koje su
usmjerene okomito na os Stapa i leze u ravnini koja prolazi kroz os simetrije presjeka i os

Stapa.
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Slika 16 Dijagram momenta savijanja i poprec€nih sila uslijed savijanja silama

Obzirom da u proizvoljnome presjeku stapa djeluju moment savijanja i poprecna sila T,, u
presjeku se pojavljuju normalna naprezanja o, i posmicna naprezanja Ty, | Ty, Za

promatrani dio Stapa mozemo postaviti sljedecih Sest uvjeta ravnoteze [1]:
N=/f, o0dA=0
Ty= [, TxydA=0
T, = [, T, dA
My= [, (Te; ¥ = Txyz) dA =0
M, = [, o, zdA
M= [, o, ydA=0

Naslici 17 je prikazana raspodjela posmicnih naprezanja po poprecnom presjeku. Na gornjoj
i donjoj povrsini nosaca posmicna naprezanja, pa tako i posmicne deformacije, primaju

vrijednost nula (uzajamnost posmic¢nih naprezanja).
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Slika 17 Raspodjela posmi€nih naprezanja po popreénom presjeku

Vidimo da je raspodjela posmicnih naprezanja i deformacija po visini presjeka nejednolika.
Zbog toga prilikom savijanja silama u poprecnim presjecima dolazi do vitoperenja, a element
C poprecnog presjeka prelazi iz pravokutnog oblika, prije nego Sto je na njega djelovalo
opterecenje, u oblik romba nakon opterecenja.

[\

Slika 18 Vitoperenje poprecnih presjeka (l1zvor: [1])

‘[ )]
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Kod vecih omjera I/h, Sto je Cesto slucaj u prakticnim primjenama, deformacije uslijed
vitoperenja su zanemarivo male u odnosu na deformacije uzrokovane rotacijom poprecnog
presjeka kao kod Cistog savijanja. Zbog toga se moze zadrzati pretpostavka da poprecni
presjeci ostaju ravni nakon deformacije i okomiti na elasticnu liniju. Ako je poprecna sila T,
konstantna, svaki poprecni presjek se vitoperi na isti nacin, pa vitoperenje ne utjece na
deformacije ni na normalna naprezanja. U tim slucajevima normalna naprezanja se
izracunavaju kao kod Cistog savijanja, a posmicna naprezanja se odreduju prema izrazu:
T, Sy

Tyz=Tyx=—"
Xz zX be

b — Sirina presjeka
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S,je izraz za staticki moment povrsine, a njega u slucaju pravokutnog poprecnog presjeka
raCunamo prema izrazu:

S\/:A\/xzn=b><(g—z)x%x(g+z)=gx(h;_zz)

Staticki moment se po visini presjeka rasporeduje paraboli¢no, sto znaci da e i raspodjela
posmicnih naprezanja po visini pravokutnog presjeka biti parabolicna, s najvecom
vrijednoscu u neutralnoj osi.

i Txz
n/2 K

y | Txz,max

h/2 /

Slika 19 Raspodjela posmi€nih naprezanja po visini popre€nog presjeka

3.3. Koso savijanje

Javlja se onda kada se ravnina djelovanja momenta savijanja ne podudara ni s jednom od
glavnih sredisnjih osi tromosti poprecnog presjeka.

Slika 20 Koso savijanje
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Razlikujemo vise slucajeva kosog savijanja:
a) Cisto koso savijanje

U poprecnim presjecima Stapa prisutan je isklju¢ivo moment savijanja. Ravnina djelovanja
momenta savijanja m-m u bilo kojem presjeku Stapa prolazi teziStem poprecnog presjeka.

Slika 21 Cisto koso savijanje

Vektor momenta savijanja M je okomit na ravninu m-m i tvori kut o s drugom osi tromosti

y. Moment savijanja moze se razloziti na komponente:
My=M cosa

M,=M sina

Slika 22 Poprec€ni presjek elementa optereéen na €isto koso savijanje
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Te komponente predstavljaju momente savijanja oko glavnih osi tromosti y i z. Stoga se
Cisto koso savijanje moze promatrati kao istodobno savijanje Stapa u dvije glavne ravnine
xz i xy. Moment savijanja M, djeluje unutar ravnine xz, Sto u tocki A (v,z) poprecnoga presjeka
uzrokuje normalno vlacno naprezanje [1]:

My

Oy1 =742
Iy

l, — moment tromosti poprecnog presjekaza osy

Moment savijanja M, djeluje unutar ravnine xy, Sto u tocki A {y,z) poprecnoga presjeka

uzrokuje normalno vlacno naprezanje:

M,

Ox2 = a xy
z
l, — moment tromosti poprecnog presjeka za os z

Superpozicijom mozemo dobiti ukupno normalno naprezanje nastalo od momenta savijanja

M u promatranoj tocki A (y,z):
Ox = Ox1 T Oy

Uzimajuci u obzir gornje izraze dobivamo konacnu jednadzbu za normalno naprezanje pri
cistom kosom savijanju:
cosa sina
oy =M-(—z+ — )
I I,
Kada bismo u svakoj tocki presjeka u smjeru normale nanijeli vektor naprezanja o, skup
vrhova tih vektora tvorili bi neku ravninu. Na presjecnici te ravnine i ravnine poprecnog
presjeka nalazi se neutralna os. Jednadzba neutralne osi glasi [1]:
cosa sina
—z+ —y=0
L I,
Sredivanjem izraza dobivamo:
Z Iy
e _t a X =
y & Iz
Ako uzmemo da neutralna os (pravac n-n) sa osi y €ini kut ¢ onda dobivamo:

iZ

I
tg(p:—l—yxtga=——§xtga

L
iy, iz — glavni sredisnji polumjeri tromosti poprecnog presjeka

Polozaj neutralne osi kod Cistog kosog savijanja mozemo izracunati koristeci sredisnju
elipsu tromosti poprecnoga presjeka Cija jednadzba glasi:
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dok tangens kuta koji tangenta na elipsu u tocki K(yo, zo) tvori s osi y racunamo:

, ,
tg'P:—Z—thga:—I—yxtga
z

z

Dolazimo do zakljucka da je ¥=¢, Sto znaci da je neutralna os pri ¢istome kosom savijanju
paralelna s tangentom na elipsu u tocki u kojoj elipsa sijeCe ravninu djelovanja opterecenja.

To znaci da su pravci m-m i n-n konjugirani promjeri sredisnje elipse tromosti.
b) Poprecno koso savijanje (koso savijanje silama)

U poprecnim presjecima djeluju poprecna sila i moment savijanja.
c) Ravninsko koso savijanje

Nastaje kada opterecenje koje savija Stap djeluje u ravnini koja prolazi kroz os Stapa, ali se
ne podudara ni s jednom od glavnih sredisnjih osi tromosti presjeka. Elasticna linija Stapa
tada postaje ravninska krivulja koja nije u istoj ravnini kao i opterecenje

d) Prostorno koso savijanje

Kada opterecenje koje savija stap ne djeluje unutar jedne ravnine, smjerovi se djelovanja
rezultantnoga momenta savijanja u razlic¢itim popre¢nim presjecima stapa ne podudaraju.
U tom slucaju, elasticna linija sStapa formira prostornu krivulju.
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4. TRAJEKTORIJE NAPREZANJA

Trajektorije naprezanja predstavljaju kljucni koncept u analizi naprezanja. To su sustavi
ortogonalnih krivulja, Cije su tangente definirane smjerom vektora glavnih naprezanja u
odredenoj tocki. Ove putanje omogucuju inZzenjerima da vizualiziraju kako se unutarnje sile,
izazvane vanjskim opterecenjima, raspodjeljuju kroz materijal. Vizualizacija se vrsi pomocu
racunalnih metoda, gdje se naprezanja prikazuju graficki, koristeci linije koje slijede
smjerove glavnih naprezanja. Veliina naprezanja moze se prikazati na nekoliko nacina, npr.

bojom, debljinom linije, udaljenoscu iznad povrsine ili kombinacijom ove tri metode.

Slika 23 Stap optereéen jednoliko kontinuiranim optereéenjem

Na slici 23 prikazan je Stap pravokutnog poprecnog presjeka koji je opterecen jednoliko
kontinuiranim opterecenjem. U stapu djeluju normalna naprezanja o, i posmic¢na naprezanja
T,,. Stanje naprezanja u pojedinim tockama poprecnoga presjeka x prikazano je na slici
24.a), dok su pripadajuca glavna naprezanja prikazana na slici 24.b). Dijagrami na slici 24.c)
prikazuju dijagrame normalnih, posmicnih, glavnih normalnih i glavnih posmicnih

naprezanja u promatranome presjeku x.
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Slika 24 Stanje naprezanja u presjeku X

U rubnim vlaknima, gdje je t,, = 0, jedno glavno naprezanje poprima vrijednost o, dok je
drugo jednako nuli. Na neutralnoj osi je g, = 0 pa je to stanje Cistog posmika, te vrijedi da
su glavna naprezanja jednaka maksimalnom posmi¢nom naprezanju, a sa 0si X zatvaraju
kut od 45°. Vidimo da prilikom prelaska od krajnjih rastegnutih vlakana u donjem dijelu
presjeka, pa do krajnjih pritisnutih vlakana u gornjem dijelu presjeka, smjerovi glavnih
naprezanja se postupno rotiraju za 90° u smjeru kretanja kazaljke na satu. Smjerove glavnih
naprezanja odredujemo pomocu izraza:

2Tyz

tg2¢po=

Ox

Koristeci se tim izrazom, mozZemo u vertikalnome uzduznom presjeku Stapa odrediti polje
smjerova glavnih naprezanja, te u njemu konstruirati dva sustava ortogonalnih krivulja koje
zovemo trajektorije glavnih naprezanja. Kroz svaku tocku konstrukcije prolaze dvije
trajektorije glavnih naprezanja, viacnai tla¢na [1]. Vrijedi da u vlatnom rubu presjeka postoji
samo vlacno naprezanje usmjereno u smjeru ruba nosaca, pa je to ujedno glavno vlacno
naprezanje. To znaci da je smjer glavnog tlacnog naprezanja okomito na vlacni rub nosaca,
pa je tlacna trajektorija takoder okomita na vlacni rub. Analogno vrijedi i za vlacne
trajektorije. U neutralnoj osi javljaju se samo posmicna naprezanja, stoga glavna naprezanja
na neutralnu os djeluju pod kutom od 45°.
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Slika 25 Trajektorije glavnih naprezanja u nosacu

Razlika izmedu glavnih naprezanja ostaje pozitivha na svim trajektorijama, osim na
mjestima gdje su naprezanja u svim smjerovima jednaka. Takve se tocke nazivaju
izotropnim [4].

Vaznost trajektorija glavnih naprezanja u gradevinarstvu pronalazimo pri konstruiranju
elemenata koji su izradeni od materijala cija je cvrsto€a na rastezanje puno manja od
cvrstoce na pritisak, kao Sto je beton. Trajektorije naprezanja pomazu u pravilnom
rasporedivanju celicne armature, koja bi trebala biti postavljena tako da prati smjer glavnih
vlacnih naprezanja, ¢ime se poboljsava nosivost i sprjecava pucanje. Poznavanje smjerova
glavnih naprezanja omogucuje projektiranje stabilnih konstrukcija s optimalnom
raspodjelom opterecenja, kao i identificiranje kriticnih mjesta u konstrukciji, sto doprinosi
vecoj sigurnosti i dugovjecnosti same konstrukcije.
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5. NUMERICKI PRIMJERI

Postupak konstruiranja trajektorija naprezanja prikazat ce se pomocu dva numericka
primjera. Numericki primjeri rijeseni su analitickim putem, sa grafickim prikazom trajektorija

naprezanja.
Zadatak 1.
200mm I
40 .40 40 .40 40
|
| N N
| o
| 0
: Di‘
| 3
q=15kN /m ' > c
| & IS
| M=8kNm -8
| ™ %
A 1I B ) ¥
=
N | NN
; 4m . Tm , 80

Za nosac zadanog poprecnog presjeka opterecen prema slici treba odrediti:

a) Maksimalno normalno i posmicno naprezanje te nacrtati odgovarajuce dijagrame

naprezanja
Prvo izracunamo geometrijske karakteristike poprecnog presjeka:

A =200 x 50 + 150 x 40 + 40 x 40 + 80 x 80 = 24000 mm?

200 X 50 X 255 + 150 X 40 X155 + 40 X 40 X210 + 80 X 80 x40
Zr = 52000 =170,11 mm

3 3 3 3
ly= T T B0 1 2 %2 + 200 x 50 x 84,897+ 150 x 40 x 15,112+ 2 x

(40 x 40)/2 x 46,567 + 80 x 80 x 130,112= 202,133 x 10° mm*

Reakcije u lezajevima iznose:
Ra=28kN
Rs =32 kN

U slucaju kontinuiranog opterecenja, na mjestu gdje T dijagram poprima vrijednost O,
moment je maksimalan:
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Xx15-28=0

x=1867m

1,8672

Mma)(=28x 1,867_ 15)(

Mmax = 26,133 kNm

|
i M=8kNm
N
A i’ J
, 4m _—
# ’I |
28
T o — T
I x > 32
8
va] — ____,____——@l_i_x:f) B -
26,133

Ekstremna normalna naprezanja racunamo po formuli:

_ Mmax

Oy = Xz

Iy

26,133 x 10°

Ox1 = 55,133 % 106 < (-109,89) = -14,21 MPa (tlak)

6
Oz = 2 X220 170,11 = 21,99 MPa (vlak)
’ 202,133 x 10

Za proracun posmicnih naprezanja, moramo izracunati staticki moment povrsine S,
S\/,’I = S\/,Z = O
S,3=200 x 50 x (109,89 — 25) = 848900 mm?

Syu=Sy3 + 40 x 40 x (109,89 — 50 -20) + 40 x 40 x (109,89 — 50 - § x 40)= 987214,67 mm?

Sys =80 x 80 x (170,11 - 40) = 832704 mm?3

Syr = Sy + 19,89 x 40 x @ = 995126,912 mm3

Syc = Sys+ 20 x 40 x 80,11 = 896792 mm?

Txz1 = Txz2 = 0

32x103x848900
T = =-0,67 MPa
X239~ 202,133 x 106x200 !
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—32x103x848900

T = =-1,12 MPa
x2,3d~ 502133 x 106x120

—32%103x987214,67
sz4_= 5 = '3,91 Mpa
’ 202,133 X 106x40

—32x103x995126,912

TxzT= 202,133 X 106x40 =394 MPa

Txz,c= ;0322:;3(’)3% =355 Mpa

I
-32x103x832704 _ -1,65 MPa

T = =
x2,5d~ 302,133 x 106x80

)

21,99

b) Veli¢inu i smjer glavnih naprezanja te trajektorije glavnih naprezanja u tocki C

presjeka 1-1
Tc=-32kN
Mc = _8 kNm

-8 x10°
Oyc=———x 70,11 =-2,78 MPa
’ 202,133 x 106
—32x103x896792

Toy o= =-3,55 MPa
xz,C~ 202,133 x 106x40 !

Zavrsni rad: Ambra Licul

24



Numericki primjeri

Glavna naprezanja racunamo po izrazu:

oxtoy 1 -2,78+0 1

or2= =2 [(0y — 0y)? + 41, = —— 4/ (—2,78 = 0)? + 4 X (—3,55)?
O'1= 2,42 Mpa

0,="-5,20 MPa

a kutove koje ta glavna naprezanja zatvaraju s osi x racunamo po izrazu:

Txz
O'i—O'y

8=

-3,55
t8Po,1=5, 5=~ 1.47

(p0'1= '55,770
-3,55

8o, 2=, = 0.68

(p0'2= 34,23 °

Zavrsni rad: Ambra Licul 25



Numericki primjeri

via&na trajektorija
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Zadatak 2.
01903 Q.1
.\‘. ‘_.C*
%
=30kN /m
P=50kN 1, 2 d / - 5
| - [=]
| |
| |
! i
1|&|2 = | 5’1.;
I 7 " 05h Sy
A 2
'II' 2m ql' 5m 4"

Treba dimenzionirati nosa¢ sanducastog popre¢nog presjeka opterecenog prema slici, ako
su dopustena naprezanja gg,p, = 160 MPai 74,,= 120 MPa. Zatim treba nacrtati dijagrame
normalnih i posmicnih naprezanja u najvise napregnutom poprec¢nom presjeku. Takoder
treba odrediti veliinu i smjer glavnih naprezanja te trajektorije glavnih naprezanja u tocki C
(0,1h) lijevo i desno od lezaja.

Geometrijske karakteristike poprecnog presjeka:

A=0,26 h’
Zt = 0,5h
3 3
= 22200 4 SXOB L5 4 0,5h x 0,1h x (0,45h)? = 0,0288667 h
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Reakcije u lezajevima iznose:
Ra =145 kN
Rs =55 kN

U slucaju kontinuiranog opterecenja, na mjestu gdje T dijagram poprima vrijednost O,

moment je maksimalan:

xx30-55=0
x=1833m
2
Muax = 55 x 1,833 — 30 x =222
Mmax = 50,42 kNm
P=50kN 1 2 q=30kN /m
L Nl
| |
\ IJ I
1|1&|2 B
re 2m + 5m -
95
@ HEH“‘H___HH
| 5 — 5
50 x 455
100
S

M “‘“x___"_iﬂ;__;f”ff

50,42

Mjerodavna poprecna sila i moment za izraCun naprezanja:

Mmax = _100 kNm

Tmax = 95 kN
—100 x 10° 1732099617
g, 1= ———— x (-0,5h) = ———
%17 00288667 ht (-0,5h) 3

1732099617

Gdop = 160 MPa > 3
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1732099617 3
h3 > ————/V

160

h>221,22 mm

Syr=0,5h x 0,1h x 0,45h + 2 x 0,4h x 0,1h x 0,2h = 0,0385h?

- _ 95x103x0,0385h3 _ 633515,44
xz2T = 0,0288667h* x0,2h  h2

633515,44

Tdopz 120 MPa > h2

633515,44
he > 839004 2

- 120

h> 72,66 mm
odabran je h =230 mm
A =13754 mm?

l, =80780861,85 mm?
0y1 = 142,36 MPa

Ox2 =- 142,36 MPa

Sys=S,.= 115 x 23 x 103,5 = 273757,5 mm?

Syr=273757,5+ 2 x 23 x 92 x 46 = 468429,5 mm3

95 x 103x273757,5

T =T = = 2,8 MPa
xz,3g ~ "xz4d T g0780861,95 x115
95 x 103x273757,5
T =T = =~ =7 MPa
xz,3d = "XZ49 T 80780861,95 x46
95 x 103x468429,5
TyzT = = 11,98 MPa
’ 80780861,95 X46
0,1h 0,3h 0,10 T T
A 7 XZ ~ X
'1\ £\~ \2 8 1’2,36
(=3 ——\ .@
c \
= g ——— —1 11,98
/
o - -
o - | 2.8 -
N (=h
0.5h 142,36
D
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1-1 (lijevo)
—50 x 103x273757,5
Txz,Ccg = =-3,68 MPa
oL 80780861,95 X46
—50 x 103x273757,5
Txzcd = =-1,47 MPa
oL 80780861,95 X115

—100 x 10°

Op o= —210 492 =-113,89 MPa
’ 80780861,95

O1p= 0 42 [(=113,89 — 0)2 + 4(—3,68)?
O'1= 0,12 Mpa
0,= -114 MPa

—3,68
tg(p(),l =W = '30,66

(p0,1= _88,1 3 °

-3,68
tg(PO'2= 114 = 0,032

(p0'2= 1,87 °

\vf

acnl  ruop

— via¢nao trajektorija

neutralna os

tlagna trajektorija

acni

L
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2-2 (desno)
95 x 103x273757,5
T = =7 MPa
xz,C.9 = 80780861,95 x46
95 x 103x273757,5
Txzcd = =2,8 MPa
oG 80780861,95 X115
—100 x 10°

x 92 =-113,89 MPa

g. R
%€~ 80780861,95

o1z T 42 [(=113,89 — 0) + 4 X 72
0'1= 0,43 Mpa

0,=-114,32 MPa
tgcpo,1=0%43 = 16,28
@01=86,48°
tg(p(),z:%m =0,0612

(p0'2= '3,520

}

viacn  rub
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6. ZAKLJUCAK

U ovom zavrsnom radu istrazena je tema trajektorija naprezanja, s posebnim naglaskom na
razmatranje razlicitih vrsta naprezanja i savijanja elementa. Analiza naprezanja u ovome
radu omogucila je duboko razumijevanje raspodjele naprezanja unutar materijala pod
razlicitim vrstama opterecenjai pruzila vazne uvide u ponasanje materijala. Analiza savijanja
Stapova pruzila je uvid u to kako savijanje utjeCe na materijale, te dodatno doprinosi
razumijevanju kako se razlicite vrste opterecenja reflektiraju kroz unutarnje sile i
naprezanja. Za kraj, detaljno su objasnjene trajektorije naprezanja, te je naglasena njihova
vaznost u inzenjerstvu. Takoder, rijeSena su dva numericka primjera u kojima je prikazano
kako se analitickim putem dolazi do glavnih naprezanja u presjeku opterecenog nosaca, te
su graficki prikazane trajektorije glavnih naprezanja u tom nosacu. Razumijevanje
trajektorija naprezanja presudno je za pravilno predvidanje ponasanja konstrukcija i
materijala pod opterecenjem, cime se osigurava sigurnost i ucinkovitost konstrukcija, a

samim time i sigurnost ljudi.
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