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Sazetak

SAZETAK

U ovom zavrsnom radu prvo je definirana i detaljno objasnjena potencijalna energija
deformacije i ista izrazena pomocu rada unutarnjih sila. Opisani su i objasnjeni opci teoremi
u koje spadaju Bettijev teorem o uzajamnosti radova, Maxwellov teorem o uzajamnosti
pomaka i Crotti-Engesserov teorem. Kao najvazniji dio ovog zavrsnog rada, definirani su
Castiglianov prvi i drugi teorem te je objasnjena i metoda jedini¢nog opterecenja koja je
temeljena na drugom Castiglianovom teoremu. Naposlijetku, objasnjena je primjena
Castiglianovih teorema pri izracunu staticki neodredenih sustava te su na samom kraju
rijeSena tri numericka primjera. U prvom primjeru je pomocu metode jedinicnog opterecenja
odreden pomak ¢vora A, a u drugom i treem primjeru izracunate su nepoznate reakcije i
unutarnje sile M, Ti N pomocu drugog Castiglianovog teorema.

Kljucne rijeci: staticki neodredeni sustavi, potencijalna energija deformacije, pomaci,
Castiglianovi teoremi, metoda jedinicnog opterecenja

Zavrsni rad: Anamarija Mesar i



Summary

SUMMARY

In this final paper, the potential energy of deformation is first defined and explained in detail
and expressed as the work of internal forces. General theorems are described and
explained, including Betti's theorem on the reciprocity of work, Maxwell's theorem on the
reciprocity of displacements, and the Crotti-Engesser theorem. As the most important part
of this final paper, Castigliano's first and second theorems are defined and the unit load
method based on Castigliano's second theorem is also explained. Finally, the application of
Castigliano's theorems in the calculation of statically indeterminate systems is explained,
and three numerical examples are solved at the very end. In the first example, the
displacement of node A was determined using the unit load method, and in the second and
third examples, the unknown reactions and internal forces M, Tand N were calculated using
the second Castigliano's theorem.

Key words: statically indeterminate systems, potential energy of deformation,
displacements, Castigliano's theorems, method of unit load
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Uvod

1. UVOD

Castiglianovi teoremi korisni su za rjeSavanje staticki odredenih kao i staticki neodredenih
sustava. Stupanj staticke neodredenosti nekog sustava odreduje razlika izmedu broja
nepoznanica i broja jednadzbi ravnoteze. Kod staticki neodredenih sustava dolazimo do
problema jer ih nije moguce rijesiti samo uz jednadzbe ravnoteze te zato postoji nekoliko
metoda uz koje ih mozemo rijesiti. Jedna od njih je primjena Castiglianovih teorema, za koje
je zasluzan Carlos Alberto Castigliano.

U ovom radu detaljno ce se objasniti potencijalna energija deformacije koja je vrlo bitna za
razumijevanje Castiglianovih teorema. Opisat ce se i opci teoremi te e se najvise paznje
pridati Castiglianovim teoremima i njihovoj primjeni pri rjeSavanju staticki neodredenih
sustava. Na kraju rada, u jednom primjeru Ce se pokazati kako izgleda proracun pomocu
metode jedinicnog opterecenja i u dva primjera zakrivljenih nosaca bit ¢e objasnjeno kako
dolazimo do unutarnjih sila preko Castiglianovog teorema.

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 1



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

2. POTENCIJALNA ENERGIJA DEFORMACIJE | OPCI TEOREMI

Ako definiramo da je U kolicina potencijalne energije deformacije akumulirane u tijelu
(poznata i kao rad deformacije), a Ur predstavlja smanjenje potencijalne energije vanjskih
sila, zakon ocuvanja energije za staticko opterecenje elasti¢nog tijela moze se izraziti na

sljedeci nacin:

U=U; (2.1)

Dolazimo do zakljucka da je promjena potencijalne energije vanjskih sila jednaka radu W.
Rad W predstavlja rad koji te sile obavljaju na pomacima koji su uzrokovani deformacijom
tijela u smjeru njihova djelovanja. 1z toga mozemo zakljuciti da su rad vanjskih sila i
potencijalna energija deformacije jednaki te to mozemo zapisati na sljedeci nacin:

u=w (2.2)

Navedeni zakon o odrzanju energije omogucava nam izravno odredivanje pomaka u smjeru
odgovarajuce sile ili u obrnutom slucaju, ukoliko nam je od prije poznat pomak, mozemo
odrediti odgovarajucu silu u smjeru tog pomaka.

Klju¢no je naglasiti da se u elasticnom tijelu, pri statickom opterecenju, javljaju unutarnje
sile koje djeluju tako da se suprotstavljaju deformiranju tijela. Smjerovi djelovanja unutarnjih
sila koje se javljaju i odgovarajucih deformacija na tijelo su suprotni te zbog toga znamo da
te sile zapravo obavljaju negativan rad koji oznacavamo kao W, Primjer toga bi bilo
djelovanje sila odbijanja pri stlacivanju te djelovanje sila privlacenja pri rastezanju.
Zakljucujemo da je potencijalna energija deformacije zapravo jednaka negativnom radu
unutarnjih sila:

(2.3)

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 2



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

Usporedbom izraza (2.2) i (2.3) dolazimo do novog zapisa zakona o ocuvanju energije:

W =-w, (2.4)

W+ W, =0 (2.5)

lzraz (2.5) zakona o€uvanja energije takoder prikazuje princip virtualnih radova za elasti¢no

tijelo i moze se formulirati na sljedeci nacin:

Ako je elasticno tijelo u ravnotezi, zbroj radova vanjskih sila na virtualnim pomacima i unutarnjih

sila na virtualnim deformacijama jednak je nuli. [1]

Pod pojmom virtualnih pomaka podrazumijevamo bilo kakve male pomake kod kojih vrijedi
uvjet neprekinutosti tijela i uvjet veza na povrsini tijela. Potencijalna energija deformacije je
u potpunosti odredena konacnom vrijednosti sila i pomaka, a ne i redoslijedom kojim se sile
nanose na tijelo. Ukoliko na tijelo djeluje nekoliko sila, svaka sila obavlja rad i na pomaku
nastalom zbog djelovanja drugih sila. Upravo zato ne mozemo tvrditi da su potencijalna
energija deformacije uslijed zajednickog djelovanja vise sila i zbroj potencijalnih energija
deformacija uzrokovanih pojedinacnim djelovanjem svake sile jednaki.

Razmatramo tijelo na koje djeluje sila £, koja se postupno povecava od nulte vrijednosti do
svoje konacne veli¢ine. Pretpostavljamo da sili F(5) odgovara pomak u smjeru njenog
djelovanja 6(F). 1z toga zaklju¢ujemo da infinitezimalni prirast sile F uzrokuje infinitezimalni
prirast pomaka 6. Sila Fna pomaku dé obavi elementarni rad koji iznosi:

dW = (F + dF)dS ~ F - d6 (2.6)

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 3



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

dF

F(8)

5(F) 43

Slika 2.1. Odnos sile F i pomaka & (Izvor: [1])

Rad koji sila Fobavi na pomaku 6 je:

8
sz;F-dS (2.7)

Ovaj integral predstavlja osjencanu vertikalnu povrsinu na slici 2.1.

Komplementarni rad W*predstavlja horizontalna osjencana povrsina:

F
w* = f 6-dF (2.8)
0
lako veli¢ina W* nema fizikalnog smisla, vrijedi sljedeca relacija:
W+W*=F-§ (2.9)

Dolazimo do zakljucka da se u geometrijskom smislu rad W* pojavljuje kao komplement
radu W, pod uvjetom da skupa formiraju pravokutnik sto je i prikazano na slici 2.1. U slucaju
linearnog elasticnog tijela pomak je proporcionalan sili te to zapisujemo kao:

(2.10)

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 4



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

Gdje su: 6 — pomak u smjeru djelovanja sile F

a — koeficijent proporcionalnosti (ovisi o materijalu, obliku i dimenzijama tijela)

Ako diferenciramo taj izraz i uvrstimo ga u izraz (2.8), dobivamo:

F FZ
sz a-F-dF=a-7 (2.11)
0

Uzmemo li u obzir izraz (2.10) dobivamo:

W=a-—=o-=— (2.12)

) F-68
W =Ww=— (2.13)

VeC nam je poznato da veliCina rada vanjskih sila nije ovisna o redoslijedu nanosenja sila te
je moguce pretpostaviti da se na linearno tijelo sve sile nanose u isto vrijeme i da su njihovi
odnosi konstantni.

Prema poopcenom Hookeovu zakonu, pomak 6« u smjeru u kojem djeluje sila F, zbog

djelovanja svih sila, definiran je izrazom:

n
Ok = OpaF1 + Opofy + oo + SpicFie + -+ + SpnFn = Z OkiFi (2.14)

i=1

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 5



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

\Fn
A, P

P A

Slika 2.2. Prikaz djelovanja sila i pomaka na linearno elasti¢no tijelo (lzvor: [1])

Koeficijente & nazivamo utjecajnim koeficijentima. Koeficijent 8 predstavlja utjecaj sile F;
na pomak &, Utjecajni koeficijenti oznacavaju se sa dva indeksa, prvi od njih predstavlja
mjesto i smjer pomaka dok drugi indeks oznacava uzrok pomaka.

Pomocu izraza (2.12) dobivamo izraz za odredivanje rada svih sila koje djeluju na tijelo:

1 1 1 1
W=§F1'61+EF2'52+"'+5F3.63=Esz.6k (215)

Ovaj izraz teorijski mozemo potvrditi Clapeyronovim teoremom:

Rad vanjskih sila pri statickom opterecenju jednak je polovici vrijednosti koju bi imao da su sile od
pocetka djelovale u punom iznosu. [1]

Izraz mozemo zapisati i pomocu unutarnje energije U:

n
1
u ZEZ Fy - 6 (2.16)
k=1

I 2.17
U:EZZ6ki.Fk.Fi ( )

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 6




Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

1 n n
U= EZZCM * Ok - b (2.18)

k=11i=1

Koeficijent ¢ zove se koeficijent krutosti te on oznacava silu Fckoja treba djelovati da bismo
na mjestu i u smjeru sile F; dobili pomak §;= 1.

Gore navedene relacije nam zapravo pokazuju da se potencijalna energija deformacije
izrazava kvadratnom funkcijom sila ili pomaka u smjeru djelovanja tih sila. 1z toga mozemo

zakljuciti da je potencijalna energija deformacije uvijek pozitivna veli¢ina. [1]

2.1. Potencijalna energija deformacije izrazena kao rad unutarnjih sila

Potencijalnu energiju deformacije, prema izrazu (2.3), moguce je izraziti i kao rad unutarnjih
sila. Zamislimo da smo ravni stap prerezali na dva beskonacno bliska mjesta udaljena za dx.
U svakom presjeku pojavit Ce se Sest komponenata unutarnjih sila: A, T, T, M,, M,, M, koje u
odnosu na izdvojeni element smatramo vanjskim silama. To su sile koje obavljaju rad pri
deformaciji elementa, pri ¢emu je taj rad jednak potencijalnoj energiji deformacije
akumuliranoj u tom elementu stapa.

Svakoj unutarnjoj sili odgovara takav pomak pri kojem nijedna od drugih unutarnjih sila ne
obavlja rad. Na primjer, ukoliko djeluje moment torzije M, doci ¢e do rotacije presjeka na
nekom kutnom pomaku te taj rad obavlja samo moment torzije i ni jedna od ostalih pet
unutarnjih sila. Isto vrijedi i za sve ostale sile Sto nam omogucuje zaklju¢ak da, za ovaj oblik
deformacije ravnog Stapa, vrijedi zakon superpozicije. Zakon superpozicije navodi da je
potencijalna energija deformacije elementa jednaka zbroju potencijalnih energija
deformacija uzrokovanih pojedinacnim djelovanjem svake sile. [1]:

dU = dU(M,) + dU(M,)) + dU(M,) + dU(N) + dU(T,) + dU(T,) (2.19)

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 7



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

(M /7/ e
1 /
\;// % //
a /
: e
T, / N ~
\
M, =M,
Tz
M, m
/
V.L/ j Mz

z

X dx

Slika 2.3. Djelovanje sila na presjek ravnog Stapa (lzvor: [1])
Svaka od navedenih sila pridonosi ukupnoj potencijalnoj energiji deformacije tijela.

Dok se stap rasteze, djeluje uzduzna sila V te tada potencijalna energija deformacije, koja
je akumulirana u stapu duljine / iznosi:

INZ? - dx
U(N) = JO > EA (2.20)

U slucaju Cistog smicanja, posmicna naprezanja zbog poprecne sile T,iznose:

T =7 (2.21)

Iz tog izraza, integriranjem po povrsini presjeka dolazimo do potencijalne energije
deformacije akumulirane u elementu Stapa duljine dx:

T2 - S2 TZdx A S?
—'Zz g. dy = -2 = _:;.dA
422G I2-b 2GA 12 )b

dUT,) = (2.22)

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 8



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

i posljedi¢no iz toga dolazimo do izraza za potencijalnu energiju deformacije Stapa konacne
duljine £

LT2. dx
U(T)=k-f z 2.23
2 =) 2G4 (2.23)

pri cemu je k.bezdimenzijski koeficijent koji ovisi o obliku poprecnog presjeka Stapa:

A [ SZ
kﬁ@' Aﬁ-dz‘l (2.24)
Isto vrijedi i za poprecnu silu T
1 T?- 52 T2dx A [ S?
dU( ) fZG 1z -dA-dx > CA 1—2 ﬁ-dA (2.25)
lTZ
(Ty) =k, Jz = (2.26)

Kada se Stap uvija momentom M, =M; zackret desnog presjeka prema lijevom racunamo
kao:

Mt b dx
=T (2.27)

U ovom izrazu / oznacava torzijski moment tromosti. Potencijalna energija deformacije
akumulirana u elementu Stapa koji je duljine dx iznosi:

Mt'd(p_Mtz'dx

M) =——=5""

(2.28)

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 9



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

Potencijalna energija deformacije za stap konacne duljine /iznosi:

U(M)—flMtz.dx
D= ) e, (2.29)

Pri Cistom savijanju momentom M, zaokret desnog presjeka u odnosu na lijevi iznosi:

dg =—F—7 (2.30)
Potencijalna energija deformacije akumulirana u elementu Stapa koji je duljine dx iznosi:

M, dgo M3 - dx
du(Mm,) = =25, (2.31)

Potencijalna energija deformacije za stap konacne duljine /iznosi:

lMZ
M,) = fz EL, (2.32)

Analogno vrijediiza M;:

M,-dp MZ-dx

dU(M,) = ——— = > I (2.33)
UMY = LM?Z - dx
( Z)—foz_E_]Z (2.34)

Izraz za opCi slucaj opterecenja Stapa konacne duljine /sada mozemo zapisati kao:
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U_leZ-dx Tk flTyZ-dx Tk j‘lTZZ-dx +flM§-dx
W2°E-A V) 2:G-A ) 2:6-47 J,2:G-1,
flMJE-dx flMZZ-dx
+ +
02°E-L,  J,2-E-1,
U slucaju ravninskog opterecenja ravnog Stapa (opterecenje je u ravnini xz), vrijedi da su 7,
=M,= M, = 0 te izraz (2.35) poprima oblik:

U_f’NZ-derk flTZZ-dx+flM§-dx
")z E AT )26 AT )2 E, (2.36)

Osim ravnih Stapova, bitno je i razmotriti ravninski zakrivljene sStapove opterecene silama

(2.35)

koje djeluju u uzduznoj ravnini simetrije stapa. U ovom slucaju zamisao je da smo izdvajili
element Stapa duljine ds s dva beskonac¢no bliska radijalna presjeka. Kod zakrivljenih
Stapova zakon superpozicije ne vrijedi jer postoji ovisnost izmedu djelovanja Vi M, a to
proizlazi iz oblika deformacije samih zakrivljenih Stapova.

Slika 2.4. Oblik deformacije ravninski zakrivljenog stapa (lzvor: [1])

Potencijalna energija deformacije elementa zakrivljenog Stapa duljine dx izrazava se kao:

1 1 1
dU =—N-Ads+>M-Adp +-T - AdS (2.37)
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U navedenom izrazu, ds oznacava duljinu tezisSne osi elementa stapa. Deformacije elementa
zakrivljenog stapa kada zajedno djeluju uzduzna sila i moment savijanja odreduju se

izrazima:

N-ds M-ds

Ads = Y5 ar (2.38)

N -ds N M -ds
E-Ar E-S,r (2.39)

Adp =

Deformacija uzrokovana poprecnom silom odredena je izrazom:

T
AdS =k’

T (2.40)

Pomocu navedenih izraza dobili smo izraz za konacne duljine osi s:

U_jsNz-ds_l_js M?-ds +fSN-M-ds+k,fsT2-ds
L2z EAT 2 E-s, v ), EAr ,26-4 (241

Ukoliko promatramo stap male zakrivljenosti, uzimamo daje S, - r = I,,, a za neutralnu os

zakljucujemo daje, pri Cistom savijanju, neznatno pomaknuta od tezista poprecnog presjeka
pa iz toga dobivamo izraz:

U_j‘sNz-ds_l_J‘st-ds+k,fsT2-ds
)2z EAT) 2 EL, T ) 26 A (2.42)

MoZemo uociti da su izrazi za zakrivljeni Stap (2.42) i ravni Stap (2.36) jednaki. Zbog toga

mozemo zakljuciti da izrazi za potencijalnu energiju deformacije ravnog stapa, uz dovoljnu

toCnost, vrijede i za zakrivljene Stapove male zakrivljenosti.
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2.2. Opciteoremi

2.2.1. Teorem o uzajamnosti radova

Ukoliko promotrimo neko linearno elasticno tijelo, proizvoljnog oblika, na koje djeluju dva
sustava sila koji su uravnotezeni (sile koje djeluju na tijelo i reakcije u lezajevima). Nazovimo
te sustave | i ll. Sustav sila | podrazumijeva sile F'(k=1,2,3,...m), a sustav sila Il je oblika F"
(=1,2,3,..Nn).

Pretpostavit cemo da djelovanje jednog sustava sila nije ovisno o djelovanju drugog sustava
sila, vrijedi zakon superpozicije. Tada, zbog zajednickog djelovanja sustava sila I, nastaje
pomak &,'na poziciji i u smjeru sile F£'i pomak ;' na mjestu i u smjeru sile £" Isto tako, zbog
zajednickog djelovanja sila sustava Il, nastaje pomak 6;"na mjestu i u smjeru sile £;"i pomak

6«"na mjestu i u mjestu i u smjeru sile F!

Ukoliko na tijelo istovremeno nanosimo oba sustava sila, pomak na mjestu i u smjeru sile £’
iznosio bi 6k= &i'+ 6«"', @ pomak na mjestu i u smjeru sile £ iznosio bi ;= §;'+ 6;". U ovom

slucaju potencijalna energija deformacije bila bi jednaka obavljenom radu svih sila:

1 1v
U=52Fk'5k+ngj'5j (2.43)
k=1 j=1

Ako pretpostavimo da smo na elasticno tijelo prvo nanijeli sustav sila |, a zatim je nanesen
sustav sila ll, onda vrijede pojedinacni izrazi za potencijalne energije deformacije za svaki

navedeni sustav:

m
1 ! !
Uy = EZ Fi" - 0y (2.44)
k=1
n
1 12 14
Uy =5 ) B (2.45)
j=1

Rad koji sile sustava | obave na pomacima izazvanim silama sustava Il:
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m
Ui = z F'- 68" (2.46)
k=1

Rad koji sile sustava Il obave na pomacima izazvanim silama sustava I:

n
Unp = 2 F"- ¢ (2.47)

Iz svega navedenog dobivamo izraz za ukupnu potencijalnu energiju deformacije ako prvo
opterecujemo sustavom sila [:

U = UI + U” + UI,II
(2.48)

Takoder, dobivamo i izraz za ukupnu potencijalnu energiju deformacije ako prvo

opterecujemo sustavom sila Il:

U = UII + U[ + U”‘[ (249)

Znamo da ukupna potencijalna energija deformacije nije ovisna o redoslijedu nanosenja sila
na tijelo te zbog toga zakljucujemo da:

Uit = Ui (2.50)

Izraz (2.50) moguce je zapisati u iducem obliku, znanom pod nazivom Bettijev teorem o
uzajamnosti radova te on glasi:

Rad sila prvog sustava na odgovaraju¢im pomacima koji su izazvani silama drugog sustava,
jednak je radu sila drugog sustava na odgovarajuéim pomacima izazvanim silama prvog sustava.

[1]
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m n
ZFIL'&’J =2Fj”'51' (2.51)
k=1 1

j:

Bettijev teorem o uzajamnosti radova vrijedi za sve oblike opterecenja (momente,
kontinuirano opterecenje...) ukoliko u izrazu (2.51) sile i pomake promatramo kao
generalizirane.

2.2.2. Teorem o uzajamnosti pomaka

Ukoliko promatramo linearno elasti¢no tijelo proizvoljnog oblika optereceno sa dvije
koncentrirane sile £ i F i pricvrsCeno na nepomicne lezajeve. Kao i kod teorema o
uzajamnosti radova, silu £ s njenim pripadajucim lezajnim reakcijama mozemo promatrati

kao sustav |, a silu /s njenim pripadajucim lezajnim reakcijama kao sustav |l.

Posto lezajne reakcije ne obavljaju nikakav rad, izraz (2.51) poprima sljedeci oblik:

F,-8{ =F,-8; (2.52)

Prema Hookeovom zakonu pomake mozemo zapisati kao:

6 =612 F 83=051F (2.53)

Nakon Sto uvrstimo (2.53) u izraz (2.52) dobivamo:

Fy+Fy-812 = F; - F -6y (2.54)

|z izraza (2.54) zakljuCujemo da je:

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 15



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

812 = 621 (2.55)

lzraz (2.55) prikazuje Maxwellov teorem o uzajamnosti pomaka koji glasi:

Pomak na mjestu i u smjeru prve jedinicne sile uzrokovan drugom jedinicnom silom, jednak je

pomaku na mjestu i u smjeru druge jedinicne sile izazvanom prvom jedinicnom silom. [1]

Ako je slu¢aj da je F = F, iz izraza (2.52) zakljuCujemo da je:

6, =6, (2.56)

Maxwellov teorem mozemo iskazati i na ovaj nacin:

Ako su sile prvog stanja jednake silama drugog stanja, onda je pomak na mjestu i u smjeru sile
prvog stanja izazvan silom drugog stanja jednak pomaku na mjestu i u smjeru sile drugog stanja

izazvanom silom prvog stanja. [1]

2.2.3. Crotti-Engesserov teorem

U slucaju kada se govori o Crotti-Engesserovom teoremu razmatra se nelinearno elasti¢no
tijelo na koje djeluje sustav sila £, F, .., f koje uzrokuju pripadajuce pomake &4, 65, ..., 6,. Kao
Sto je slucaj i u prethodnim teoremima, pomake i sile moguce je moguce je razmatrati i u
Sirem smislu (momenti, kontinuirano opterecenje). Komplementarnu energiju U*
promatranog nelinearnog elasticnog tijela moguce je izraziti kao funkciju sila:

2.57
U* = U*(Fy, Fy, ..., Ey) (2.57)

Totalni diferencijal funkcije (2.57) glasi:
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. Noou
av” = a—EdFi (2.58)
i=1

Pretpostavljamo da smo jednoj sili F, dali mali prirast df, a za to vrijeme ostale sile ostaju
nepromijenjene. Komplementarna energija tada dobiva mali prirast dU* koji iznosi:

. _ouU”
e T (2.59)

Elementarni komplementarni rad koji se vrsi prilikom prirasta sile F, za malu veli¢inu dF,

izrazavamo kao:

aw?® = 6y - dF (2.60)

Taj elementarni komplementari rad zapravo je jednak prirastu komplementarne energije
dU* Usporedujuci izraze (2.59) i (2.60) dobivamo iduce izraze:

au”
au” = aF, dFy = ) - dFy (2.61)
i
5 U
T (2.62)

lzrazi (2.61) i {2.62) izrazavaju Crotti-Engesserov teorem Cija definicija glasi:

Ako komplementarnu energiju nelinearnog elasticnog tijela izrazimo kao funkciju sila koje djeluju
na tijelo, onda je parcijalna derivacija komplementarne energije po jednoj od sila Fi jednaka
odgovarajucem pomaku J% ha mjestu i u smjeru sile Fi. [1]

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 17



Potencijalna energija deformacije i op¢i teoremi

Kada odredujemo pomak u odredenoj tocki elasticnog tijela u smjeru u kojem nema
djelovanja vanjske sile, primjenjujemo isti postupak kao i kod drugog Castiglianovog
teorema. Taj postupak ce biti objasnjen u 3. poglavlju ovog rada.

Ovaj teorem vrijedi i za linearno i za nelinearno elasti¢no tijelo. Kod linearnog elasti¢nog
tijela vrijedi da je komplementarna energija U*jednaka energiji deformacije U te obje veli¢ine
izrazavamo kvadratnom funkcijom od opterecenja. U tom slucaju Crotti-Engesserov teorem

svodi se na Castiglianov drugi teorem.

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 18



Castiglianovi teoremi

3. CASTIGLIANOVI TEOREMI

Za otkrice Castiglianovih teorema zasluzan je talijanski matematicar i fizicar Carlos Alberto
Castigliano. Castiglianovi teoremi su dva energetska teorema kojima izricemo povezanost
potencijalne energije deformacije, pomaka i sila. Ukoliko govorimo o prvom Castiglianovom
teoremu, znamo da se on odnosi i na linearna i nelinearna elasticna tijela, dok se drugi
Castiglianov teorem odnosi samo na linearna elasti¢na tijela. U ovom poglavlju, osim
Castiglianovih teorema, obradit ¢emo i metodu jedinicnog opterecenja koja je, zapravo,
formulacija Castiglianovog teorema. Uz to, obradit ¢emo i primjenu Castiglianova teorema
pri rjesavanju staticki neodredenih sustava.

3.1. Prvi Castiglianov teorem

Kada govorimo o prvom Castiglianovom teoremu, pretpostavka je da na elasticno tijelo,
pricvrseno na nepomicne lezajeve, djeluje sustav sila F, F, ., F, i te sile uzrok su
odgovarajucih pomaka &5, 6, .., 6, Kao sto smo vec u ranijim teoremima spomenuli, sile i
pomaci u Sirem smislu mogu biti i moment i kut zaokreta, hidrostatski tlak i promjena

volumena...

Slika 3.1. Djelovanje sustava sila (lzvor: [1])

Potencijalna energija deformacije U promatranog tijela jednaka je radu vanjskih sila koji se
obavlja pri deformiranju tijela. Potencijalnu energiju deformacije tijela, za zadanu ovisnost
sile F;i pripadajuceg pomaka &; moguce je prikazati kao:
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3.1
U:U(51,62,...,6n) ( )
Totalni diferencijal funkcije (3.1) je:
dU—aUdS +aUd6+ +aUd6
~ 95,1 95,42 a5, " (3.2)

Ukoliko samo jednom pomaku &, pridodamo mali prirast pomaka déy, dok se ostali pomaci
ne mijenjaju, onda izraz za prirast potencijalne energije deformacije glasi:

dU = Edé‘k (3.3)

Dok se pomaku & pridodaje mali prirast pomaka déy, rad obavlja samo sila F;, ostale sile ne
obavljaju rad jer njihovi pomaci ostaju nepromijenjeni. Rad koji obavlja ta sila f«jednak je
prirastu potencijalne energije deformacije akumulirane u tijelu:

dU = Fy - déy (3.4)

Ukoliko usporedimo izraze (3.3) i {3.4) dobivamo:

[li:
o U
7868, (3.6)
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Relacija (3.6) izrazava prvi Castiglianov teorem kaoji glasi:

Ako potencijalnu energiju deformacife izrazimo kao funkciju pomaka na mjestu i u smjeru silg,
onda je parcijalna derivacija potencijalne energije deformacije po jednom od ovih pomaka 6
jednaka odgovarajucoj sili Fr. [1]

Ukoliko nas zanima moment u nekoj tocki, onda prvi Castiglianov teorem poprima iduci
oblik:

ou

M, = —
k 0Py

(3.7)

Kao sto smo u uvodu ovog poglavlja naveli, prvi Castiglianov teorem mozemo koristiti pri
proracunu i za linearno elasti¢na tijela i za nelinearno elasti¢na tijela. Iako je veoma bitan,
prvi Castiglianov teorem nema ni priblizno toliko veliko znacenje u proracunu cvrstoce i
krutosti konstrukcija kao Sto ima drugi Castiglianov teorem.

3.2. Drugi Castiglianov teorem

Kada govorimo o drugom Castiglianovom teoremu, potencijalnu energiju deformacije

linearnog elasticnog tijela izrazavat ¢emo pomocu funkcije sila:

U = U(FlrFZI""FTl) (38)

Totalni diferencijal funkcije (3.7) glasi:

dU—aUdF+aUdF+ +6UdF
- aFl 1 aFZ 2 aFn n (39)

U slucaju da samo jednoj sili F, pridodamo mali prirast dF,, dok ostale sile ostaju iste, onda
izraz za prirast potencijalne energije deformacije glasi:
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(3.10)

Pretpostavljamo da sile F, F, .., F, Cine sustav |, a sila dF Cini sustav I, onda za linearno

elasticno tijelo vrijedi:

n
ZFLdSI :dFk'Sk

=1

(3.11)

U navedenom izrazu d§; oznacava pomak na mjestu i u smjeru sile F; koji uzrokuju sile

sustava ll, a 6, 0znacava pomak na mjestu i u smjeru sile F koji uzrokuju sile sustava l.

Prirast potencijalne energije deformacije koji uzrokuje djelovanje sile dF, jednak je radu

vanjskih sila koje djeluju na promatrano tijelo:

n
1
U =§dFk-d6k+ZFi-d6i

(3.12)
=1
Ukoliko uvrstimo izraz (3.10) u izraz (3.11) dobivamo:
1
Ako usporedimo izraze (3.9} i (3.12) dobivamo iduéi izraz:
ou 1
Zanemarimo li produkt infinitezimalnih velicina, dobivamo:
U (3.15)
6k - =
dF,
Zavrsni rad: Anamarija Mesar 22



Castiglianovi teoremi

Relacija (3.14) predstavlja drugi Castiglianov teorem koji glasi:

Ako potencijalnu energiju deformacije linearno elasticnog tijela izrazimo kao funkciju sila koje
linearno djeluju na tijelo, onda je parcijalna derivacija potencijalne energije deformacije po jednoj
od sila Fy jednaka odgovarajuéem pomaku &, na mjestu i u smjeru sile Fy. [1]

Ukoliko nas zanima kut zaokreta neke tocke, drugi Castiglianov teorem poprima iduci oblik:

au

Pk = a_Mk (3.16)

Kao Sto smo ranije naveli, drugi Castiglianov teorem mozemo koristiti u proracunu samo za
linearno elasticno tijelo na koje je moguce primijeniti zakon superpozicije. Ukoliko
poznajemo potencijalnu energiju deformacije nekog tijela (konstrukcije) ovaj teorem
omogucuje nam da pronademo pomak (linearni pomak ili kut zaokreta) svake tocke
konstrukcije u svakom smjeru.

3.3. Metoda jedinicnog opterecenja

Metoda jedini¢nog ili fiktivnog opterecenja predstavlja formulaciju Castiglianovog teorema.
Ova metoda nam omogucuje da odredimo pomak u nekoj tocki konstrukcije u kojoj ne djeluje
ni jedno zadano opterecenje te zato na konstrukciju na tom mjestu nanosimo jedini¢nu

generaliziranu silu koja djeluje u smjeru u kojem trazimo pomak.

Za pocetak, ponovno ¢emo razmotriti op€i izraz za generalizirani pomak &« ha mjestu i u

smjeru generalizirane sile £, u opcem slucaju opterecenja ravnog stapa:

ou ' N oN ! T, 0T,
8 —f— —-dx+f ky ——+—-dx +
0 0

~9F, J,E-A OF, Y G-A OF,
3.17
jlk T, 0T, p _l_fl M, OM, p +Jl M, oM, et (3.17)
B — 0 — x B — x B — x
0 z G A aFk 0 G -It aFk 0 EIy aFk
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dx

fl M, 0M,
o E-1, 0F

Prilikom malih deformacija linearno elasti¢ne konstrukcije unutarnje sile linearne su funkcije

vanjskog opterecenja te se mogu zapisati kao:

n n n
N=) NiF Ty= ) Ty, T,= ) Tu-F,
i=1 i=1 i=1
n n n (3.18)
Mx:ZMxi'Fi My:z_yl E; MZ:Z_ZL'Fi
[ i=1 i=1

~
Il
[y

Clanovi N; , Tyi, Tpiy My, My, @ My, predstavljaju koeficijente proporcionalnosti koji su ovisni o
polozaju presjeka koji promatramo, rasporedu sila i lezajnim reakcijama. Ukoliko u izraz

uvrstimo da je F;=0zai # k te Fx= 1, dobivamo:

T T, = Tzk: M, = Mxk' My = Myk M, = Mzk (319)

Iz relacije (3.19) dolazimo do zakljucka da su koeficijenti Ny, Ty, Ty Mg, My @ Myy,

unutarnje sile u odabranom presjeku stapa, koje nastaju zbog djelovanja jedini¢ne sile F; =

1. Deriviranjem izraza (3.19) po Fcdobivamo:

ON oy, _ - o, _ -
oF, &’ oF, Y oF, &
L oMy _ - oM,  _ (3.20)
oF, 7 oF, Yk oF, K
Ukoliko izraz (3.20) uvrstimo u izraz (3.17) dobivamo iduce:
6= ——-dx+ k ~dx +
0
l = l Vi
T, - Ty J M; - Mtk f My ' Myk
k,- d —d —d
jo 2 A x+0 c 1, x+O E-Iy x + (3_21)
flMZ-MZk"dx
o E-L
24
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Dakle, u ovom postupku, prvo je potrebno odrediti unutarnje sile A, 7, T,, M,, M, i M, koje su
uzrokovane djelovanjem opterecenja. Nakon toga na tijelo se nanosi jedinitna
generalizirana sila. Ta sila mora se nanijeti na mjestu i u smjeru u kojem trazimo pomak. Ako
nas zanima linijski pomak, na tijelo nanosimo jedinicnu silu, no ako trazimo kut zaokreta na
tijelo cemo nanijeti jedinicni moment. Ukoliko nas zanima relativni pomak dvije tocke uzduz
pravca (koji prolazi kroz obje tocke), nanijet cemo dvije kolinearne jedini¢ne sile koje djeluju
u suprotnim smjerovima. Analogno tome, ako trazimo relativni kut zaokreta dva pravca,
jedinicno opterecenje bit ce dva jedinicna momenta suprotnog smjera. Nakon Sto smo
nanijeli generaliziranu jedini¢nu silu na mjestu i u smjeru trazenog pomaka, potrebno je

odrediti unutarnje sile N, Ty,

sile. Nakon Sto smo dobili sve potrebne vrijednosti uvrstavamo ih u izraz (3.21). Kada

T,i Myi, My; i M,; koje su uzrokovane djelovanjem jedinicne

izracunamo pomak, dobit ¢emo njegovu vrijednost sa negativnimiili pozitivnim predznakom.
Ako je predznak pozitivan, to znaci da se smjer pomaka poklapa sa smjerom u kojem smo
nanijeli jedinicnu silu. Analogno tome, negativni predznak nam ukazuje da je trazeni pomak

suprotnog smjera od jedinicne sile.
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3.4. Primjena Castiglianovog teorema pri rjesavanju staticki neodredenih

sustava

Promatrat cemo proizvoljni staticki neodreden sustav na slici 3.2. Ako staticki
neodredenom sustavu uklonimo prekobrojne veze svodimo ga na staticki odreden sustav
(osnovni sustav) na koji sada na mjestima prekobrojnih veza djeluju staticki nepoznate
velicine Xi, X5, .., Xn.

3 q Fs Fs
%A B C , D | 5
% AN /N N\ M,
11 I2 I3 a
T q T Fs
M |1 DM
A Xy X X -
Ra
ok l2 L I3 e a —

Slika 3.2. Proizvoljni staticki sustav

Potencijalnu energiju elasticne deformacije dobivenog staticki odredenog sustava izrazit
c¢emo u obliku funkcije od zadanog vanjskog opterecenja i staticki nepoznatih velicina X, X5,
o Xt

U=U(q,Fi, F, F3, Mg, X1, X5, X3) (3.22)

Poznavanjem 2. Castiglianovog teorema, znamo da su pomaci na mjestu i u smjeru staticki
nepoznatih veli¢ina X5, X5, .., X

Zavrsni rad: Anamarija Mesar 26



Castiglianovi teoremi

s _0U o _ U s U
1Tox, 2T ox, v O T ok, (3.23)

Ukoliko veza koju smo uklonili nije omogucavala pomake nosaca, znamo da je pomak na
mjestu i u smjeru uklonjene veze jednak nuli. U tom slucaju, parcijalna derivacija potencijalne
energije deformacije po odgovarajucoj nepoznatoj velicini bit ¢e jednaka nuli:

o, o _,
ox, X, T aX, (3.24)

|z sustava jednadzbi (3.24) mozemo odrediti sve nepoznanice X Te jednadzbe predstavljaju
nuzan uvjet za ekstrem funkcije potencijalne energije deformacije U. Takoder, one definiraju
princip o minimumu potencijalne energije deformacije:

U staticki neodredenom sustavu staticki nepoznate velicine moraju imati takve vrijednosti za koje

potencijalna energija deformacije sustava ima minimum. [1]

Ovaj princip jos se naziva i princip najmanjeg rada, a prvi ga je definirao Luigi Federico
Menabrea 1858. godine. Pomocu ovog principa mozemo zakljuciti da se pri dodavanju veza
statickom sustavu potencijalna energija uvijek smanjuje.

Ukoliko govorimo o nelinearno elasticnoj konstrukciji, umjesto energije deformacije U,
promatramo komplementarnu energiju U*te zbog toga izraz (5.24) poprima novi oblik te on

definira princip o minimumu komplementarne energije.

ot _ o _
ox, aX, T oK, (3.25)
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4. NUMERICKI PRIMJERI

U ovom poglavlju nalazi se nekoliko rijesenih numerickih primjera.

4.1. Primjer 1.
Pomocu Castiglianovog teorema (metodom jedini¢nog opterecenja) treba odrediti ukupan
pomak cvora A resetkastog nosaca prikazanog na slici.

E = 2,325 108 kKN/m?

7,62

6 E N
8 5 7 9 10 8
@ )
A
L BH 4 8 G 1 C Al
80 kN 40 kN T
C
3,81 y 3,81 . 3,81 . 3,81 .
15,24

Slika 4.1. ReSetkasti nosac

U prvom koraku rjeSavanja ovog zadatka, moramo odrediti reakcije i unutarnje sile u

Stapovima.

ZMB:O

C,-4-381=40-3-3,81+80-2-3,81+80-3381
C, 1524 = 1371,6
C, = 90 kN

XE=0 YE =0
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B, = 110 kN

Za odredivanje sila u Stapovima, promatrat ¢emo svaki ¢vor pojedinacno :

5,08
cosa = —=

6,35

CVORC

CVORB

CVORF

CVOR G

CVOR A

BH:()

381

0,8 sina ==—=10,6

6,35

Sio = —% = —112,5kN

511 = 510 - 0,6 = 67,5 kN

S, = —% = —137,5kN

S,=S5,-0,6 =825kN

S, = 80 kN
S, = 82,5kN
So = 40 kN
Sg = 67,5kN

S3 =S - cosa Sy = S: * sina

S+ =S, cosa Sl = 55 - sina
XE =0

0,6-S;,—0,6-Ss =15

06-Ss=06-S,—15 — 55:M
0,6
XE=0
08-S, +0,8-Ss =80
08-5,+08- 20 57715 _
0,6
08-S, +0,8:S, =100
1,6-S, =100
S, = 62,5 kN Se = 37,5kN
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CVOR D YE =0
S¢+S5:06+5,:06=0
S¢ = —105 kN

105

o > 375 62,5
/ 80 40

735

[TTTTTTT AANEES

82,5 67,5

SPIIII HH%

Slika 4.2. Dijagram uzduznih sila

Nas cilj je odrediti pomak u tocki A te cemo iz tog razloga u tocku A nanijeti horizontalnu i
vertikalnu jedinicnu silu i odrediti velicine unutarnjih sila koje one uzrokuju:

6 E
5 7 9 10
4 A 8 G 11 C
By Fan=1 kN
Fay=1 kN T
Cy
Slika 4.3. Zadane jedini¢ne sile
BH = 1 kN
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CVORA S, =1kN
CVORF S, = 1kN
BV = CV = 0,5 kN

0,5

CVORB §; = ——==—0,625kN

S, =5,-0,6 =0,375kN

CVORC Si0 = —0,625 kN
Sll = 0,375 kN
CVORF S; = 0kN
S, = 0,375 kN
CVOR G Sy = 0 kN
Sg = 0,375 kN
CVOR A YF =0 slh=sll=0
YFE, = Sz = Sg - cosa

25+ =1
2:08-S:=1
S = !
1,6
Ss = 0,625 kN S, = 0,625 kN
CVOR D YE =0

Se=—S:-06—5,-06

S¢ = —0,625-0,6 —0,625-0,6

Se = —0,75 kN

S+ =S, cosa

Sy = Ss
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Sada kad smo izracunali sve unutarnje sile od vanjskog opterecenja i unutarnje sile od
jedini¢nog opterecenja mozemo popuniti tablicu koja nam je potrebna za proracun pomaka
tocke A:

Tablica 1.: Tablica za proracun

STAP | /(m) | A(m?) N Ney | Np*Ney-l| Npy | Np-Npy-l
1 6,35 | 0,003871| -137,5 0 0 -0,625 | 545,70
2 3,81 | 0,001935| 82,5 1 314,325 | 0,375 117,87
3 508 | 0,00129 | 80 0 0 0 0
4 3,81 [0,001935| 82,5 1 314,325 | 0,375 117,87
5 6,35 | 0,00129 | 37,5 0 0 0,625 148,83
6 7,62 |0,002581| -105 0 0 -0,75 600,08
7 6,35 | 0,00129 | 62,5 0 0 0,625 248,05
8 3,81 | 0,001935| 67,5 0 0 0,375 96,44
9 508 | 0,00129 | 40 0 0 0 0
10 | 6,35 |0,003871 | -112,5 0 0 -0,625 | 446,48
11 | 3,81 |0,001935| 67,5 0 0 0,375 96,44

Z 628,65 2417,76

HORIZONTALNI POMAK CVORA A:

San = zn: LU 026,65 =1,397- 1073
AH = E-A  2325-10%-0,001935 ° m

i=1

SAH = 1,4‘ mm
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VERTIKALNI POMAK CVORA A:

n J—
NN Ny
i=1
545,70 117,87 - 2 148,83

N 2,325-108-0,003871 * 2,325-108-0,001935 * 2,325-108-0,00129
600,08 248,05

* 2,325-108-0,002581 * 2,325-108-0,00129
96,44 - 2 446,48

* 2,325-108-0,001935 * 2,325-108-0,003871

=6,063-10"*+524-10"*+496-10"*+10-10"* + 8,27 -10"* + 4,287 -107*
+4,961-107* +

=4,3781 - 103 m

Sy = 4,4 mm

UKUPNI POMAK CVORA A:

8y = /6},, + 62, = /1,42 + 4,42

64 = 4,6 mm
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RjeSenje ovog zadatka provjerit cemo u SAP-u i u nastavku su prikazani rezultati:

\
////
/
/
/ J
/ 9.9 Z
& / =
g5/
/
/
V4
//
AJLTITTIIE T
o / o
™

Slika 4.4. Dijagram uzduznih sila

PtObj: 4
PtEIm: 4
uUl= 0014
e u2=20
U3 = - 0044
R1=0
R2 =-.0002
R3=0

Slika 4.5. Pomak ¢vora A (vrijednosti u m)
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4.2, Primjer 2,

Za zadani sustav na slici treba primjenom principa o minimumu potencijalne energije
deformacije odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih sila M, T i N.

F=10kN
r=2,5m

El = const.

Slika 4.6. Zadani sustav

Kako bismo rijesili ovaj zadatak, prsten ¢emo prerezati u presjecima A i B te ¢emo na taj

nacin promatrati samo Cetvrtinu prstena. Sile smo dobili pomocu uvjeta ravnoteze.

N

Slika 4.7. Cetvrtina prstena
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Znamo da je kut zaokreta u tocki B jednak O, te cemo pomocu drugog Castiglianovog
teorema izraziti kut zaokreta kao parcijalnu derivaciju potencijalne energije deformacije po
momentu u tocki B te cemo na taj nacin izracunati moment Xu tocki B.

ou

:—:0
Pp EY%

Zanemaruje se utjecaj poprecne i uzduzne sile.

ZM(p:o

—M(p)+X—10-rsinp +5-(r —rcosp) =0
M(p) = X — 25sing + 5+ (2,5 — 2,5cos¢p)

6M(<p):1
0X

0< <n
_<p_2

w1 (2 M (@) 1 [z _
f M(p) - ‘rde = 7 f [X — 25sing + 12,5 — 12,5cos¢p] - 1-2,5d¢
0 0

X _El oX
T
= % 02 [2,5X — 62,5sing + 31,25 — 31,25cosp]de
L (252 X —625-1+31,25 2 —31,25-1| =0
El 2 2
1
(393X —44,66] = 0 /- E1

3,93 X = 44,66
X =11,373 kNm

Sada mozemo izracunati i moment M;:

=0

M,=10-r—5-r—11,373
M, = 1,127 kNm
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Da bi smo sto tocnije nacrtali dijagrame pronaci ¢emo presjek u kojem su poprecnasilai

moment savijanja jednaki O:

= /[
L N
Mgp// \ >
/\V}/ \ v
5 Q
\?7 \\\\\\ //\
_\t““ o ?“\\‘
o /A
v/
N

Slika 4.8. Dodatni presjek

DIJAGRAMI:

@ = 32,096’

T(¢p) = 10cosp — 5sing
2=tge
zaT =0 @ = 63,435

N(¢p) = —10sing — 5cosq

1_t
Z_QQD

N ne postize0 ¢ = —26,565"

Slika 4.9. Momentni dijagram

M(p) = X — 25sinp + 5 (2,5 — 2,5cos¢p)
0 = —25sing — 12,5cos¢p + 23,873
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Slika 4.10. Dijagram poprecnih sila

Slika 4.11. Dijagram uzduznih sila
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4.3, Primjer 3.

Za zadani sustav na slici treba primjenom principa o minimumu potencijalne energije
deformacije odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih sila M, T i N.

F=20kN
r=1m
/=4-10% mm*
A =250 mm?

El = const.

S=7? S,
Slika 4.12. Zadani sustav
) V2
sina = cosa = —
2
V2
S, =S, =—-8§

Znamo da je pomak tocke A jednak nuli te cemo pomocu drugog Castiglianovog teorema
izraziti pomak tocke A zbog sile Skao parcijalnu derivaciju potencijalne energije deformacije

posili S:
. U
S——:
65 =—5=0
0<x<+V2m
N(x)=S
ON
0 _,
as
oul 1 V2 AN (x) 1 (V2 V2§
s "Ea ), VW ggdx=gy ) Stlrde=—p
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. 0<g¢<

> M, =0

M(p) — Sy rcosp + Sy, - (r + rsing) — F - rsing = 0

SIE

W2 .
M (@) = 20sing ——S - (1 + sing — cosp)

2
oM V2
(¥) = ——(1 + sing — cos)
aS
77.'
ou'l 1 M(o)- 6M(<p) p
as El ), "7 Tee
Y
1 (2 \/E V2
— - | [20sing ——S - (1 + sing — cos@)] - [——" (1 + sing
~El 0 2 2
—cosp)] - 1de
1 (2 11
= [—10\/§singo - 10\/§sin2go + 10\/§singocos<p + ES + ESsimp
0
1 1 1 1
- ES *COSP +§S ssing + ES - sin?g _ES : singpcos®

1 1 ) 1
—=S-cosp —=S-sing - cosp +=S - cos’p]-de

2 2 2
m 1 1 7 1 1 1
=— [-10V2-10V2 =4+ 10V2 =+ =S =+=-5S-1—-=S-1+=5-1
T V2 ‘/_4+ \/_2+2 2772 2> 13
lor 1.1 1. 1.1 1.7
2° 4 27 2 2 2521353
1 1 1
=—[- 10vV2 — 10V2 - —+10\/_ S +5S m+=S]

1
= [~18,18 + (T) 5]

oU aU' AU 2-S .

s~ 9s "as T Ea T EI =0/ El

3.5k T—1 I 4-10°mm* X
2:5-2-1818+——-5=0 1= 2t0mmz — vom

V2:5-1,6 —1818 + 1,07S = 0

S =+5,45kN
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20 kN

386 kN <y Lo -

3,86 kN

l/ y/2228kNm
3,86 kN

16,14 kKN

5§=5,45 kN

Slika 4.13. Reakcije

DIJAGRAMI:

Slika 4.15. Dijagram poprecnih sila
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16,14

Slika 4.16. Dijagram uzduznih sila
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Zakljucak

5. ZAKLJUCAK

U ovom radu cilj je bio objasniti princip rjesavanja staticki neodredenih sustava. Njih se ne
moze rijesiti samo uz ravnotezne uvjete te zbog toga moramo uvesti neke dodatne uvjete.
Potencijalnu energiju mozemo zapisivati kao funkciju pomaka te iz tog dobivamo drugi
Castiglianov teorem koji nam uvelike pomaze pri rjeSavanju staticki neodredenih sustava. U
danasnje vrijeme, rijetko se prakticira rucno proracunavanje staticki neodredenih sustava,
ali ova metoda je ucinkovita i jednostavna za rjesavanje staticki neodredenih sustava koji
nisu previse kompleksni. Castiglianovi teoremi kljucni su pri rjeSavanju problema zakrivljenih
nosaca zbog njihove slozene geometrije i ponasanja pod opterecenjem. Koristenjem ovih
teorema, mozemo primijeniti energetske principe za jednostavniju analizu deformacija i
naprezanja. Ovo je posebno korisno jer zakrivljeni nosaci zahtijevaju drugaciji pristup u
odnosu naravne nosace, a energetski pristup omogucuje da slozeni problemi postanu lakse
rjesivi. Princip superpozicije, koji je takoder dio teorema, pomaze u analizi utjecaja razlicitih
silai momenata na konstrukciju, cime se pojednostavljuje izracun i odredivanje deformacija

| naprezanja.
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