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Sazetak

SAZETAK

Djelovanja poput Cistog savijanja, uzduzne i poprecne sile na zakrivljene Stapove obradena
su u ovom radu. Kako bismo razumijeli zakrivljene Stapove potrebno je prvenstveno steci
znanje o ponasanju ravnih stapova. Sve zakonitosti koje su poznate za Stapove male
zakrivljenosti proizlaze iz puno jednostavnijih slucajeva naprezanja ravnih Stapova.
Obradena je tema stapova male i velike zakrivljenosti.

Tema rada su analiticki izrazi iz Otpornosti materijala koji se koriste za obradu
eksperimentalnih rezultata prilikom ispitivanja na zakrivljenim uzorcima. Pri odabiru
standardnih dimenzija zakrivljenih gradevnih proizvoda uklju¢ena su stroga ogranicenja
vezana uz omjer polumjera zakrivljenosti i visine poprecnog presjeka. Objasnjeni su
Castiglianovi teoremi od kojih je jedan primijenjen u prakticnom dijelu rada. U prakticnom
dijelu rada prikazana su tri numericka primjera. Prvi predstavlja odredivanje obodne krutosti
cijevi prema normama HRN EN I1SO 9969 za plastomerne cijevii HRN EN 1228 za GRP cijevi
pri cemu se Castiglianov teorem koristi za izracun pomaka. U drugom zadatku obradena je
metoda savijanja u tri tocke zakrivljenog uzorka prema normi HRN EN ISO 11296-4 gdje su
izvedeni izrazi za naprezanje i deformacije iz norme. Treci zadatak je primjer Stapa velike

zakrivljenosti.

Kljucne rijeci: zakrivljeni Stapovi; naprezanja; potencijalna energija deformacije; Castiglianov
teorem; obodna krutost

Zavrsni rad: Dijana Damjanovic i



Summary

SUMMARY

Actions such as pure bending, axial and transverse forces on curved bars are discussed in
this paper. To understand curved bars, it is first necessary to gain knowledge of the
behaviour of straight bars. All principles known for bars with small curvature arise from
much simpler cases of stress in straight bars. The topic of bars with small and large

curvature is covered.

The topic of this paper is the analytical expressions from Strength of Materials used for
processing experimental results when testing curved samples. When selecting standard
dimensions for curved construction products, strict limitations are imposed regarding the
ratio of the radius of curvature to the height of the cross-section. Castigliano's theorems
are explained, one of which is applied in the practical part of the paper. The practical section
presents three numerical examples. The first example involves determining the ring
stiffness of a pipe according to the HRN EN ISO 9969 standard for thermoplastic pipes and
HRN EN 1228 for GRP pipes, where Castigliano's theorem is used to calculate displacement.
The second task addresses the three-point bending method for a curved sample according
to the HRN EN ISO 11296-4 standard, where expressions for stress and strain are derived
based on the standard. The third task is an example of a bar with large curvature.

Key words: curved bars; stresses; potential energy of deformation; Castigliano’s theorem;
ring stiffness

Zavrsni rad: Dijana Damjanovic i
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Uvod

1. UVOD

Zakrivljeni nosac je svaki element koji ima savijenu os. Ovakvi nosaci koriste se u Sirokom
rasponu inzenjerskih i gradevinskih primjena. Njihova zakrivljena os daje posebne prednosti
poput ucinkovitog prijenosa sile. Uz ove prednosti, zakrivljeni nosadi pruzaju estetske
prednosti koje omogucuju arhitektima projektiranje vizualno privlacnijih struktura. Mnoge
zakrivljene konstrukcije i elementi nalaze se u svakodnevnoj primjeni, a neki od njih su lucni
mostovi, razni lukovi, kuke, kanalizacijske cijevi i dizalice. U radu je objasnjeno ponasanje
Stapova male i velike zakrivljenosti za razlicita djelovanja.

Izrazi za Stapove male zakrivljenosti proizlaze iz jednostavnijih izraza za ravne Stapove.
Primjenjujuci spoznaje ravnih stapova mozemo objasniti i prikazati ponasanje zakrivljenih
Stapova pri ispitivanjima koja su objasnjena u sljedecim poglavljima. Metoda ispitivanja
obodne krutosti i metoda savijanja u tri tocke su dvije metode koje su se koristile za
ispitivanje na zakrivljenim uzorcima. Pomocu njih je prikazano kako se izrazi za ravne
stapove koriste za prikaz rezultata dobivenih tijekom ispitivanja. Na jednom od numerickih
zadataka objasnit ¢e se kako upotrijebiti potencijalnu energiju deformacije pri rjesavanju
staticki neodredenih sustava gdje se pomocu Castiglianovog teorema odreduju nepoznate
velicine. Metoda kao sto je ova posebno je korisna za proracun zakrivljenih sustava.

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 1



Zakrivljeni nosaci

2. ZAKRIVLJENI NOSACI

Svaki element koji ima zakrivljen i savijen oblik naziva se zakrivljenim nosacem. Takvi nosaci
koriste se u raznim inzenjerskim i gradevinskim konstrukcijama. Njihova zakrivljena os, linija
koja spaja tezista poprecnih presjeka, omogucava specificne prednosti u primjeni, poput
ucinkovitog prijenosa sila i otpornosti na savijanje. Osim tih prednosti mozemo spomenutii
takvih konstrukcija poput teretnih dizalica, raznih lukova, lu¢nih mostova, kuka,
kanalizacijskih cijevi i slicno pronalazimo svuda oko nas. Zakrivljeni nosaci koriste se kod
lucnih mostova gdje zakrivljenost povoljnije djeluje kod prijenosa sila na temelje mosta nego
sto bi to bilo s ravnim nosacima. Takoder, primjena se pronalazi u infrastrukturnim
projektima poput tunela i vijadukta gdje zakrivljeni nosaci pruzaju dodatnu snagu i
otpornost na dinamicka opterecenja poput potresa i vjetra. Osim navedene bolje raspodjele
sila i estetske prednosti, zakrivljeni nosaci zbog svojega oblika ¢esto su otporniji na
deformacije, imaju bolju otpornost na savijanje i torzijsko opterecenje. Usporedujuci ravne i
zakrivljene nosate mozemo zakljuciti da, iako su ravni nosaci jednostavniji u izvedbi,
prijenosa velikih sila i opterecenja na duge raspone. S druge strane, zakrivljeni nosaci su
kompleksniji uizvedbi, aliimaju prednost kod zahtjevnijih konstrukcija gdje je potrebna veca
¢vrstoca, bolja raspodjela opterecenja ili su potrebni posebni estetski zahtjevi. U sljedecim
poglavljima bit e prikazana analiza naprezanja zakrivljenih Stapova u usporedbi s ravnim

Stapovima.

2.1. Utjecaj uzduzne sile na zakrivljeni Stap

Na slici 2.1 prikazan je dio zakrivljenog stapa duljine ds. U tezistima presjeka s lijeve i desne
strane djeluje uzduznasila V koja uzrokuje normalna naprezanja. Ta naprezanja su jednoliko
rasporedena po presjeku. Ovisno o tome kako djeluje sila , naprezanja mogu biti tlacna ili
vla¢na. U prikazu sa slike 2.1 sila N/ djeluje vla¢no tj. normalna naprezanja ce biti vlacna. U
slu€aju da sila N djeluje suprotno, tj. da ,pritisce” element, normalna naprezanja bi bila
tlacna Sto znaci da bi se element zakrivljenog Stapa skratio za neku vrijednost Ads. Formula
za normalna naprezanja dobivena djelovanjem uzduzne sile izgleda isto kao i za ravni Stap,

atoje:

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 2



Zakrivljeni nosaci

o= % (2.1)

Slika 2.1 Element zakrivljenog Stapa pod utjecajem uzduzne sile (Izvor: [1])

Prilikom djelovanja uzduzne sile na izdvojenom elementu dogada se deformacija elementa,
uz uvjet da je lijevi kraj presjeka nepomican, element ce se produljiti za Ads ako sila djeluje
kao Sto je prikazano na slici 2.2. Relativna deformacija uzduznih vlakana prikazuje se kao:

N
— - 2.2
E=F = (2.2)
a spomenuto produljenje elementa stapa iznosi:
N ds
Ads = : 2.3
s = (2.3)

Slika 2.2 Deformacija elementa zakrivljenog Stapa zbog uzduzne sile (Izvor: [1])

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 3



Zakrivljeni nosaci

Na slici 2.2 takoder se vidi razlika u duljinama uzduznih vlakana zbog ¢ega dolazi do zaokreta
poprecnog presjeka elementa za kut Ad¢ koji se iz trigonometrije dobije kao:
Ads N-ds

Adg = T E-A-r (2.4)

Ako integriramo izraze dobit e se izrazi za produljenje osi zakrivljenog Stapa duljine s:

S

A—fN'dS 25
;= [L4d @5)

0

te izraz za kut zaokreta krajnjih presjeka zakrivljenog Stapa duljine s:

Aq):f N-ds (2.6)

E-A'r
0

2.2. Utjecaj poprecne sile na zakrivljeni stap

Kada na presjek zakrivljenog Stapa djeluje poprecna sila, ona uzrokuje posmicna naprezanja.
Prema istrazivanjima dokazano je da je raspodjela posmicnih naprezanja u presjeku
zakrivljenog Stapa slicna kao i raspodjela kod ravnog sStapa. Zbog toga se posmicna
naprezanja zakrivljenog stapa sa sigurnoscu mogu prikazati sljedec¢im izrazom:

T-S
=2 2.7
T Ib’ ( )

gdje S predstavlja staticki moment povrsine presjeka, I je moment tromosti, a b je Sirina
presjeka u razini promatrane tocke.

Osim posmic¢nog naprezanja, zbog djelovanja poprecne sile, dolazi i do deformacije
zakrivljenog Stapa. Prema slici 2.3, krajnji presjek Stapa ce se ,pomaknuti” prema dolje za
neku vrijednost Adé ako sila T djeluje prema dolje, tj. prema centru zakrivljenosti.

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 4



Zakrivljeni nosaci

Slika 2.3 Deformacija elementa zakrivljenog Stapa zbog poprecne sile (Izvor: [1])

Vrijednost deformacije racuna se pomocu izraza:

T -ds

AdS =K,

(2.8)

a k’ oznatava bezdimenzionalni koeficijent koji ovisi o obliku poprecnog presjeka Stapa. Izraz
za koeficijent je:

=25 4 (2.9)
7 | 57 dA. .

2.3. Utjecaj Cistog savijanja na zakrivljeni stap

Cistim savijanjem nazivamo slu¢aj savijanja kada na popre¢ni presjek djeluje samo moment
savijanja. Razlikujemo taj slucaj savijanja od savijanja silama, gdje se uz moment savijanja

javljaju i poprecne sile.

Pretpostavke za teoriju savijanja ravnog stapa primjenjujemo i kod teorije savijanja
zakrivljenog Stapa. Pretpostavke na kojima se temelji teorija savijanja jesu:

e poprecni presjeci Stapa zaokrecu se, ostaju ravni i okomiti na deformiranu os Stapa
e uzduzna vlakna Stapa koja su krivocrtna, tj. lukovi koncentricne kruznice, kod
savijanja ne djeluju jedna na drugu. Ako promatramo ravnotezu elementa sa slike
2.4, vidimo da osim uzduznih normalnih naprezanja o, djeluju i radijalna naprezanja

oy, ali ona su zanemariva, tj. uzima se da je g, = 0.

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 5



Zakrivljeni nosaci

O'r,'f\'do' r
A ]
(o) xjf-*x-\ f =0y
=L ‘.{__T__".‘
‘.I‘I‘I o-r I‘I.I‘.
__+d§°
c

Slika 2.4 Ravnoteza elementa zakrivljenog Stapa

Ako zamislimo da iz zakrivljenog Stapa koji je opterecen na Cisto savijanje izdvojimo element
abcd, kao naslici 2.5 i prema slici element je na rubovima opterecen momentom savijanja M
koji zamjenjuje uklonjene dijelove Stapa.

A1
i —m——— i ‘ _jr__.gjz@\mérﬂp
MH-""'_ . LLLY |2 =" _zakrivijeni &tap
osdtapa_ | 3 _ ([T || .
I.-"d__ P Y {j}: Td 5 o JF no
o /
2 I N 2t S
i i I '3-2
N |
r
\ | f
“g\ | w2 i
S
A
\‘L__.'l_ _____ A e —
C

Slika 2.5 Element zakrivljenog Stapa opterecen momentom savijanja M

Oznake sa slike:
r — polumjer zakrivljenosti osi Stapa
p — polumjer zakrivljenosti neutralnog sloja

u — polumjer zakrivljenosti proizvoljnog vlakna

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 6



Zakrivljeni nosaci

u, — polumjer zakrivljenosti vanjskog rubnog vlakna
u, — polumjer zakrivljenosti unutarnjeg rubnog vlakna
T —teziSte poprecnog presjeka

C — srediste zakrivljenosti

z — udaljenost vlakna od neutralne osi

y = r — p — udaljenost neutralne osi od tezista.

Ako se uzme da je lijevi kraj elementa nepomican, desni ce se kraj savijati, ostati ravan i
zaokretat ce se prema lijevom kraju oko neutralne osi y. Lijevi kraj elementa naci ce se u
novom polozaju ¢, d; koji je zaokrenut za kut Ad¢g. Na konveksnoj strani uzduzna vlakna bit
ce produljena, dok ce se na konkavnoj strani vlakna skratiti. Vlakno AB vidljivo na slici 2.5
udaljeno je za veli¢inu zod neutralnog sloja te ima pocetnu duljinu ds = (p + z) - d¢e. Nakon
sto se lijevi kraj elementa nade u novom polozaju c;d;, to vlakno ce se produljiti za Ads =
z-Adg.

Prema tome, izraz za relativno produljenje nekog vlakna na udaljenosti z od neutralne osi
zapisujemo kao:

Ads  z Ade
ds p+z do’

(2.10)

exx

Ova jednadzba prikazuje kako se relativne deformacije uzduznih vlakana po visini mijenjaju
hiperboli¢no, dok su po sirini one konstantne.

Na temelju druge pretpostavke kod Cistog savijanja, stanje naprezanja je jednoosno pa
prema Hookeovom zakonu vrijedi:

oy =Ee,=E-——- . (2.11)

Iz gornje jednadzbe vidljivo je da se i normalna naprezanja mijenjaju na isti nacin kao i
duzinske deformacije, tj. po visini presjeka mijenjaju se po zakonu hiperbole. Asimptota
spomenute hiperbole je pravac koji je okomit na poprecni presjek i prolazi sredistem
zakrivljenosti (z = —p).

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 7



Zakrivljeni nosaci

Slika 2.6 Odrezani element Stapa opterecen Cistim savijanjem (lzvor: [1])

Za odrezani element Stapa kod Cistog savijanja postoje tri uvjeta ravnoteze:

ZFx: ; N=fax-dA=0 (2.12)
A

ZMy:O; My:fax'z'dA:M (2.13)
A

ZMZ=0: Mz=f0x-y-dA= (2.14)
A

Ukoliko u 2.12 uvedemo izraz 2.11, dobije se:

Adgp z
fo*dizE—f dA = 0.
A dp ) p+z

A

Konstantu za svaki presjek, EA:—; , mozemo staviti ispred integrala, a posto je E% 0

onda prema tome mora vrijediti sljedeci izraz:

VA
fp —dA=0. (2.15)

A

Ako se u gornji izraz uvrsti:

ptz=u z=u-—p,

dobivamo:

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 8



Zakrivljeni nosaci

|z toga dobivamo izraz za polumjer zakrivljenosti neutralnog sloja:

A
P=""da (2.16)
Au

Prema slici 2.5, udaljenost od tezista poprecnog presjeka do neutralne osi yje:

A
y=rep=rTrran (2.17)
Au

Ako umjesto g, uizrazu 2.13 uvrstimo izraz 2.11, dobit ¢emo:

Adp [ yz
y-dA = E—— dA =
fax Y do fp+z
A A
[i:
yz
JpHdA—O (2.18)
A

Taj integral je jednak nuli ako je poprecni presjek simetrican s obzirom na os z Tada je za
svaku elementarnu povrsinu dA koja se nalazi na desnoj strani od osi z pri tome da je
apscisa y pozitivha, jednaka simetricna elementarna povrsina lijevo od osi z ali s
negativhom apscisom J. Gornji izraz je zadovoljen posto Ce za simetricne elementarne

povrsine ordinate z a time i udaljenosti od sredista zakrivljenosti p + z biti jednake.

Ako umjesto g, uizrazu 2.14 uvrstimo izraz 2.11, dobit ¢emo:

Ade [ z*
szax-z-dAzE—
A do ) p+z

(2.19)

Taj integral se moze zapisati i na sljedeci nacin:
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z2 zZ2+pz—p-z z(z + z

f dAzf pz—p dAzf(—p)dA—pf dA
p+z p+z p+z p+t+z

A A A A

Ako se uzme u obzir da je fAidA = 0 kao sto je vec spomenuto, dobiva se izraz:

ZZ
prdAzfz-dA—ozsy. (2.20)
A A

Oznaka S,, predstavlja statickimoment povrsine poprecnog presjeka s obzirom na neutralnu
0s . Moze se izraziti kao:

L, =AY (2.21)

Prema izrazu vidljivo je da je staticki moment povrsine presjeka S,, pozitivna vrijednost. Da
bi to vrijedilo, znajuci da je povrsina poprecnog presjeka uvijek pozitivna, shodno tome je i
v, udaljenost tezista poprecnog presjeka od neutralne osi y, pozitivna. Na temelju toga
donosi se zakljucak da e se kod Cistog savijanja zakrivljenih Stapova neutralna os i neutralni
sloj uvijek pomicati u smjeru od tezista presjeka prema centru zakrivljenosti stapa.

Ako uvrstimo izraz 2.20 u izraz 2.19 dobivamo:

M = EAngS 2.22
ili:
Adp M
10 = ESy' (2.23)

Pomocu izraza 2.23 i izraza 2.11 dolazi se do izraza za normalna naprezanja kod Cistog
savijanja zakrivljenih Stapova koja glasi:

M VA
g . p+z

Oy = (2.24)
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M

O'x=S

(2.25)

<
21N

Kao sto je vec poznato iz savijanja ravnih Stapova, najveca naprezanja o, pri Cistom savijanju
nalazit ce se na krajnjim vlaknima stapova, na mjestima koja su najudaljenija od neutralnog
sloja Stapa. Te vrijednosti racunaju se na sljedeci nacin:

M h
Ox(1) = g : u_1
M h,

Ox(2) = —g ' u—z (2.26)

Na slici 2.5 prikazana je raspodjela normalnih naprezanja po visini presjeka u dijagramu za

zakrivljeni, a i za ravni Stap pri Cistom savijanju.

2.4, Stapovi velike i male zakrivljenosti

Zakrivljene stapove dijelimo na stapove velike i Stapove male zakrivljenosti. Njih razlikujemo
po omjeru polumjera zakrivljenosti stapa i visine presjeka. Ako je % > 5 to su stapovi male

zakrivljenosti, a za Stapove velike zakrivljenosti vrijedi % < 5 sto je i prikazano na slici 2.7.

Razmotrimo ponovno izraze koje smo prethodno zapisali. Ako polumjer zakrivljenosti
neutralnog sloja p stavimo ispred integrala, dobit cemo sljedece:

z 1 A
f dAz—f ZdA=0

+z z
AP PA1+p
yZz 1( yz
f dAz—f = dA =0,
ptz PJ 1+~
A A p
s —J z dA—lf 2
Vo lp+tz pl 14277
A A p
M z M z

TS, ptz Sycp 1.,.%'

Ako uzmemo u obzir Stap male zakrivljenosti (tj. velikog polumjera zakrivljenosti ), veli¢ina

z . . v oy . v .
U odnosu na jedinicu moze se zanemariti. Dakle, iz jednadzbe dobivamo:
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z-dA = 0; z-dA=S,=Ay=0. (2.27)

R
Be—
B —

Ovaj izraz pokazuje da kako se zakrivljenost Stapa smanjuje (tj. polumjer zakrivljenosti r
raste), neutralna os y se priblizava tezistu presjeka. Nadalje, za malu zakrivljenost, neutralna
os y prolazi kroz teziSte poprecnog presjeka.

. T v . . . Z . fv
S obzirom na malu zakrivljenost stapova, gdje je p =1 i S Je mala veli¢ina u odnosu na

jedinicu, iz preostala tri izraza dobivamo:

1
;fy-z-dAzO; fy-z-dAzIyzzo (2.28)
A A
10, L,
Sy=;jz dA=?; Sy-r=1, (2.29)
A
i i (2.30)
Oy = "z =—"2Z. .
oS, L,

Iz navedenih izraza mozemo uociti da za stapove male zakrivljenosti temeljne jednadzbe
Cistog savijanja zakrivljenih Stapova prelaze u odgovarajuce jednadzbe Cistog savijanja za
ravne Stapove. Ako raCunamo naprezanja u Stapu pravokutnog presjeka pomocu formula,
uocit éemo razlike u velicini najvecih naprezanja. Za% = 5, razlika je 7%, za% = 10 razlika je

3,5% a za% = 15, razlika je 2%.

Prema tome, zakrivljeni Stapovi dijele se ha Stapove velike zakrivljenosti, gdjeje% < 5,tena

Stapove male zakrivljenosti gdjeje% > 5.

Slika 2.7 Stap velike zakrivljenosti (lijevo), $tap male zakrivljenosti (desno) (Izvor: [3])
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3. PRIMJENA CASTIGLIANOVOG TEOREMA NA RJESAVANJE STATICKI

NEODREDENIH SUSTAVA

3.1. Potencijalna energija deformacije kao rad unutarnjih sila

Potencijalna energija deformacije takoder se moze prikazati kao rad unutarnjih sila, kako je
izrazeno u jednadzbi. Ako zamislimo Stap koji je presjecen na dvije beskonacno bliske tocke,
s malom udaljenoséu dx, na Stap djeluje Sest komponenti unutarnjih sila:
N,T,, Ty, My, M, i M,. One se smatraju vanjskim silama u odnosu na odrezani element.

Svaka od ovih sila vrsi rad tijekom deformacije odrezanog elementa.

Iz oblika deformacija ravnog stapa slijedi da svaka od tih sila uzorkuje takav pomak da
nijedna druga unutarnja sila ne vrsi nikakav rad. Na primjer, kada djeluje torzijski moment
M,,, rezultira rotacijom elementa oko osi xi obavlja rad koji vrsi isklju¢ivo moment torzije M,
bez djelovanja drugih sila. Ovo opazanje dovodi do zakljucka da u ovom slucaju vrijedi nacelo
superpozicije tj. ukupna potencijalna energija deformacije elementa jednaka je zbroju

potencijalnih energija uzrokovanih svakom pojedinacnom silom. To se moze izraziti kao:

dU = dU(M,) + dU(M,,) + dU(M,) + dU(N) + dU(T,) + dU(T). (3.1)
A —
—— e k f AN
G |' LS P A
| e

Slika 3.1 Djelovanje sila na dio ravnog Stapa

Svaka sila doprinosi ukupnoj potencijalnoj energiji tijela. Na primjer, kada dode do
rastezanja, uzduzna sila V je odgovorna za potencijalnu energiju deformacije Stapa duljine
I
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l

N? - dx
N) = 3.2
o = [ S5 (32)
0
d—-—————-—-—|-1l.
I
I
N LN x
dx Aglix
a)

Slika 3.2 Djelovanje uzduZne sile na element duljine dx (Izvor: [1])

Pri razmatranju posmicnih sila, posmicno naprezanje zbog poprecne sile T, odreduje se
pomocu sljedece formule:

3.3
= (33)

Integracija po povrsini poprecnog presjeka daje potencijalnu energiju deformacije
pohranjenu u elementu Stapa s duljinom dx, koja se zatim iz toga moze koristiti za izracun
ukupne energije deformacije za stap duljine /

du(T)—f LTSy pae = A (S,
2= )26 2D *T26a 2 b2
A A
FT2d
z " ax
=k, 3.4
Uy =k [ 3 (34
0

gdje je k, bezdimenzionalni koeficijent koji se odreduje ovisno o obliku popre¢nog presjeka
Stapai zapisuje se kao:
Af

Sukladno tome, za poprecnu silu T), vrijede izrazi:

- dA

‘<N| ~
®|‘<N

(3.5)
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1 T2 52 T;dx A SZ
dU(Ty)=f2G 12 b2 -dA - dx_ZGAE Jﬁd:‘l
A
l
. Ty - dx 36)
Y fZ-G-A '
0

Takoder je i ovdje bezdimenzionalni koeficijent k, ovisan iskljucivo o obliku poprecnog
presjeka, ali po y osi.

U sluc¢aju momenta torzije, potencijalna energija deformacije pohranjena u elementu duljine
dx dana je jednadzbom, a za stap duljine [ primjenjuje se formula:

M, dep M¢-dx

M) =— T2-G-1,

M? - dx
2-G-1,

0

(3.7)

Slicno, za cisto savijanje uzrokovano momentom savijanja M,, potencijalna energija

deformacije za element duljine dx izrazen je formulom, a za stap duljine [ se izvodi prema

formuli:
M, dgo M3 - dx
dv(My) = T 2-E-I,
3.8
) fZ E - I (38)

Isto tako, dobiveni suiizrazi za M,.

M,-dp M;-dx

WM) =——=5"p;

M2 - dx
2 E-1,

l
U(M,) = J (3.9)

0

Izraz za opCi slucaj opterecenja Stapa odredene duljine [ moze se zapisati na sljedeci nacin:
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! 2 ! 2 ! 2
k Tydx T;dx Mg dx
_|_
‘3G AT 2 G-I,
0

0

!

."Mﬁdx fMZde
+ .
J2E5," 2B,

(3.10)

Ako je Stap optereCen u ravnini xz, iz gornjeg izraza iskljuCujemo utjecaj T, = M, = M, = 0.
Na temelju toga gornji izraz izgleda:

lNZ

U =
[35-
0

l l
+fk TZdx f M3dx (311)
“2:G-A ) 2°E-I, '

0

0

Kada se radi o zakrivljenim Stapovima koji su izlozeni silama unutar uzduzne ravnine
simetrije Stapa, problem nastaje jer vise ne vrijedi zakon superpozicije i postoji
medudjelovanje izmedu N i M. U tom slucaju bitne su duljina tezisne osi ds i zaokreta ¢ koji
se izraCunavaju pomocu sljedecih izraza:

N-ds M-ds
Ads =AY e A

N-ds M-ds
Ade = oy TEs,

Za stap konacne duljine osi s, potencijalnu energiju deformacije tada izracunavamo:

U_fNZ-derf M? - ds +fN-M-ds+k,fT2-ds i 1)
~J2E-A )2-E-S,-r E-A-r 2-G-A (3.12)

0 0 0 0

U slucajevima kada Stap ima malu zakrivljenost, S, -7 = I, neutralne osi malo su
pomaknute od tezista poprecnog presjeka. Prema tome, izraz za potencijalnu energiju
pojednostavljuje se:

N S N
U_J‘Nz-ds_i_j‘MZ-ds_l_k,sz-ds 313
~J2-E-A J2-E-I, 2:G-A (3.13)

Izraz je slican jednadzbi za ravan Stap, Sto dovodi do toga da se formule potencijalne
energije deformacije za ravne stapove mogu s dovoljnom tocnoscu primijeniti na Stapove
male zakrivljenosti.
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3.2. (Castiglianovi teoremi

Castiglianovi teoremi sastoje se od dva teorema koji povezuju potencijalnu energiju
deformacije sa silama ili pomacima. Teoremi omogucuju odredivanje pomaka i rotacija
unutar konstrukcija opterecenih silama ili momentima. Imaju Siroku primjenu u analizama
konstrukcija gdje se koriste za izracun naprezanja, pomaka i rotacija u gredama, okvirima i
drugim konstrukcijama pod opterecenjem. Teoreme je razvio talijanskiinzenjer Carlo Alberto
Castigliano u 19. stoljecu. Ovi teoremi olakSavaju izracune pogotovo u slu¢ajevima slozenijih
greda opterecenih visestrukim silama i momentima gdje cemo puno jednostavnije odrediti
pomake u odredenim tockama.

Prvi Castiglianov teorem vrijedi i za linearna i za nelinearna elasticna tijela. Ispituje se
elasticno tijelo ucvrséeno na nepomicne oslonce, podvrgnuto sustavu sila Fy, F,, ..., F, 5to
rezultira odgovarajucim pomacima d;, 85, ..., 6,. Osim sila i pomaka, to moze predstavljati
moment i kut zaokreta, dvije sile i relativni linijski pomak... VeC ranije je reCeno da je
potencijalna energija deformacije tijela U jednaka radu vanjskih sila pri deformaciji. Odnos
izmedu sile F; i njegovog odgovarajuceg pomaka §; izrazava se kao:

U = U(61, 62, ""61’1)' (314’)

Totalni diferencijal ove funkcije je:
dU—aUdc? +aud6+ +aUd6 3.15
s, a8, * as, " (3.15)

Ako postoji mali prirast pomaka ddy koji se primjenjuje na jedan pomak &y, drugi ostaju
konstantni, a prirast potencijalne energije postaje:

U ovom slu¢aju samo odgovarajuca sila F, vrsirad, a prirastu potencijalne energije je jednak
rad Fy - déy idan jeizrazom:

dU == Fk ' d6k

Usporedbom dvaju izraza dovodi do zapisa:
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ou

Fk:a—é,k.

(3.16)

koji predstavlja prvi Castiglianov teorem koji glasi:

Ako potencijalnu energiju deformacife izrazimo kao funkciju pomaka na mjestu i u smjeru silg,
onda je parcijalna derivacija potencijalne energije deformacije po jednom od ovih pomaka &
jednaka odgovarajucoj sili Fi. [1]

Drugi Castiglianov teorem koristan je za linearna elasti¢na tijela i izrazava potencijalnu
energiju deformacije kao funkciju sila:

U=U(F,,F,, .., E) (3.17)

Ako sili F, damo mali prirast dF,, dok ostale ostaju nepromijenjene, odgovarajuci prirast
potencijalne energije je:

dU dF. (3.18)

:d_F'](

Ako uzmemo da l. sustav sila tvore sile Fy, F,, ..., F,, asila dFy, je Il. sustav sila, onda je:

n
z F,-d&; = dF, - 5, (3.19)
i=1

gdje d6; predstavlja pomak na mjestu i u smjeru sile uzrokovan silama Il. sustava, a pomak

0 na mjestu i u smjeru sile F, izazvan silama I. sustava.

Zbog djelovanja sile dF, dolazi do prirasta potencijalne energije deformacije koji je jednak
radu sila:

n
1
AU = S dF, - doy + Z F; - d5;. (3.20)

=1

Kada izraz 3.19 uvrstimo u izraz 3.20 dobiva se sljedece:

au 1

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 18



Primjena Castiglianovog teorema na rjeSavanje staticki neodredenih sustava

Ako zanemarimo beskonacno male veli¢ine i usporedimo izraze onda vrijedi:

ou

6k=a—Fk.

(3.22)

Ovaj odnos predstavlja drugi Castiglianov teorem koji se objasnjava na sljedeci nacin:

Ako potencijalnu energiju deformacije linearno elasticnog tijela izrazimo kao funkciju sila koje
linearno djeluju na tijelo, onda je parcijalna derivacija potencijalne energije deformacije po jednoj
od sila Fy jednaka odgovaraju¢em pomaku Jdx na mjestu i u smjeru sile F. [1]

U slucaju da imamo staticki neodreden sustav, njega je potrebno svesti na staticki odreden
sustav tako Sto se uklanja prekobrojna veza. Tada Ce sustav biti staticki odreden i bit ce
opterecen vanjskim silama i nepoznatim silama X;, X,, ..., X,, koje se nalaze na mjestu gdje
su maknute prekobrojne veze. Primjenom Castiglianovog teorema utvrduje se da pomaci na

mjestima i u smjerovima nepoznatih sila X, X5, ..., X, jesu:

U U L

61=6—X1, 52=6—X2,...,5n—a—Xn.

Ukoliko se na mjestu uklonjene veze sustav nije mogao pomicati mozemo reci da ce na
mjestu i u smjeru uklonjene veze pomak biti jednak nuli. Dakle, parcijalna derivacija
potencijalne energije deformacije s obzirom na nepoznatu silu takoder je nula:
ou ou ou
— =0, —=0,..,0=
0X, X, X,

Za svaku nepoznatu silu moZe se napisati takva jednadzba i iz tih jednadzbi mogu se pronaci
sve nepoznate vrijednosti X;. Matematicki, izrazi definiraju princip o minimumu potencijalne
energije deformacije, koji glasi:

U staticki neodredenom sustavu staticki nepoznate velicine moraju imati takve vrijednosti za koje
potencijalna energija deformacije sustava ima minimum. [1]
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4, ZAKRIVLJENI UZORCI PRI ISPITIVANJU

U ovom radu obradene su dvije metode ispitivanja koje se provode na zakrivljenim uzorcima.
Prva metoda je savijanje u tri tocke na zakrivljenim uzorcima izrezanim iz CIPP-cijevi prema
normi HRN EN 1SO 11296-4.

CIPP (eng. Cured-in-place pipe) je metoda sanacije kanalizacijskih cijevi bez iskapanja. CIPP
metodu mozemo objasniti kao sanaciju postojeceg cjevovoda kaji je oStecen zbog Cega se
ugraduju obloge impregnirane smolom koje se odmah stvrdnjavaju. Metoda je korisna i
ekonomski isplativija jer se postojece cijevi ne trebaju iskopavati i mijenjati nego se vec
postojeca cijev ojaCava. Prije poCetka oblaganja, osim Sto se mora detektirati mjesto
ostecenja, potrebno je pripremiti cijev ¢iScenjem. Nakon obavljene pripreme cijevi, obloga s
impregniranom smolom uvodi se u cijevi pazeci pritom da je osteceno podrucje zahvaceno i
dobro obradeno. Cijevna obloga impregnira se smolom te se pomocu komprimiranog zraka
ili vode uvlaci i napuhuje unutar postojece cijevi. Nakon toga obloga ocCvrsne stvarajuci novu

cijev unutar stare cijevi kao sto je prikazano na slici 4.1.

Slika 4.1 Prije i poslije koriStenja CIPP metode (Izvor: [9])

Kontrola kvalitete CIPP-a provodi se savijanjem u tri tocke na zakrivljenim uzorcima koji su
izrezani okomito na os cijevi. Pri savijanju u tri tocke odredujemo modul elasticnosti, savojnu
¢vrstocu i deformacije zbog savijanja. Ispitivanje se provodi ha nacin da se uzorak osloni na
dvije nepomicne tocke, a treca tocka je na sredini uzorka izmedu oslonaca kao sto je vidljivo
na slici 4.2. U sredini djeluje vertikalna sila koja se postupno povecava dok uzorak ne
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dostigne odredene deformacije ili lom. Primjenjujuci silu mjeri se vrijednost pomaka u

sredini raspona.

| Li2 \ \ L2 |

Cc

Slika 4.2 Ispitivanje savijanjem u tri tocke na zakrivljenom uzorku

Druga metoda je ispitivanje obodne krutosti cijevi prema HRN EN 1SO 9969 za plastomerne
cijevii prema HRN EN 1228 za GRP cijevi.

R-tefros-Oh

Slika 4.3 GRP cijev i uzorak cijevi za ispitivanje obodne krutosti (Izvor: [8])

Cijev se reZze na manji element odredene duljine (L) koji ce biti ispitan. Na presi izmedu dvije
ravne ploce postavlja se uzorak i opterecuje se tlacnom silom konstantnom brzinom. Zadani
pomak zadrzava se u trajanju od dvije minute. Ispitivanje se provodi na jos dva mjesta na
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istom uzorkuy, tj. na uzorku zarotiranom za 60° postupak se ponavlja kao sto se vidi na slici
4.4, Pomocu preSe dobivamo dijagram sila-pomak (F-y), a vrijednost krutosti izrazava se
kao funkcija sile koja je potrebna za dobivanje 3 %-tne promjene unutarnjeg promjera (d).

F
tvrdo drvo

B
< L .

Slika 4.4 Shema ispitivanja obodne krutosti cijevi (Izvor: [8])

Nakon provedenog ispitivanja dobivamo vrijednost obodne krutosti S na tri mjesta na
uzorku te iz toga odredujemo prosjecnu obodnu krutost cijevi kao:

F,
S, = <0,0186 + 0,025 &) € x 108 [kN /m?] (4.1a)
di Laya
Vb Fb 6 2
S, = (0,0186 + 0,025 = x 108 [kN /m?] (4.1b)
di/ Lyyp
— e\ _Fe 6 2
S, =1(0,0186 + 0,025=— %X 10° [kN /m*=] (4.1¢)
di Lcyc

¢ SatSy+Se

5 [kN /m?] (4.2)

Za svako provedeno ispitivanje radi se izvjestaj ispitivanja koji osim rezultata ispitivanja i
rezultata mjerenja uzoraka sadrzava i ostale podatke kao Sto su proizvodac cijevi, tip cijevi,
promjer, datumi proizvodnje i zaprimanja uzoraka i ostali bitni podaci za provedbu
ispitivanja.
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5. RACUNSKI PRIMJERI

Primjer 1. Odredivanje obodne krutosti cijevi pomocu Castiglianovog teorema.

Prsten polumjera r opterecen je koncentriranom silom na vrhu. Treba izracunati nepoznate
unutarnje sile i nacrtati dijagrame unutarnjih sila te odrediti pomak hvatista sile F.

M,

F/2
= X

r [Fr2

Slika 5.1 Skica prstena polumjera r opterecenog na vrhu silom F

Odrezemo cetvrtinu prstena i odrezani dio zamijenimo silama koje djeluju kao 5to je
prikazano na skici. Konstrukcija je simetricna i djeluje opterecenje koje je takoder simetricno,
a antimetricne sile poput poprecne sile bit ¢e jednake nuli na ravnini simetrije. Segment u
tocki gdje djeluje sila mozemo prikazati kao da je upet.

Nepoznati moment savijanja X mozemo odrediti pomocu drugog Castiglianovog teorema,
iz uvjeta da je kut zaokreta jednak nuli, a to je zato Sto je na tom mjestu kut zaokreta prije i
poslije djelovanja sile jednak nuli:
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Moment u proizvoljnom poprecnom presjeku M, mozemo zapisati kao:
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Ako gornji izraz uvrstimo u uvjet deformacije, izraz izgleda:
/2
1f[X+F'r (1 Ye1l-r-dol=0
I > cosg r-de| =
0

Kada integriramo izraz dobivamo:

X=-01817-F-r

Kada taj izraz uvrstimo u izraz za M, bit Ce:

1 cosp
M"’=F'r'<E_ 2 )

Pomak na mjestu djelovanja sile odredit Eemo opet pomocu drugog Castiglianovog teorema.
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Prema drugom Castiglianovom teoremu za promjenu promjera prstena vrijedi izraz:
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Sredivanjem i integriranjem ovog izraza dobije se sljedece:

3

6 =0,1448 -

Time smo dobili izraz za promjenu promjera prstena na mjestu i u smjeru djelovanja
vertikalnog opterecenja sile F. Ako bi gornji izraz malo raspisali dobili bi sljedece:
d3
F(%)
L-h3
7

6 = 0,1448 -
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Sada iz ovog izraza mozemo doCi do izraza za obodnu krutost, a taj izraz jednak je izrazu iz
normi HRN EN 1228 i HRN EN ISO 9969.
h3

E 1—00186 F
12 d3 L-6

Lijeva strana jednakosti oznacuje se kao obodna krutost S koja je u normi zapisana na

sljedeci nacin:
S—EI = (00186+00256) d
I ER TN d) L6
i uvecana je zaumnozak 0,025 g koji iznosi oko 4 % i predstavlja utjecaj zakrivljenosti.

Za @ = 90° dobivamoM = 0,3183-F -,

za@ = 0°vrijediM = —0,1817 - F - r

Dijagrami unutarnjih sila za prsten su sljedeci:

0,3183-F-r

0,1817-F -r
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Slika 5.2 Dijagrami unutarnjih sila

Primjer 2. Ovdje ¢emo prikazati zakrivljeni uzorak izrezan iz GRP CIPP cijevi koji je ispitan
prema metodi savijanja u tri tocke prema normi HRN EN I1SO 11296-4.

Uzorak ima dimenzije b=50 mm, h=6 mm, L=16h=96 mm i R=100 mm. Uzorak je Stap male
zakrivljenosti jer vrijedi da je r/h>5 Sto e biti kasnije u zadatku i dokazano. Vrijednost sile je
F=5 kN. Treba izracunati normalna naprezanja prema teoriji za Stapove male zakrivljenosti.

Prema spomenutoj normi na to¢no odreden nacin uzorci se ispituju na ispitnoj masini i time
se dobivaju informacije o ¢vrstoCi na savijanje, deformacijama zbog savijanja i modulu
elasticnosti.

Zavrsni rad: Dijana Damjanovi¢ 26



Racunski primjeri

Slika 5.3 Zakrivljeni uzorak prije pocetka ispitivanja

Taj uzorak mozemo prikazati i kao obi¢nu prostu gredu posto je zakrivljenost mala, a kao sto

je vec objasnjeno u prijasnjim poglavljima Stapovi male zakrivljenosti se raCunaju prema

dijagram s maksimalnim momentom u sredini raspona.

teoriji savijanja ravnih stapova. Na skici je prikazan i poprecni presjek Stapa kao i momentni

b=5(

mm

A L

Slika 5.4 Poprecni presjek uzorka (lijevo), momentni dijagram opterecene proste grede

izracunati:
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Vidimo iz skice gore da je teziste presjeka u sjecistu dijagonala, a povrsinu presjeka mozemo

A=06-5=3cm?
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Da bi dokazali da je Stap uistinu Stap male zakrivljenosti mora zadovoljiti da je % > 5. Prvo

odredimo radijus zakrivljenosti osi Stapa na sljedeci nacin:

r=R+z; =100 +3 = 103 mm
103

217255
h 6

Iz odnosa vidimo da je to Stap male zakrivljenosti koji cemo dalje racunati prema teoriji
ravnih stapova. Na mjestu najveCeg momenta imamo najvise napregnuti presjek, a moment

ce iznositi:
M_F-L_S-O,O%_Olsz
T4 T g T edm
Izraz za normalna naprezanja je:
M
Oy =—"Z
Iy
Moment tromosti iznosi
L= b-h3
Y12

Nadalje, kada uvrstimo moment savijanja i moment otpora, izraz za normalno naprezanje

je:
F-L
M M —a 3'F-L
0O, =—'Z7=—= =
o W, b-h* 2-b-h?
6
3-5-10%-96
Oy = —————— =400 MPa

2-50- 62

Takoder, prema Hookeovom zakonu odredujemo izraz za deformaciju zakrivljenog uzorka.
UvrStavamo vec poznati izraz za normalno naprezanje, a modul elasticnosti E dobiven je iz

izraza za progib & u sredini proste grede opterecene silom koji glasi:
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F-L3

0= 18 E-1

Iz tog izraza izlucimo modul elasticnosti E nakon cega ubacivanjem u Hookeov zakon

dobivamo:
3-F- 6 h
_E_Z'b'hz_ . .
=y~ Fp; ¢
48-1-6

|zrazi za naprezanje i deformaciju pri savijanju nalaze se u normi HRN EN ISO 11296-4, a
ulazni podaci za proracun su izmjerene vrijednosti sile i pomaka.

Primjer 3 Zakrivljeni Stap opterecen je silom P=15 kN prema slici. U najviSe napregnutom
poprecnom presjeku stapa treba izraCunati ekstremna normalna naprezanja i nacrtati
dijagram naprezanja.

160

30,

% 7 C

190 w30,

Slika 5.5 Skica Stapa velike zakrivljenosti (lijevo), poprecni presjek Stapa (desno)
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U poprecnom presjeku sa skice odredimo geometrijske karakteristike, a to su povrsina i
polozaj tezista:
A=160-20-2+30-120 = 10000 mm?

120-30-15+2-160 20 - 110
Zr = 10000

= 75,8 mm

Najvise napregnuti presjek bit ¢e na upetom kraju prikazanom na skici i na njemu
odredujemo najvece sile odnosno momente:

N =—-15kN =-15000 N
M =P-r=15000-575,80 = 8,637 kNm

Radijus zakrivljenosti osi Stapa je:

r=R+z; =500+ 75,8 =575,8mm

A omjerom radijusa stapa i visine dobivamo da se radi o Stapu velike zakrivljenosti.

ro 575,8

- = =3,03<5
h 190
Polumjer zakrivljenosti neutralne osi racunamo:
A 10000
P=—g4= 590 £30 = 569,9mm n.o.(M)

Iz toga lako dobijemo udaljenost neutralne osi zbog djelovanja momenta od tezista
presjeka:

y=r—p=>5758-569,9 =59mm

S obzirom na neutralnu os staticki moment povrsine presjeka je:

Sy, =A-y =10000-5,9 = 59000 mm?3

Sada mozemo racunati normalna naprezanja za tocke presjeka:
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| =

Z

95)

y Ptz

gdje z predstavlja udaljenost pojedinog vlakna od neutralne osi koje mozemo izracunati za
pojedino vlakno:
Zi=u; —p=690—-5699 =120,1 mm
7z, = —(p —uy) = —(569,9 — 530) = —39,9 mm
z3 = —(p —u3) = —(599,9 — 500) = —69,9 mm

|z toga slijedi:
_NoM o a —15-1O3+8,637-106 1201°10 _ ooon o
T =g TS ¥z 100-102 ' 59-10°  69-10 S oM
_NoM oz 15 103 +8,637-106 (-3,99)-10 1252 N2
%@ =Y S, p+z, 100-102 = 59-103 53-10 oenmm
N M zz -15-10% 8,637:10° (—6,99)- 10
_ : = —21,96 Nmm?

%@ =gt 5tz 100-102 ' 59-10°  50-10

U najvise napregnutom presjeku trebamo odrediti i polozaj neutralne osi za zajednicko

djelovanje uzduzne sile i momenta savijanja gdje je prema izrazu polozaj odreden:

- P oo 59— 207 59
Zo =~V —; =5 8,637-106 "
VtN 59 ~~95000

Naprezanja se po presjeku mijenjaju po zakonu hiperbole kao 5to je prikazano u poglavlju

2.3 i prikazano je na sljedecoj skici.
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Slika 5.6 Dijagram normalnih naprezanja za stap velike zakrivljenosti
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Zakljucak

6. ZAKLJUCAK

Ovim radom prikazana je vaznost teorijskog poznavanja ponasanja ravnih nosaca pod
utjecajem naprezanja, a zatim i zakrivljenih nosaca. Primjenom teorije u stvarnosti dolazimo
do bitnih zaklju¢aka koji su potrebni za razumijevanje ponasanja elemenata u praksi. U
normama koje opisuju metode ispitivanja gradevnih proizvoda najcesce se pojavljuju
pojednostavljeni analiticki izrazi iz Otpornosti materijala. Osim toga, istrazivanje o
zakrivljenim nosacima donosi nam vazne informacije potrebne za pouzdano i kvalitetno
izvodenje proizvoda i konstrukcija. Time osiguravamo konstrukcije od nezeljenih kvarova,
ostecenja i lomova. Numerickim zadacima prikazana je siroka primjena teorije koja je
obradena u radu.
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