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Sazetak

SAZETAK

U ovom radu ¢emo detaljnije objasniti jednu od numerickih metoda proracuna, metodu
sila. Temelji se na rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi, Sto racunala mogu uraditi bez vecih
poteskoca. Te sustave zapisati cemo matri€nim zapisom, pojasniti neke od karakteristi¢nih
matrica koje se dobiju analizom sistema, npr. staticku i kinemati¢cku matricu, pokazat ¢emo
klasifikaciju sistema ovisno o statickoj (ne)odredenosti i geometrijskoj (ne)promjenjivosti
promatrajuéi rang matrica, njihove jezgre i ostalo..., sazeto rec¢i o Gaussovom eliminacijskom
postupku, te za kraj formulirati metodu sila u matricnom zapisu, izvesti jednadzbe
kompatibilnosti, te sve to potkrijepiti primjerima.

Klju€ne rijeci: matrica, metoda sila, ravnoteza, Gaussov eliminacijski postupak, kompatibilnost
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Summary

SUMMARY

As part of this paper, we will explain in more detail one of the numerical calculation
methods, the force method. It is based on solving systems of linear equations that computers
can accomplish without much difficulty. We will write down these systems using matrix
notation, clarify some of the characteristic matrices obtained by system analysis, e.g. static
and kinematic matrix, we will show the classification of systems based on static
(in)determinacy and geometric (in)variability by observing the rank of the matrices, their
kernels and the like..., briefly talk about Gaussian elimination method, and finally formulate
the force method in matrix notation, derive the compatibility equations, and support all of
that with some examples.

Key words: matrix, force method, equilibrium, Gaussian elimination method, compatibility
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Uvod

1. UvOoD

Razvitkom tehnologije gradenja i samim napredovanjem racunalne tehnologije
potreba za toc¢nijim i brzim nacinima proracuna se znatno povecala. Uz to se i sloZzenost samih
konstrukcija povedala te je nastala potreba za formiranjem odredene metode proracuna koja
bi omogucila brze i tocne rezultate neovisno o sloZenosti konstrukcije i djelovanjima na nju, uz
pomo¢ digitalnih racunala.

Dvije vrste metoda proracuna su uspostavljene (slika 1.): 1) Analiticka metoda, koja je u
svojoj srzi jako ograni¢ena zbog nemoguénosti formiranja zatvorenih rjeSenja (eng. closed-
form solutions) kod kompleksnijih sistema, te 2) Numericka metoda, koja je znatno cesce
koristena zbog svog pristupa prema samoj konstrukciji (idealizacija konstrukcije u pojedine
diskretne elemente), moze se odnositi ili na rjeSenja odredenih diferencijalnih jednadzbi
pomocu aproksimacije (primjena ve¢inom na manje sisteme), ili na matri¢éne formulacije
izgradene ab initio od diskretnih elemenata povezanih u funkcionalnu cjelinu s potrebom da
zadovoljavaju jednadZbe ravnoteze i kompatibilnosti, u spojevima, kao rubni uvjeti.

Proracun
konstrukcije

Analiticke Numericke
metode metode

RjeSenja
diferencijalnih
jednad?bi

Matrnicne
metode

L

Metode Numericke Metoda Metoda
konaénih razlika] integracije pomaka sila
\_r,,,J

Metoda
konaénih elemenata

Slika 1. Metode prorac¢una konstrukcije

U sklopu ovoga rada, glavno ,promatranje” su matricne metode, od kojih se metoda
pomaka (eng. displacement method, stiffness method) temelji na nepoznatim pomacima
¢vorova sistema, dok se metoda sila (eng. force method, flexibility method) temeljni na
nepoznatim silama sistema. Obje metode imaju svoje prednosti i mane, npr. metoda pomaka
je ¢eSce primjenjivana metoda zbog rezultata koji nam daju pomake konstrukcije, Sto nam je
intuitivnije kada promatramo kako se konstrukcija ponasa pri opterecenju, nego dobivanje
nepoznatih sila unutar elemenata koje se kasnije pretvaraju u pomake zbog lakSeg opisa
ucinaka na konstrukciju (uvjeti uporabljivosti). Metodom sila se u teoriji moZe bilo kakav
sistem analizirati. Jedino je ograni¢enje mogucnost racunala, stoga ¢emo ovdje pokazati
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Uvod

nacine formiranja jednadzbi ravnotezZe i kompatibilnosti u matricnom obliku, te dati neke od
primjera samog odredivanja sila u konstrukcijama te interpretacija rjeSenja. Uz to, korisno je
spomenuti metodu konacnih elemenata (eng. finite element method), danas najzastupljeniju
metodu. Temelji se na metodi pomaka, odnosno nepoznatim pomacima odabranih tocaka
sistema. Svaki element, koji se sastoji od bezbroj tocaka, je sveden na dvije rubne tocke,
odnosno ¢vora i time kontinuirana sredina je svedena u diskretne tocke. Samim time i
diferencijalne jednadibe koje opisuju neprekinutu sredinu, svedene su na algebarske
jednadZbe, za koje je potrebna znatno manja koli¢ina komputacije. Klju¢ dobivanja smislenih i
to¢nih rjeSenja odvija se na samim rubnim dijelovima elementa, gdje se postavljaju uvjeti
neprekinutosti.

Bitna razlika kod proracuna metodom sila se odnosi na staticku neodredenost sistema.
Kod staticki odredenih sistema, jednadZbe ravnoteze su dovoljne da se odrede sile u svim
elementima (i reakcije), a iz toga se mogu odrediti pomaci i deformacije konstrukcije. Kod
staticki neodredenih sistema jednadzbe ravnoteze nisu dovoljne da se odrede sile u
elementima, pa stoga moramo posegnuti za jednadzbama kompatibilnosti. Njihova je zamisao
da se sa staticki neodredenog sistema uklone prekobrojne veze u odredenim tockama (slika
2.b)(paZnju posvetiti na to da se ne formira lokalni ili globalni mehanizam) formirajuéi osnovni
sistem koji se, pomocu uvjeta kompatibilnosti na tim mjestima, natrag ,vraca“ u stvarno stanje
prije raskidanja veza (slika 2.d). Detaljnije o ovome ¢emo opisati u nastavku.

7

7

DO

DR

Slika 2. Primjer kompatibilnosti
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Staticka i kinematicka matrica

2. STATICKA | KINEMATICKA MATRICA

U nastavku ¢emo prikazati formulaciju staticke i kinematicke matrice za zglobne ravninske
sisteme, iako je formulacija za sisteme sa savijanjem analogna.

2.1. Stupnjevi slobode sistema

Neka je ns broj slobodnih Cvorova sistema koji analiziramo (s oznakama 1,2, ...,ny), a
n — ng je broj lezajnih Cvorova sistema (s oznakama ng + 1,ns + 2, ..., n). Uz to je element
izmedu ¢vorova i i j oznaCen s {i, j}. OCito je i # j, te vrijedi {i, j} = {j, i}. Zbog jednostavnosti,
pogodno je uzeti da su elementi numerirani uzastopnim brojevima od 1 do b. Poznato
Maxwellovo pravilo jest da je zglobni ravninski sistem geometrijski nepromjenjiv ako vrijedi:

b = 2nf (1)
gdje je:
b — broj zglobnih Stapova (ukljucujuéi Stapove podloge),
ns— broj slobodnih ¢vorova sistema.

Bitna napomena jest da ti Stapovi moraju biti pravilno rasporedeni, odnosno da omogudée
geometrijsku nepromjenjivost sistema.

Prema tome, moZzemo reé¢i da se moguci broj stupnjeva slobode mmin moZe izracunati po
formuli:

Mmin = 2N — b
Ako je my,;, > 0, onda je sustav u cijelosti, ili barem dio sustava mehanizam (geometrijski
promjenjiv).
Ako je my,;, < 0, onda je sustav u cijelosti, ili barem dio sustava staticki neodreden.

U slucaju da se radi o sistemima sa savijanjem, u jednadzbi (1) broj Stapova b zapravo
oznacCava neovisne sile u elementu, kojih u ovom slu¢aju ima tri (uzduzna, poprecna i
moment). Taj treéi stupanj slobode, moment, ,izlazi“ iz ravnine (okomit je na ravninu)
promatranog sistema, pa stoga nema rastav po komponentama. Jednakost (1) se sada moze
zapisati kao:

b = 3ny (2)
gdje je:
b — broj neovisnih sila u elementima (ukljucujudi reakcije),

ns— broj slobodnih ¢vorova sistema.

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 3



Staticka i kinematicka matrica

2.2. Ravnotezna ili staticka matrica

Neka su zadana dva jedini¢na vektora uzduz osi Stapa {i, j} s oznakama ZJ’ i E;I , gdje je
?J) orijentiran od ¢vora i prema ¢voru j, a q{ obrnuto (slika 3.a.). Ocito vrijedi E;I = —ZJ’.
Ako zadamo da su (xi, zi) i (x;, ) koordinate ¢vorova iij, i ako je duljina Stapa zadana s Ly j:

Lijy = \/(Xj —x:)? + (2 — z;)?

Jedini¢ni vektori e, i e,; dani su jednadzbama:

—_— _ xj xl - Z] Zl -
€y = Le: : ! Le: : J
{i.j} {i.j} (3)
— X TX ., Zi—Zj
€, = L+ J
Ly jy L jy

OCcito je da su skalarne komponente jedini¢nih vektora zapravo kosinusi smjera u odnosu na
globalne koordinatne osi. MoZemo pisati:

— _ x = z o —_— _ X = z =
e, =ejjltte;] e =¢€ilte]

c)

Slika 3. Stap u ravnini
UzduzZna sila kojom ¢vor i djeluje na element je dana izrazom (slika 3.b.):
E,} =F

g e

A sila kojom ¢vor j djeluje na element jest:

E,=-F,=—(F;-g,)=F; &,

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 4



Staticka i kinematicka matrica

S druge strane, Stap {i, j} djeluje na ¢vor i s istom silom ali suprotne orijentacije:

—F,=—(F,j - ¢)=F; e,

J
Ocito je da za svaki slobodni cvor i = 1,2,3, ..., ny mozemo zapisati vektorske jednadzbe
ravnoteze te ih rastaviti na skalarne jednadzbe za svaku koordinatnu os (slika 3.c.):

) (CE)+F=0
JEN;
odnosno:
EXﬁfaﬁ+ﬁ=0 @
JEN;
Pri tome je N; oznacdava sve ¢vorove koji su svojim elementom povezani za ¢vor .
Nadalje, jednadZbu (4) mozemo raspisati po njenim komponentama te dobivamo:

z e;fj'Fi'j+Pi'x=O
JEN; (5)

Z eiz,j'Fi,j-I_Pi,Z =0
JEN;
gdiejei € [1,nf].
Dobiveni sustav sadrzi 2ny jednadzbi i b sila. U slucaju da element je izloZen savijanju,
dodatna jednadZba bi morala biti formirana za momente u ¢voru, dok bi popreéne i uzduzne

sile se i dalje rastavljale po globalnim koordinatnim osima. Stoga bi taj sustav imao 3ny
jednadzbi i b sila. Sustav (5) zapisat éemo u matricnom zapisu:

A-F+P=0

odnosno:

A-F=-P (6)

U izrazu (6), F predstavlja jednostupéanu matricu, tipa M, , 1, koja sadrzi b redaka koji
odgovaraju nepoznatim silama u elementima (ona sadrzi sve staticki odredene i neodredene
sile u elementima te komplemente reakcija koje se unose kao unutarnje sile elemenata). Ako
elemente, koji nisu reakcije, numeriramo od 1 do ¢, mozemo pisati:

- F1

F, F,

o
R {Fb_ljl R, )

_Rb—(p_

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 5



Staticka i kinematicka matrica

Koeficijenti uz sile F u jednadZbama évora i su komponente matrice A koji se nalaze u
sjeciStima redaka 2(i — 1) + 1, 2(i — 1) + 2 sa stupcem q:

—_ X
Az(i-1)+1, q = €ij

Az(i-1)+2, q = eiZ,j
gdje:
q — oznacava odredeni Stap (silu) izmedu ¢vorova {i, j}

Isto tako vrijednost odredene promatrane sile F; ulazi i u jednadzbu ravnoteze Cvora j
analogno prethodnom izrazu. Stoga se matrica A sastoji od 2n; redaka (sa savijanjem 3ny) i
b stupaca (tip Manxb). Broj redaka odgovara broju jednadzbi koje se mogu postaviti za
promatrane slobodne Cvorove ns, dok broj stupaca odgovara redcima matrice F (trazenim
silama u elementima i reakcijama).

1 2 q b
1 [ : ]
20—1) +1 el
20—1) +2 el
A= : ‘ 8
2(]_ 1) + 1 cee ces e e]-’,fl ( )
2(;'—.1) +2 e
2(np—1)+1
an

Matricu A nazivamo ravnoteZnom ili statickom matricom. Jasno je da, kao u izrazu (7),
matricu A moZemo podijeliti na komponente koje se odnose na sile u elementima Ag
(kosinuse smjera za sile u elementima bez reakcija), te na komponente koje se odnose na
reakcije Ag. Stoga matricu A moZemo zapisati kao:

Matrica P predstavlja skalarne komponente vanjskih sila koje djeluju u promatranim
¢vorovima ny, stoga ta matrica ima 2ny komponenata:

T
P:[Pl,x Pl,z Pi,x Pi,z e P Pj,z Pnf,x Pnf,z] (10)

X

Sa savijanjem, matrica P se sastoji od skalarnih komponenata u smjerovima globalnih osi, te
koncentriranih momenata u promatranom ¢voru ny:

T
P=[P, P, Py, P, M Py P, My, = Pz Mgyl

Ly

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 6



Staticka i kinematicka matrica

2.3. Kinematicka matrica

Kinematicke jednadzbe povezuju promjene duljina elemenata i pomake ¢vorova sistema.
Uzmimo da su pomaci ¢vorova iij (slika 4.) zadani vektorima p; i p;:

pi = a;l+ b;j
Nove koordinate ¢vorova ¢e biti:
(Xl' + a;, zZ; + bl) (xj + Clj,Zj + b])

Uz to, zadat cemo promjenu duljine elementa {i, j} sa d; ;. Nova duljina Stapa jest L; ; + d; ;.
Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:

2 2 2
(Lij+dij)" =0y +a) — (i +ad] +][(z + b) — (2 + b))
Ako grupiramo pocetne koordinate te isto tako grupiramo pomake ¢vorova, dobivamo:

(Lij+diy)* =[(—x) + (g —a)]* + (- z) + (5 - b)]°

4
/
/_'c |

Slika 4. Pomaci ¢vorova Stapa u ravnini
Sljedeci korak jest kvadriranje izraza te izjednacavanje i grupiranje pribrojnika s obje strane.
LZ;+2L;;d; j + d;
= (g —x) +205 - x)(g—a) + (a—a) +(z-2)
+2(z — z) (b — by) + (b; — by)’

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 7



Staticka i kinematicka matrica

Li; + 2L; jd; ; + dF

= [(xj —x) +(z - Zi)z] +2[(x —x)(a; — i) + (2 — z)(b; — by)]

+ [(aj —a;)" + (b - bi)z]
Prvi izraz s desne strane jednadzbe je identi¢an prvom izrazu s lijeve strane, tako da se mogu
pokratiti. Posljednji izraz s desne strane jednadzbe jednak je kvadratu duljine razlike pomaka
P; i Dj. S obzirom na to da su pomaci mali, i daje d;; < L;; i |Ig;ll < L, ||ﬁ]|| KL Lij,
vrijednosti d; i ||p; — ﬁi”Z se mogu zanemariti, te preostaje:

2Ly jd;j = 2[(x; — x:) (e — ;) + (2 — z;) (b; — by)]

Dijeljenje s 2L; ; nam daje:

Xj

di,j =

L L;;

= (4 —a;) T (bj — by)
i,j LJ

odnosno sazetije uz koristenje izraza (3):

— X Zi — Zj X;i — X Z;i — Z;i
= |z L a. J 'p. ! LT
di,j_ al+ I bl+ 1., a]+ 1., b]
l L] LJ

J
dij = —[efja; + efb; + efia; + fibj] (11)
Nadalje ¢emo promjene duljina elemenata svrstati u jednostupcanu matricu d (tip My, , 1)

tako da poredak promjena duljina elemenata odgovara vrijednosti sila u matrici F , a poredak
pomaka ¢vorova po koordinatnim osima u matrici p (tip Man x 1) da odgovara komponentama

vanjskih sila koje djeluju u ¢évoru rastavljenih po koordinatnim osima u matrici P.
Sada moZemo izraz (11) zapisati u matricnom obliku:
d=-B-'p
odnosno:
B-p=-d (12)

Matrica B se sastoji od b redaka koji odgovaraju promatranim promjenama duljina
elemenata sistem (s obzirom na to da se u analizu sistema ukljucuju i reakcije, one se smatraju
nepopustljivima te ne dolazi do promjene duljina), i 2n; stupaca.

Usporedba matrice B i stati¢ke matrica A moZemo zakljuéiti:
B=AT (13)

Matricu B nazivamo kinematickom matricom.

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 8



Potprostori matrica

3.POTPROSTORI MATRICA; ALGEBARSKA, GEOMETRIJSKA | STATICKA
INTERPRETACIJA POTPROSTORA

3.1. Matrice kao operatori

Neka je zadan linearni operator L kojem je vektorski prostor D™, dimenzije n, podrucje
definicije i vektorski prostor V™, dimenzije m, podrucje vrijednosti. Operator L preslikava
vektore podrucja definicije u vektore podrucja vrijednosti (£ : D™ — V™).

Prostori definicije i vrijednosti se mogu podudarati u sluéaju da su jednakih dimenzija
(n = m) ili mogu biti potprostori jedno drugog (n S m). Odaberemo li u tim prostorima baze,
koordinatni su zapisi vektora deD® i Beym jednostupane matrice d =
[di d, - d,JTeR™ v=[v; v, = Vn]T e R™.

Za operator L, kojemu odgovara matrica L, tipa M,,, , , kojojsuly, L5, ..., 1, € R™ stupci

i za vektor d € R", koji je koordinatni zapis vektora de D", vrijedi:
dl
Ld=1[l, L, — L] lﬂ = ld, + Lyd, + -+ L,d, € R™ (14)
d

U slucéaju da je d= e, , gdje je e, i-ti vektor baze prostora definicije koordinatnog zapisa

ei = [ei,l el',z o ei,TL]T
_ {1 zai=j
€. 70 zai#]j
vrijedi
Lel' = li (15)

Ukratko, matrica L zapravo preslikava i-ti bazni vektor podrucja definicije D™ u vektor podrucja
vrijednosti V'™ kojemu odgovara i-ti stupac matrice L. Odnosno i-ti stupac operatora, [;, jest
koordinatni zapis preslikanog i-tog baznog vektora prostora definicije.

Za primjer, uzet éemo matrice:
3 3 2 4
= I =
=15 =[G Sl
Matrica ] prikaz je operatora J : D? — V? koji bazne vektore €] i e, prostora D? preslikava u
vektore j7 i ], (slika 5.a.):

e1=[(1)]; ez:[g] - il:[_31]' iz:[i]
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Ocito je da su vektori J; i J; linearno nezavisni (ne postoji a takav da je J; = @jJ;), te prema
tome, vektori J; i J, pokrivaju cijelo podrugje vrijednosti (V2) operatora (slika® operatora J
jest cijela ravnina). Pomodu izraza (14) mozemo zapisati:

. . .[d ] .
Jd = [jx  j2] [d;] =j1d; +j2d;

za bilo koji vektor podru¢ja D? operatora J. Kao primjer, vektor d= [1 1]7. Prvo se bazni
vektori podrugja definicije D? preslikaju u vektore J; i J,, te primjenom (14) (slika 5.b.)

dobivamo:
—31 431] [ﬂ =1 [_31] +1 [ﬂ = [2]
a) YA By Y A
B/ v ;
|
5 i i*h

& ! > :
\LJ

Slika 5. Primjer operatora ]

Matrica I prikaz je operatora 7 : D? — V? koji bazne vektore e; i e, prostora D? preslikava u
vektore 17 i 1, (slika 6. a):

€1 = [(1)] » €2 = [(1)] - = [—24] iz = [—48] =2 [—24] = 2iy

MoZemo vidjeti da su vektori 17 i T, linearno zavisni (1, = 21;), te je prema (14):

dy

ld = [i1 iZ] dz

] = ildl + izdz = ildl + 2i1d2 = (dl + Zdz)il

Prema slici (6.b.) i prethodnom izrazu vidimo da je slika operatora 7 jednodimenzionalni
potprostor dvodimenzionalnog prostora vrijednosti V2. Baza tog prostora moze biti bilo koji
vektor kolinearan s vektorom 17 (T = at; , @ € R).

Geometrijski moZemo shvatiti prostore definicije D? operatora J i I kao ravnine, a njihova
podrugja vrijednosti V2 isto kao ravnine s razlikom u tome $to je slika operatora ] cijela ravnina
(slika 5.a.), dok je slika operatora I samo pravac u ravnini koji prolazi ishodistem (slika 6.a.).
Usporedbom dva operatora i njihovih slika mozemo reéi da je operator I zapravo suzio svoje
podrucje vrijednosti (ravninu) u pravac i time preslikao bezbroj tocaka prostora definicije

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 10
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D? u iste tocke slike.

a) b)
Y A Y A
& - X X
€4 » .
» »

i +ip

Slika 6. Primjer operatora I

3.2. Potprostori matrica

Prostor stupaca matrice jest vektorski (pot)prostor koji razapinju vektori kojima su
koordinate dane stupcima matrice. Taj prostor odgovara slici operatora i samim time moZze biti
cijeli prostor vrijednosti V™™, kao u slucaju operatora J ili samo neki potprostor prostora V',
kao u slucaju operatora 1.

Svaki bazni vektor prostora stupaca dobiven je jednim linearno nezavisnim stupcem
(vektorom) matrice operatora. Na primjeru matrice J to su j; i j,, @ matrice I to moze biti ili
stupac iy ili i,.

Analogno, prostor redaka matrice jest vektorski (pot)prostor koji je razapet vektorima
kojima su koordinate dane redcima matrice. Prostor redaka moze biti cijeli prostor definicije
D™ ili neki potprostor, a svaki bazni vektor prostora redaka definiran je jednim linearno
nezavisnim retkom (vektorom) matrice operatora.

Jezgrom operatora nazivamo prostor okomit na prostor redaka. Taj prostor spada u
potprostor prostora definicije D™. Prikazat ¢emo ga na operatoru J.

Vektori prostora redaka matrice I su:

b= =[5l =2l =

i vidimo da su linearno zavisni, stoga je prostor redaka matrice I jednodimenzionalan
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(pravac) s bazom koja se sastoji od, recimo, vektora i;. Sada ¢emo zadati neka dva vektori iz
prostora redaka:

3l _[7/4
1= —17/2

2
‘=[§], d =i =
4

N wN] W
o] IRNNoeR IRN

MnoZenjem vektora operatorom:

35/2] _ 35[2]_35.
3517 4 14

Id, = ] ] = — 1 , Id [ =—1
1 _ 4 1 2= 1
Kratkom opservacijom jasno je zakljuciti da se razliciti vektori prostora redaka, operatorom 7,

4

preslikavaju u razli¢ite vektore prostora stupaca. Zadat ¢emo sada vektor k = [—4 2] koji
je okomit na bazni vektor prostora redaka i, (ilT- Kk = 0). Provjeriti ¢emo sada da li
dodavanje vektora Kk vektorima prostora redaka mijenja konacni vektor u koji se preslikava
promatrani vektor prostora redaka:

ds=arie= [ [F= [ a=ae= [+ =[]
MnoZenjem vektora operatorom:

Id3 =

1

30]_§i [35/2 _3
-60l 2 U’

vidimo da smo dobili iste vektore kao kod umnoska Id; i Id,, stoga moZemo redi da vektor k
prilikom mnoZenja s matricom I iS¢ezava (to vrijedi za sve vektore ak, a € R).

_ 11T _ 11T'k _ i1T'k _ 10
the= Iilek_ LJ-kl - l—zaf-k)l - [0]

Sada moZzemo definirati jezgru operatora J kao jednodimenzionalni potprostor prostora
definicije kojemu je baza vektor K. Jezgra je, kao i prostor redaka, pravac koji prolazi kroz
ishodiste (slika 7.a.). Svojstvo prostora redaka i jezgre je to da se svaki razli¢iti vektor prostora
redaka preslikava u razli¢iti vektor prostora stupaca, a da se dodavanjem razlicitih vektora
prostora jezgre vektoru prostora redaka ne mijenja konacni vektor u koji se preslikava pocetni
odabrani vektor prostora redaka. Slikovito re¢eno, pomicanjem po pravcu prostora redaka
dobivamo razli¢ite vektore slike operatora, a pomicanjem iz neke tocke prostora redaka
paralelno s jezgrom dolazimo opet u istu preslikanu toc¢ku.

Prostor redaka i prostor jezgre zajedno razapinju cijelo podrucje definicije operatora L,
odnosno zbroj dimenzija prostora redaka i prostora jezgre jednak je dimenziji prostora
definicije D™. U nasem primjeru operatora J, dimenzija prostora redaka je 1, a dimenzija
prostora jezgre je isto 1, stoga 1 + 1 = 2, §to se poklapa s prostorom definicije D?.

Operator (J nema jezgru, stoga se prostor definicije poklapa s prostorom redaka. (2 + 0 = 2)
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a) YA b) VA

prostor
redaka

jezgra
lijeva jezgra

¥ x
W x

prostor
stupaca

Slika 7. Potprostori operatora

Na slici 7.b. mozemo vidjeti geometrijski prikaz prostora stupaca matrice I i okomito na
njega, prostor lijeve jezgre. S obzirom da znamo da prostor stupaca odgovara slici operatora,
lijeva jezgra, koja je potprostor prostora vrijednosti, okomit na prostor stupaca, definira
vrijednosti koje su operatoru nedohvative. Baza prostora stupaca zajedno s bazom prostora
lijeve jezgre razapinju cijeli prostor vrijednosti V™,

Prilikom transponiranja nekog operatora, prostor redaka transponiranog operatora jest
prostor stupaca pocetnog, a prostor jezgre transponiranog operatora jest prostor lijeve jezgre
pocetnog (i obratno), odnosno transponiranjem operatora prostori redaka i stupaca te jezgre
i lijeve jezgre mijenjaju uloge. Naravno, sami prostori definicije D™ i prostori vrijednosti V™
ne moraju se poklapati kao u prethodnim sluéajevima.

Rang matrice (operatora) je broj linearno nezavisnih redaka ili stupaca. S obzirom da
operator L razli¢ite vektore prostora redaka preslikava u razli¢ite vektore prostora stupaca,
mozemo zakljuéiti da ta dva prostora moraju biti jednakih dimenzija. Ako definiramo rang
operatora L: D™ - V™ s r, onda je dimenzija njegove jezgre j = n — r, a dimenzija lijeve
jezgre l=m —r.

Vektori baze jezgre (K) matrice M mogu se odrediti rjeSavanjem homogenog sustava
jednadzbi:
MKk = 0 (16)

Dimenzija je jezgre jednaka broju slobodnih vektora, odnosno slobodnih koeficijenata koji
mogu poprimiti bilo koje vrijednosti te i dalje biti rjeSenje sustava. Takva rjesenja su
parametarska, a sami broj parametara ukazuje na dimenziju jezgre. Slobodni vektori se dobiju
uvrstavanjem unazad u jednadzbu (16) Sto je objasnjeno u kasnijim poglavljima.

Vektor baze lijeve jezgre matrice M mozemo odrediti kao vektor baze jezgre matrice M7:

M'k=0 (17)
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3.3. Potprostori ravnotezne i kinematicke matrice

Jednostupéane matrice F i d sadrie b redaka (komponenata) koji odgovaraju
promatranim silama u elementima i promjenama duljina, stoga moZemo te vektore svrstati u
vektorski prostor R?. Prostor R? nazvat ¢emo prostorom stapova (opéenitije prostorom sila).
Slicno tome, moZemo jednostup&ane matrice P i p koje sadrZe 2n; redaka (komponenata),
koji odgovaraju vanjskim silama u €vorovima, svrstati u vektorski prostor R*"“s . Prostor
R2™ nazvat ¢emo prostorom ¢vorova.

Iz prethodnih definicija moZemo stati¢ku (ravnoteZnu) matricu A opisati kao linearni
operator koji prostor $tapova (sila) preslikava u prostor ¢vorova (A: R? — R2%), a
kinemati¢ku matricu B kao linearni operator koji prostor ¢vorova preslikava u prostor $tapova
(sila) (B : R?™ — RP).

S obzirom na to da matrica A preslikava sile u elementima u komponente vanjskih sila u
¢vorovima, ravnoteza ¢e biti jedino moguéa ako komponente vanjskih sila leze u slici matrice
A, $to je zapravo prostor stupaca. Dovoljno je da samo jedna komponenta vanjskih sila u
¢vorovima leZi u prostoru lijeve jezgre da ravnoteza ne bude moguca.

Jezgra matrice B (3to odgovara lijevoj jezgri matrice A) sadrZi vektore p za koje vrijedi
izraz (16):

Bp=0 (18)

odnosno, sadrzi vektore pomaka ¢vorova koji ne uzrokuju promjene duljina elemenata (sistem
se ponasa kao kruto tijelo). Skup tih vektora mozemo nazvati pomakom mehanizma. Naravno,
u prostoru redaka kinemati¢ke matrice (prostor stupaca A) nalaze se vektori pomaka ¢vorova
koji nisu moguci bez promjena duljina elemenata. UravnoteZenjem sila iz prostora stupaca
matrice A dolazi do promjena duljina elemenata, pa tako i pomakom ¢&vorova prikazanim
vektorima prostora redaka matrice B.

Te promjene duljina moraju biti takve da omogude ,slaganje” sistema s elementima
promijenjenih duljina i pomaknutih ¢vorova, $to nazivamo kompatibilnim promjenama
duljina. Nastaju uravnotezenjem vanjskih sila, silama iz prostora redaka matrice A, odnosno
silama u elementima, $to je prostor stupaca matrice B, nazvan prostorom kompatibilnih
promjena duljina elemenata. Prostor lijeve jezgre matrice B, $to je prostor jezgre matrice A,
prostor je nekompatibilnih promjena duljina elemenata, odnosno elemente je potrebno
dodatno produljiti i time unijeti dodatnu silu u sami element. Ta sila ¢e biti u ravnotezi s ostalim
silama u elementima bez djelovanja vanjskih sila u évorovima:

AF =0 (19)

MozZemo redi da su sile u elementima u unutarnjoj ravnotezi.
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3.4. Klasifikacija sistema uz pomoc¢ potprostora

Prostor redaka i prostor stupaca matrice A i B su jednakih dimenzija, odnosno to je rang
r. Dimenzije jezgre matrice A i lijeve jezgre matrice B su jednake i raéunaju se po formuli j =

b — r. Dimenzije lijeve jezgre matrice A i jezgre matrice B isto su jednake te se racunaju po
formulil = 2n; —r.

Tablica 1. Stati¢ki odreden i geometrijski nepromjenjiv sistem

Prostor Prostor Jezgra Lijeva jezgra
b = 2nf rang
redaka stupaca b—r 2ng — 71
Staticki
odreden
Geometrijski
nepromjenjiv

Za staticki odreden i geometrijski nepromjenjiv sistem mozemo vidjeti da jezgra i lijeva
jezgra ne postoje. Nepostojanje jezgre ravnotezne matrice A nam govori da ako u évorovima
ne djeluju vanjske sile, nece biti niti sila u elementima, odnosno unutarnja ravnoteza je jedino
moguca ako su sve sile u elementima jednake nuli (19). Nepostojanje lijeve jezgre matrice A
nam pak govori da je za bilo koji sustav vanjskih sila u évorovima ravnoteza moguca, odnosno
da za bilo koji sustav vanjskih sila u ¢vorovima postoje neke sile u elementima koje nakon
transformacije mogu uravnoteziti promatrani sustav vanjskih sila. Uz to, naravno, nepostojanje
lijeve jezgre matrice A ukazuje na nepostojanje jezgre matrice B, $to pak znaci da nisu mogudi
pomaci ¢vorova bez promjena duljina elemenata.

Tablica 2. Stati¢ki neodreden i geometrijski nepromjenjiv sistem

Prostor Prostor Jezgra Lijeva jezgra
b > 2nf rang
redaka stupaca b—r 2ng —r
Staticki
neodreden
o r = 2ns 2ng 2ng b — 2ns 0
Geometrijski
nepromjenjiv

Stati¢ki neodredeni i geometrijski nepromjenjivi sistemi u statickoj matrici A nemaju
lijevu jezgru, Sto znaci da ne postoje vanjske sile u ¢vorovima koje sustav ne moze uravnoteziti.
Isto tako moZemo vidjeti da nam postojanje jezgre matrice A govori da je prostor u koji se
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preslikava manje dimenzije od pocetnog prostora, odnosno da se beskonacno vektora
preslikava u iste toCke prostora cvorova. Staticku neodredenost mozemo definirati kao
dimenziju jezgre koja je jednaka broju nezavisnih sustava sila u unutarnjoj ravnotezi (kada ne
djeluju vanjske sile u &vorovima (19)). Za neki vektor prostora redaka F, matrice A i za neki
bazni vektor prostora jezgre f;, F, ¢e se transformacijom preslikati u razli¢iti vektor prostora
¢vorova, dok ¢ée za bilo koji a vektor F dan izrazom:
b-2ng
F=Fo+ ) af 20

i=1
preslikati u isti vektor prostora ¢vorova kao i F, (to slijedi iz ¢injenice da vektori f; leze u jezgri
matrice A, pa je Kf_i = 0, (19)). Da dobijemo jedinstveno rjeSenje potrebno je uvodenje
jednadzbi kompatibilnosti.

Tablica 3. Staticki odreden i geometrijski promjenjiv sistem

Prostor Prostor Jezgra Lijeva jezgra
b < 2nf rang
redaka stupaca b—r 2ng —7r
Staticki
odreden
r=»>n b b 0 2ns—b
Geometrijski
promjenjiv

S obzirom na to da postoji lijeva jezgra matrice A o¢ito je da postoje sustavi vanjskih sila
ili barem komponente sustava vanjskih sila koje ne leZe u prostoru stupaca te ih se ne moze
uravnoteZiti. Isto tako postojanje lijeve jezgre matrice A ukazuje na postojanje jezgre matrice
B $to nam govori da postoji 2ng — b nezavisnih sustava pomaka mehanizma, odnosno postoje
pomaci koji ne uzrokuju promjene duljina elemenata ve¢ samo pomake sistema ili barem dijela
sistema kao krutog tijela. Zbog nepostojanja jezgre ravnotezne matrice, sustav vanjskih sila
koji lezi u prostoru stupaca ima jedinstveno rjesenje, to jest svaka se sila (posto je prostor
definicije cijeli prostor redaka) preslikava u razli¢iti vektor prostora ¢vorova.

Tablica 4. Staticki neodreden i geometrijski promjenjiv sistem

Prostor | Prostor Jezgra | Lijeva jezgra
b= 2ng rang
redaka | stupaca b—r 2ng —r
Staticki
neodreden
r < min (b, 2nf) r r b—r 2ng — 71
Geometrijski
promjenjiv
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Staticki neodreden i geometrijski promjenijiv sistem sadrzi i jezgru i lijevu jezgru matrice A,
odnosno postoje sustavi vanjskih sila u ¢vorovima koje elementi sistema ne mogu uravnoteziti,
a isto tako za sustave vanjskih sila koje leze u prostoru stupaca ne postoji jedinstveno rjesenje
posto postoje bazni vektori prostora jezgre (sile kojima je mogudée ostvariti unutarnju
ravnotezu) koji u kombinaciji s vektorima prostora redaka daju iste vektore prostora ¢vorova.
Odnosno postoji beskonacno rjeSenja sustava.

Kratko ¢emo prethodne definicije prikazati na ravninskom sistemu (slika 8.a.):

a) s b) ¢) %%
(F>) /

\
(F)
F) \

Slika 8. Primjer sistema

Nacin formiranja ravnoteine matrice objasnjen je na stranicama 4. i 5., no postoji nacin
formiranje iste matrice pomocu matrice transformacije iz lokalnog u globalni sustav koji ¢e biti
objasnjen u kasnijim poglavljima. Formirana jednadzba (6) za sustav sa slike 8.a. je:

Fi F
Eet 1143 R e R A
2 11 -1UIF P, —P,
lako se unutar prethodne jednadzbe mogu dodati jo$ po 2 stupanja slobode za svaki lezajni

¢vor pa tako i po 2 reakcije, u ovom slucaju je dovoljno promatranje samo slobodnog ¢vora
(reakcije ¢e to€no odgovarati silama u Stapovima pa ih mozemo izostaviti).

Lako je vidjeti da je rang ovakve ravnotezne matrice r = 1. Nadalje, broj Stapova b = 2, ¢emu
je jednak i broj neovisnih pomaka promatranog ¢vora (u ravnini je to 2). Prostor stupaca
ravnotezne matrice, podsjetimo se, je prostor u kojem moraju lezati vektori vanjskih sila u
¢vorovima kako bi ravnoteza bila mogucéa. Ako barem jedna komponenta leZi u prostoru lijeve
jezgre, ravnoteza nije moguca. Bazni vektori prostora stupaca ravnotezne matrice su:

=[] =[] = 1a
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Vidimo da su linearno zavisni, stoga se prostor vrijednosti ,,suzio” u pravac, i to pravac koji je
definiran baznim vektorom e; = [0 1]”. To je pravac koji se poklapa s osi z. Lijeva jezgra je
pravac okomit na taj pravac. OCito je da jedine vanjske sile koje sistem moZze uravnoteziti
moraju biti paralelne s osi-z, u protivnom, ravnoteZa nije moguca. Isto tako postojanje lijeve
jezgre ravnotezne matrice A znadi postojanje jezgre kinematicke matrice B, odnosno postoje
pomaci sistema koji ne uzrokuju promjene duljina Stapova (slika 8.c.).

Vidimo da u ¢voru postoji prekobrojna sila, jer se iz jednadzbi ravnoteze ne mozZe odrediti
vrijednost, recimo, sile F,, §to je odito i postojanjem jezgre matrice A. Da je §tap sile F, izveden
krace, te je naknadno produljen i ,,zakvacen” za ¢vor, sistem bi i dalje bio u ravnoteZi, odnosno
u unutarnjoj ravnotezi.

Jednadzba u smjeru osi 1 ¢vora je besmislena. Ne postoje sile u elementima koje bi
uravnoteZile zadano vanjsko optereéenje. S obzirom na to da je bazni vektor prostora redaka

= [_11]

sile koje bi uravnotezZile vanjsko opterecenje moraju lezati na kosom pravcu koji je nemoguée

matrice A:

ostvariti samo uzduznim silama u elementima (u slucaju da ne postoji komponenta vanjske
sile u smjeru osi 1, sustav bi postao staticki neodreden i geometrijski nepromjenjiv).

Tablica 5. Sistem sa slike 8.

b = 2ns Prostor Prostor Jezgra Lijeva jezgra
rang
2=2 redaka stupaca b—r 2ng —r
Staticki
neodreden
r=1 1 1 2—1=1 2—-—1=1
Geometrijski
promjenjiv
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4. GAUSSOV ELIMINACUSKI POSTUPAK

4.1. Postupak

Gaussovim eliminacijskim postupkom neku matricu M svodimo na gornjestepenicastu
matricu pomocu elementarnih transformacija redaka, a to su:

1. MnoZenje retka skalarom razli¢itim od O,
2. Dodavanje jednog retka nekom drugom retku,
3. Zamjena dvaju redaka matrice.

Provodenjem ovoga postupka ne mijenjamo prostor koji razapinju redci izvorne matrice i redci
reducirane matrice. Postupak moZzemo tumaciti kao nacin pronalaZenje linearnih kombinacija
vektora (zbrajanje, mnozenje...).

Tim postupkom zapravo Zelimo odrediti rang matrice, koji odgovara broju linearno nezavisnih
redaka matrice, a nakon svodenja na gornjestepeni¢astu matricu, broju redaka matrice
razli¢itih od nul-redaka.

U postupku je bitno odrediti uporisne komponente (to je prva komponenta nekog retka,
koja je jednaka 1), te postupkom uvrstavanja unazad, odrediti uporisne i slobodne ¢lanove.
Isto tako je bitno da se unutar nekog stupca dijeli s najve¢om komponentom tog stupca, te
ona c¢ini uporisnu komponentu (zbog stabilnosti samog proracuna, a i rjeSenja).

|
]
|0
0

H EE N
H EE B
H EE N
H EE B
H EE N
H EE B
ool g
fall=N NN |
=N N I |
H EEBN
H EE BN

Slika 9. Izvorna matrica svedena na gornjestepenicastu
Matricu M sveli smo u gornjestepenicasti oblik ako vrijedi:

e svi nulredci, ako ih ima, moraju se nalaziti ispod redaka koji imaju barem jednu
komponentu razli¢itu od O,

e u svakom retku, koji nije nulredak, prva komponenta razli¢ita od nule je 1 te ju
nazivamo i uporisSnom komponentom,

e sve komponente stupca ispod uporisne komponente su 0,

e ako se uporiSne komponente i-tog i i+1-tog retka nalaze u ji i ji:1 stupcu, onda vrijedi
Ji+1 > Ji

Proces je prikazan na matrici §:
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1 2 -1 1
=0 0 0 -2
2 0 1 -1
Prvo ¢emo zamijeniti prvi i treci redak. Treéa komponenta prvog stupca je veéa od prve, stoga

¢emo ih zbog stabilnosti zamijeniti:

1 2 -1 1] I-11 2 01 -1
0 0 0 -2 =10 0 0 -2
2 01 —-11 M-I 1 2 -1 1
U drugom koraku ¢emo redak I. podijeliti s 2, te ga oduzeti od Ill. retka:
1 1
2 0 1 -1 /:2 [105—5}
0 0 0 -2 . =10 0 0 -2
1 2 -1 1l m-1:2 | 3 3

Treci korak je zamjena drugog i treceg retka:

102 -1 _ 10 L _1

2 2 2 2
0 0 0 =2 -1 = 3 3
I 3 3 m-n |0 2 -5 3|

lOZ_EEJ 000 -2

Sada ¢emo podijeliti drugi redak s 2, i treéi redak s -2:

1 17 - 11
1 0= -z 1 [102z -2
22/.5 2
02z -2 2 1 Tlo1 32
2 2| L 2 4
000 —21"=2 Llooo 1

Kona¢na matrica je svedena na gornjestepenicastu matricu, te iz nje lako mozemo odrediti
rang. U nasem slucaju rang je 3. Vidimo da se treéi stupac mozZe zapisati kao linearna
kombinacija prvog i drugog, stoga je treéi stupac linearno zavisan. Linearno zavisni stupci
matrice odgovarat ée prekobrojnim silama u nekome sistemu, stoga ih je potrebno pailjivo

identificirati.
4.2. Dodatak Gaussovoj eliminaciji

Postupak Gaussove eliminacije primjenjuje se na prosirene sustave:
Mx=B—->[M : B]
koji se koristenjem elementarnih transformacija svode na:

(M : B]
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Prilikom odredivanja vrijednosti sila za neki sustav, potrebno je formirati ravnoteZznu matricu,
te ju svesti na gornjestepenicastu matricu. UvrStavanjem unazad moZemo odrediti sile u
osnovnom sistemu (sistemu s ,raskinutim” prekobrojnim vezama) pomodéu jednadzbe:

EFO = —i)\
s tim da su prekobrojne sile uzete s vrijednosti 0. Time dobivamo da su promatrane staticki

odredene sile u nekom osnovnom sistemu, uzrokovane vanjskim optere¢enjem dane
matricom Fy.

Isto tako, vektori unutarnjih sila uzrokovani prekobrojnim silama leze u prostoru jezgre, stoga
se oni dobiju rjeSenjem sustava:
AF, =0

uzimajudi da je jedna od prekobrojnih sila jedini¢na dok su ostale 0, a sile osnovnog sistema
su i dalje nepoznanice.
Ako neku prosirenu ravnoteznu matricu, svedemo na gornjestepenic¢astu matricu:

[A : —P]
te daljnjim Gaussovim transformacijama svedemo na jedini¢nu matricu u prostoru odredenog
sistema, dobivamo:

lhxn T i O]

U dobivenom sistemu, svaki stupac matrice T odgovara negativnim unutarnjim silama u
elementima, uzrokovane promatranom jedinicnom prekobrojnom silom, dok su ostale

prekobrojne sile 0. To odgovara matrici —F,.

Dobivena matrica O predstavlja unutarnje sile u osnovnom sistemu, dok su prekobrojne sile
0, uzrokovane vanjskim djelovanjem. Matrica O odgovara matrici Fy.

E ® E E mE ! ®m 1 0 0 m m ! =
HE B E ®E E : m|[=|0 1 0 m m : m
E E E E E : ®m 0 0 1 m m @ =m

Slika 10.
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5. METODA SILA

5.1. Formiranje ravnotezne matrice

Za formiranje ravnoteZne matrice zadanog sistema moZemo promatrati pojedine
elementa od kojih je taj sustav sastavljen. Svaki element mora biti u statickoj ravnoteZi sa
silama u njemu. Za primjer linijskog sustava, sila na i-tom kraju elementa se moZe odrediti
poznavajuci silu na j-tom kraju Stapa. PoSto su neki od pomaka na elementu linearno zavisni
sa ostalima, formiranje matrice popustljivosti za takav element (slobodan u prostoru) nije
mogucde. Potrebno je odrediti fiksne (referentne) tocke na elementu u kojima ¢ée pomaci i
zaokreti biti 0, te sile koje se u njima javljaju ée biti linearno zavisne sa silama na slobodnom
kraju. Na slici 11. prikazani su neki od nacina odabira fiksnih to¢aka na Stapovima i gredama.

S S4
2/ el
b 85
S
St/ szii
82

A Fip B ) F;i 9
! 3 3y
Fa NF3-Fo)L
Foe (F3- FIL
IR

~\ 7 Fy- Fol
¥ ¥
1 1 F1 F1

Slika 11. Odabir referentnih sustava

Prvo ¢emo formirati ravnoteZznu matricu za zglobne sisteme. Odnose sila u stanju prije
odredivanja fiksnih tocaka (referentnog sistema) i nakon mozemo odrediti iz jednadzbi
ravnoteZe. Sistem sa slike 11.a. fiksiran je u i-tom kraju, u lokalnom sustavu mozemo pisati:

SZ :Fl,ZFx :O_) ’Sl = _Fl
sazeto matri¢no:

51

5= 52] = [ ]A=mn 21
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Jednakost (21) vrijedi za sile na kraju elementa u lokalnom sustavu. Nama za proracun je
potrebno te sile svesti u ¢vorove, te rastaviti po globalnim osima (slika 12.).

-Ficos(0) r::
F
Esi ! Fisin(0)
-F;sin(B) F,
Ficos(6)
X

-Ficos(D)

-F;sin(B) F, Fysin(8)
A

i dL: F.cos(6)

Slika 12. RavnotezZa Stapnog elementa

Ako jednadzbu (21) pomnozimo s -1, sile s krajeva elemenata smo prebacili u ¢vorove. Sile su
i dalje u lokalnom sustavu, stoga koristenje matrice transformacije iz lokalnog u globalni dane

matricom:
$1 S,
Xi cosf 0
R79 =2 |_sing 0 (22)
Xj 0 cosf
Zj 0 —siné

mozemo odrediti komponente sila koje djeluju u promatranim globalnim osima.
Konacno, ravnoteZzna matrica za neki element k dana je matricom A*:

Ak — Rl—>g ) (_Tl)

cosf 0
k _ |—sin@ 0 1
A" = 0 cosf ] [—1]
0 —sin@
Fy
X cosf
Ak =2z |_sing (23)
Xj |—cos@
Zj sin@
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Kod Stapnih sistema, dovoljno je bilo fiksirati uzduzne pomake, jer je jedina sila koja se
javlja u osi elementa. Za gredne elemente (u kojima se javlja savijanje) potrebno je fiksirati dva
neovisna translacijska i jedan rotacijski pomak. Neki od nacina su pokazani na slici 11.c. i d.,
gdje je element pod c) konzola s fiksnim tockama u i-tom kraju, dok je element na slici d) prosta
greda.

Sam proces odredivanja ravnoteZzne matrice elementa je analogan Stapnom sistemu. Za
pocetak odabiremo referenti sistem sa slike 11.c., te lokalno odredujemo matricu T:

54:F1, ZFx:()_) Slz_Fl

sazeto matri¢no:

sl [0 21 o
2 0 — F
Ss|_] o0 L —1| !
= F =
S S4 11 o o] FZ ToF (24)
S [0 1 oJ 3
| S 0 1

Isto kao i kod Stapnih elemenata, jednadzba (24) odnosi se na sile na krajevima elementa u
lokalnom sustavu. Prebacivanje u ¢vor i rastavljanje sila u globalne komponente (slika 13.) radi
se analogno Stapnom izvodu, uz malu promjenu matrice transformacije iz lokalnog u globalni
sustav:

S S Sy S, S5 Sg

Xi cosf sinf O ]
Zi |—sin@ cosf O 03,3
RP9 =i 0 0 1 (25)
Xj cos® sind 0
Zj 03,3 —sin@ cosf 0
Yj | 0 0 1

(ova matrica je analogna matrici transformacije za Stapne sisteme ako se izostave sile (stupci)
S2, 83, S5, S, te rotacija Cvora, donosno retci y; i y;.)

Sada moZemo zapisati ravnoteZznu matricu za neki element k :

Ak =RP9 - (-Ty)

cosf sin8 O 1 0 0
[ sin@ cosf 0 03,3 ” 0 1 0 ]
aAk=| 0 0 1 o -L 1]
= | cosf  sinf 0“—1 0 0 I
l 03,3 —sin@ cosfO 0“ 0 -1 0 J

0 0 1L 0 0 -1
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Fse-n+1 Fse-1)+2  Fa-1)+3

X cosf sinf 0
X Zi —sin@ cosf 0
Xj —cosf —sinf@ 0
Zj l sinf —cosf 0
Yj 0 0 -1
Fs )
F,cos(8)-F,sin(9) 2@ '
"7 Fsin(@)Fycos(e
L Frin(@)+Fcos(®) sin(8)-F,cos(8)
Fios(8)+Fssin(9)

X

-Ficos{8)-F,sin(@)

FoL-F,

Fisin(8)+Focos(®) | Fisin(B)-F,cos(B)

-F2 “FS% F.cos(B)+F,sin(8)
i

F,

Slika 13. RavnoteZa grednog elementa

5.2. Matrice popustljivosti elemenata

Koeficijente popustljivosti ¢emo izvesti pomoéu metode jedinicne sile. Uzet éemo da se
poprecni presjek ne mijena po duljini elementa (A(x) = const. I(x) = const.) i da se
modul elasti¢nosti ne mijenja (E(x) = const.). Zglobnom sistemu sa slike 14.a. zadat ¢emo
desnu uzduZnu jediniénu silu (slika 14.b.), te za nju izraéunati koeficijent popustljivosti? i

Koeficijent popustljivosti se ra¢una po formuli:

51, ZJ‘ mm] nn])dx (27)

S obzirom na to da nam se od jedini¢ne sile ne javlja momenti dijagrama, ve¢ samo dijagram

uzduznih sila (slika 14.d.), koeficijent popustljivosti racunamo po formuli:

5 —fl"lzd
“ ), EA
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1.0 1.0

g Q—1.0

=

Slika 14. Popustljivost Stapa

UvrStavanjem pretpostavljenih parametara i pomocu Vereséaginovog teorema dolazimo do
koeficijenta popustljivosti &5 ;:

5 —jL""Zd 110110 == 28)
=) EA™ TEAY T EA

Posto je jedina sila u zglobnim elementima uzduzna sila, elementu kojemu znamo tu silu
mozemo izraCunati produljenje izrazom:

dy = 6, Fy (29)
gdje je:
&y — koeficijent popustljivosti zglobnog Stapa k,
F}, —sila u zglobnom Stapu k.
Ako je sila F;, > 0, govorimo o produljenju, ako je sila F;, < 0 o skracenju.

Za svaki element optere¢en samo uzduznom silom mozemo formirati jednadzbu (29), stoga:

d = 86F (30)
gdje je:
d - jednostupc¢ana matrica promjena duljina $tapova sistema [d; d, - di]T,
F - jednostup&ana matrica unutarnjih sila $tapova sistema [F; F, - Fg]T,

8 — dijagonalna kvadratna matrica kojoj svaki koeficijent popustljivosti na glavnoj dijagonali
odgovara sili u tom elementu, svi koeficijenti izvan glavne dijagonale su 0.

85 0 0 0
o & 0 o0

8= 0 0 - 0 (31)
0 0 0 &

Za obostrano upetu gredu sa slike 15.a. otpustit éemo sile na j-tom kraju tako da
odgovaraju silama sistema sa slike 11.c. te zadati jedini¢ne sile na mjestu i u smjeru tih sila.
U ovom slucaju ée se javiti sva tri dijagrama, stoga matrica popustljivosti ¢e biti tipa 83,3. Posto
izraz (27) daje isti koeficijent popustljivosti neovisno o redoslijedu m;, m; te n;, n;
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potrebno je odrediti 6 razli¢itih koeficijenata u odnosu na 9.

a) d) J

|
L

1.0

b) ? 10 e) g |
1 1.0 1.0

) J'O ® 5

¢

[™]

Slika 15. Popustljivost grede

Sada ra¢unamo koeficijente popustljivosti:

5 —an%d _ Ll o102
=) EA™ TEA T EA

5.,=8 anlmzd L 10-L-0)=0
1,2 =021 = —ax =—(LU-L-U)=
, EA EA

85.5=6 an1m3d L 10-L-0)=0
1,3 = 031 = —ax =—(LU-L-U)=
, EA EA

5. = Lmﬁd _1(L-L ZL)_L3
22= ) E P T E\"2 37 T 3E
6 —6 _ Lm2m3d _ 1<LL 10)_ 2
23 =027 | Tpr YT TR\ )T T2E
5. = [Ty 10110 =2
B= ) E Y TR T E

Matrica popustljivosti ovako odabranog osnovnog sistema dana je izrazom:

L

= 0 0
L3 12
8 = O —_ —
3x3 3E] 2E] (32)
. 12 L
I 2E]  EI

Sada jednadzibom (29) ra¢unamo relativni uzduzni i poprecni pomak te zaokret j-tog kraja
elementa. Naravno, to moZemo zapisati za svaki element nekog zadanog sistema, stoga se
jednadzba (30) moze zapisati kao:

=M1
Il

|
=l

(33)
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gdje je:

d- jednostupcana matrica koja sadrzi uzduzni i poprecni pomak, te zaokret j-tog kraja svih
elemenata[d; d, - dy]"=[u; v, @1 uy vz - U Vk Pk]T,
F—jednostupéana matrica koja sadrZi vrijednosti sila na j-tom kraju za svaki element u nekom
sistemu[F; F, - F]'=[n, t; my n, t, N e my]T,

8 — predstavlja dijagonalnu matricu popustljivosti za svaki element, no u ovom slucaju za svaki

element postoji 3x3 matrica popustljivosti dana izrazom (32)

8 0 0 0
5_|0 8 00
o o - 0
0 0 0 §
_Ll
— 0 0
EA
L3 L,?
0 ~1 0 0 0
3EI 2E1
N 1
2E1 El
L, 0
EA
L,® L,?
_ 0 0o = _lz 0
3EI 2E1
L2 L
0o =2 22
2EI El
Ly
— 0 0
EA
2
0 0 0o L L
3EI 2E1
o L L
2E1 El
5.3. Formiranje jednadzbi kompatibilnosti
Jednadzbe ravnotezZe dane su izrazom (6):
A-F=-P

Ukupne promatrane sile u nekom sistemu dane su izrazom (20) koji matriéno moZzemo zapisati

kao:
F=F, +F.X (34)

gdje je:

28
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F, —matrica kojoj je stupac vrijednost unutarnjih promatranih sila u nekom osnovnom sistemu
od vanjskih djelovanja, dok su prekobrojne sile jednake O,

F,, — matrica kojoj su stupci bazni vektori jezgre ravnotezne matrice A, odnosno, svaki stupac
predstavlja unutarnje sile koje se javljaju u osnovnom sistemu od promatrane prekobrojne
jedini¢ne sile, dok su ostale prekobrojne sile 0,

X — matrica koja sadrzi koeficijenti «;.

Ako znamo da je F, neko rjesenje sustava (6), tako da je A - F, = —P, tada je i F rjedenje
istog sustava:

A-F=A-(F,+F,X)=A-F,+A-FX=A-F,=-P
Izraz A - F, X i$¢ezava jer F, X leZi u prostoru jezgre matrice A.

Kako bismo odredili matrice F, i F,, Gaussovim ¢emo eliminacijskim postupkom prosirenu
matricu [A : —P] svesti na gornjestepenicastu matricu [A : —P].

Upori$ni stupci matrice A odgovaraju silama stati¢ki odredenog sistema, dok su ostale sile
prekobrojne.

Ako uzmemo da su sile odredenog sistema nepoznanice, a prekobrojne sile jednake nuli,
sile odredenog sistema mozemo izra¢unati uvrstavanjem unazad u jednadzbu:

AF, = —P (35)
Vektor F,, moZemo odrediti uvritavanjem u nazad u sustav:
AF, =0 (36)

s tim da su sile odredenog sistema nepoznanice, promatrana prekobrojna sile je 1, a ostale
prekobrojne sile 0.

Dobivena matrica F,, pomnoZena s koeficijentom X, koji moze poprimiti bilo koju vrijednost,
daje rjeSenje sustava (6). Stoga, ako je stupanj neodredenosti n, postoji ™ rjeSenja sustava.
Kako bismo iz toga odredili jedinstveno rjesenje, koje daje fizikalno prihvatljive pomake i sile
u elementima, potrebno je ukomponirati i kinematicke uvjete.

TrazZeni vektor, koji nam daje kompatibilne pomake krajeva elementa (30)(33), okomit je
na prostor nekompatibilnih pomaka. Taj prostor nekompatibilnih pomaka krajeva elemenata
je lijeva jezgra kinemati¢ke matrice B, a znamo da je lijeva jezgra neke matrice jednaka jezgri
transponirane matrice. Stoga lijeva jezgra matrice B odgovara jezgri matrice A. MoZemo pisati:

F, d=0 (37)
vektor d dan je izrazima (30) i (33), zapisat ¢emo ga u opéem obliku:
d = 8F = §(F, + F.X) (38)

Uvrstavanjem (38) u (37) dobivamo:
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F 8(F,+F.X)=0
— T — — T .—
F.8F, +F, 6F.X=0
QX +dy = 0 (39)
Sustav (39) je sustav jednadZzbi kompatibilnosti, gdje je:
Q = F," 8F, - matrica popustljivosti sistema,

=T o y oy C .
do = F, 8F; — vektor pomaka ¢vorova hvatiSta prekobrojnih sila u osnovnom sistemu
uzrokovan vanjskim djelovanjem.

5.4. Odredivanje pomaka

Za odredivanje pomaka ili zaokreta nekog dijela sistema potrebno je odrediti unutarnje
sile koje se javljaju zbog jedini¢ne sile na mjestu i u smjeru promatranog pomaka. Za staticki
neodredene sisteme, dovoljno je jedini¢ne sile primijeniti na (bilo kojem) osnovnom sistemu.
To vrijedi jer se prekobrojne sile na nekom staticki neodredenom sistemu mogu promatrati
kao opterecenja na nekom odabranom osnovnom sistemu, te iz toga dobijemo ukupne sile u
tom osnovnom sistemu, pa mozemo jedini¢nu silu primijeniti.

Pomaci toCaka na mjestu i u smjeru zadane jedini¢ne sile racunaju se po formuli:
r, = ffd = fI8F (40)
gdje je:
I, — pomak na mjestu i u smjeru jedinicne sile n,
fI’ — unutarnje sile koje se javljaju zbog jedini¢ne sile n na nekom osnovnom sistemu,

d - pomaci ¢vorova elemenata.
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6. PRIMJERI

1. Zadan je reSetkasti sistem na slici 16. Odredite horizontalni pomak ¢vora 3.

P =10kN

EA = 10000 kN
L=3m
{(5) 3 P 7 5
—_— 4 - -
i T Te
~ © (2)
3 (4
(n 1 3

At aS 1 T

Slika 16. Primjer 1.

Prvi korak jest formiranje ravnotezne matrice. Posluzit ¢emo se izrazom (23) za svaki element:

Fl F1
1 cos(0) 1 11
Stap1-2(1) (M) =2 |-sin(0)|=2 |o
3 |—cos(0) 3 l—ll
4 sin(0) 4 L0
Fz FZ
3 [cos(90)1 3 1o
Stap2-3(2) (@2)=4 |-sin(90)|=4 [=1
5 |—cos(90) 5 10
6 LsinG0)1 6 L1
F3 F3
1 [cos(45) 1 1 [o0.707
Stap1-3(3) (3)=2 |-sin(45)|=2 |-0.707
5 |—cos(45) 5 |-0.707
6 | sin(as)y | 6 Lo0.707
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Stap 2-4 (4)

Stap 3-4 (5)

Stap 1-4 (6)

3
(4) =4
7
8
5
B)=6
7
8
1
(6) =2
7
8

F,
[ cos(135) T
—sin(135)
—cos(135)
| sin(135)

Fs

[ cos(180) T
—sin(180)
— cos(180)
| sin(180)

Fe
cos(90)

—sin(90) | =

—cos(90)
sin(90)

Matrica P vanjskih opterecenija je:

[ool N IE NN}

R NON v

1
2
7
8

—0.707

—0.707
0.707

0.707

Fe
0
-1
0
1

P=[0 0 0 0 10kN 0 0 o]”

Reakcije ¢emo zadati da se podudaraju sa stupnjevima slobode (1, 2 i 4). RavnoteZna matrica

proSirena negativnim vanjskim silama (zbog (6)) stoga jest:

ProSirenu matricu éemo Gaussovim eliminacijskim

F
1] 1
2| o
3| -1
4l o
5 0
6 o
71 o
8| o

F, Fs Fy Fs
0 0707 0 0
0 0707 0 0
0 0 -0707 0
10 0707 0
0 0707 0 -1
10707 0 0
0 0 0707 1
0 0 0707 0

Ri Ry Rs

1 0 0 o |
o 1 o0 0

o 0 o0 0

o 0 1 0

o 0 o0 -10

o 0 o0 0

o 0 o0 0

o 0 o 0

postupkom svesti u gornjestepenicastu

matricu:
K Fp F F; Fg R Ry Ry - KR R KR F F F R R Ry _
1 0 0707 0 0 0 1 0 © | 0 1 0 0707 0 0O 0 1 0 0 | 0
0 0 -0707 © 0 -1 0 1 0 0 0 0 -0707 0 0 -1 0 1 0 0
4 0 0 0770 O ©0 0 0 | 0 1+ 0 0 07070707 0 0 1 0 O ‘ 0
06 1 o0 0770 0 o©0 0 1 0 . 0 1 0 0707 0 0 0 0 1 0
0 0 -0707 © -1 0 0 0 0 | -10 0 0 -0707 0 -1 0 0 0 0 ‘ -10
0 1 0707 0 0 0 0 0 0 | 0 0 1 0707 0 0 0 0 0 0 ‘ 0
0 0 o0 0771 O 0 0 © 0 0 6 0 0771 0 0 0 O 0
0 0 0 0707 0 1 0 0 0 | 0 0 0 0 0707 0O 1 0 0 0 ‘ 0
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Ry

Ra

F, F, F, Fs Fg

Fy

1

R,

Ra

F, F, F F

Fa

-10

0
0

0 0707 O

1

0.707 0

0
0

0 0.707-0.707 0
0 0.707-0.707 0

0
0

0
0
0
0

-1
0
0.707 1

-0.707 0

-0.707 0

0

1

0
0

0707 0

Vil VIHIV

-10

0

0
0

0 0707 O

0
0

-1
0
1

1

-1
0
0

-0.707 0

0
0

0.707-0.707 0

-0.707 0

0
-0.707 0

-1

0

0.707 1

0
0

0707 0

0
1

0
0

0.707 0

R,

F, Fy F, F5 Fg

Fy

R,

Ry

Fs

Fa

Fs

Fy
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Nakon $to smo sveli ravnoteZznu matricu prosSirenu stupcem P na gornjestepenicastu matricu,
vidimo da moZemo uzeti silu Fg kao prekobrojnu.

Sljededi korak jest odredivanje vektora F, uvritavanjem unazad u jednadzbu (35). Uzimamo
da je prekobrojna sila Fg = 0, te iz reducirane matrice dobivamo sile u osnovnom sistemu od
vanjskog opterecenija:

Ry = —10 kN

R2+R3=O—>R2=—R3=10kN

R, = 10 kN

R1+R2:0_>R1:_R2:_10kN

R, = —10 kN

FS—F6=O_>F5=F6=O

F5=OkN

F,+1414F; =0 > F, = —1.414F; = 0

F4=0kN

Fs—F,+1414R, =0 > F, = F, — 1.414R, = 0 — 1.414 - (—10) = 14.14

F, = 1414 kN

F, +0.707F; = 0 » F, = —0.707F; = —0.707 - 14.14 = —10

F, = —10 kN

F, +0.707F; + Ry = 0 » F, = —0.707F; — R, = —0.707 - 14.14 — (—10) = 0

F1=0kN

Dobiveni vektor sila u osnovnom sistemu od vanjskog opterecenja glasi:

b o 7 1 0
Fa | —10kN 1
F3 11414 kN 1.414
B 0 0
F, = Fs 0 = 0 [-10kN =f£,P
Fy 0 0
R, —10 kN -1
R, 10 kN 1
Ry '"—10kNI L -1~

Drugi oblik zapisa vektora F, posluZit ée za izraéun horizontalnog pomaka évora 3, jer matrica
f, odgovara silama u osnovnom sistemu uzrokovanih jedinicnom horizontalnom silom u ¢voru
3 usmjeru5.

Trebamo jos odrediti vektor F, pomoéu jednadibe (36). Uzet ¢éemo da je prekobrojna sila Fy
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jedini¢na, ostale prekobrojne (kojih nema) su 0, a sile osnovnog sistema su ponovno

nepoznanice:

Ry =0

R2+R3:0_>R2:_R3:O

R2:0

R1+R2=0_>R1=_R2=0

R, =0

Fs—Fy=0->Fs=F,=1

F5=1

F, + 1414F, = 0 > F, = —1.414F; = —1.414

F, = —1.414

F;—F, + 1414R, = 0 > F; = F, — 1.414R, = —1.414 — 1.414 - (0) = —1.414

F, = —1.414

F, 4+ 0.707F; = 0 > F, = —0.707F; = —0.707 - (—1.414) = 1

F2=1

F, +0.707F; + R, = 0 » F, = —0.707F; — R, = —0.707 - (—1.414) — (0) = 1

F,=1
Vektor F, jest:
Fy 1
F, 1
F3 |-1.414
R -1414
Fx == F5 1
Fy 1
R, 0
R, 0
Rs 0

Vidimo da sile mogu odrzavati unutarnju ravnotezu medusobno (bez reakcija), stoga postoji

beskonaéno vrijednosti X koje pomnoZene s F, mogu odriavati ravnoteiu, stoga je jos

preostalo ukomponirati jednadzbe kompatibilnosti.

Prije toga, formirat ¢emo matricu popustljivosti elemenata. LeZajeve éemo smatrati

nepopustljivima, pa su stoga njihovi koeficijenti 0. Koeficijente popustljivosti ,slazemo” u

dijagonalnu matricu:
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L/EA O 0 0 0 0 0 0 0

0 L/EA O 0 0 0 0 0 0

0 0 LyEA © 0 0 0 0 0

0 0 0 LsEA © 0 0 0 0

0= 0 0 0 0 L/EA O 0 0 0
0 0 0 0 0 LyEA © 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Sada imamo sve za odrediti nepoznanice u jednadzbi (39).

popustljivosti sistema €Q:

(310 0 0o o o o
0 3310*o0 o o ©
0 042410%*0 0 ©
0 0 0 42410%0 ©
0 o o o0 310% 0
o o o o o s310°
0 0o o0 0 © ©
0 0 ©o0 0 © ©
o o o o o o0

o o O O o O O O o

0O O 0O 0O 0 0O O 0 O

0O O 0O 0O 0 0O O 0 O

Prvo odredujemo matricu

— T  —
Q =F, 8F,
(310 0 o0 o 0 0 o o o |[ 1 ]
o 310" o o o0 ©0 ©0 O © 1
0 o042410'0 0 © ©0 O O -1.414
0 0 042410% © ©0 ©0 O -1.414
:1 1 -1.414 -1.414 1 1 0 0 0 : 0 0 ] 0 310% o 0 0 0 1
o 0o ©0o 0 o0 3100 o o0 || 1
©o 0o o O ©o0 ©0 O ©0 © 0
o 0o 0o O O ©0 O ©0 © 0
o 0o o O O ©0 O ©0 © 0
310
3-101
-5.99-10°
-5.99-10*
:1 1 -1.414 -1414 1 1 0 0 o: 3.104 = [2.89397-10’3}
310
0
0
0
Q = 2.89397-1073 m/kN
Nadalje vektor pomaka ¢vorova dy:
— T . —
dOZFx 8F0
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0 o o o0 0 O O ©
o 310* 0o ©o o o0 0 0 O
0 0424100 ©0 ©0 0 0 O
0 0 042410% 0 0 0 0
'y 4 4414914141 1 o0 o o' o0 o0 o0 o0 s10°0 0 0 0
| I000003-10"‘000
0 0 0 ©0 0 O O 0 ©
6 0o 0 ©0 0 O 0 0 ©
/o o o ©o 0o ©0 ©0 0 O
-,
-3-10°%
5.99-10°
0
:1 1 -1.414 -1.414 1 1 0 0 0 : 0 = [-0.01147}
0
0
0
_0 —1
dy = —0.01147 m
Konacno mozemo odrediti koeficijent (prekobrojnu silu) X:
QX +dyp=0
o do_ —0.01147
X=Fo=—4 = "289397-105  >I63KN

Sada moZemo odrediti ukupne sile u zadanome sistemu jednadzbom (34):

R;

0

—10 kN
14.14 kN

0
0

0
—10 kN

10 kN

L— 10 kN -

F=F,+FX

1

1
—-1.414

—1.414

S O OoOr

*3.963 kN =

r 3.963

—6.037
8.536

—5.604
3.963
3.963

-10
10

kN

L —10

Kao Sto je u zadatku zadano, odredit ¢emo horizontalni pomak ¢vora 3 pomocu metode

jedini¢ne sile dane izrazom (40):

r, = f1d = f7 §F
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(310 0 0o o

0o 0o 0 o0 0 3.963
o 330%'0 ©o 0 0 0O 0 O 8.037
0 0424100 0 0 0 0 O 8536
0 0 042410 0 0 0 0O -5.604
:o 11414 0o 0 0 -1 1 -1}00003-10*40000 3.963
o0 0 o0 o0 0 3100 0 O 3.963
0o 0o 0 o 0O 0O O 0 0 -10
o0 0o 06 o0 0O O O ©0 O 10
| 0o 0 o o 0o 0o 0 0 O -0 |
[1.1889-10°7]
-1.8111-107
3.6193-10
-2.3761-10°
:0 -1 1414 0 0 0 -1 1 -1 : 1.1889-10°| = [6.92879-10'3}m
1.1889-10°
0
0
L 0 -

Dobiveni horizontalni pomak ¢vora 3 jest:
r, = 6.92879-1073m =~ 6.9 mm

Posto je predznak pomaka pozitivan, pomak je u smjeru sile P.

2. Zadan je gredni sistem sa slike 17. Odredite horizontalni pomak i kut zaokreta ¢vora 2.

P =100 kN M =100 kNm
E =210000 MPa

L=5m

h/b = 300mm/100mm

Prvo éemo odrediti fleksijsku (ET) i aksijalnu (EA) krutost. Za zadane dimenzije poprecnog
presjeka racunamo moment tromosti I i povrsinu A:

A =100-300 = 30000 mm?

I_b-h3 _100-300°
12 12

EA =210 000-30000 = 6.3-10° N = 6.3-10° kN

=2.25-10% mm*

EI = 210000 -2.25-10% = 4.725 - 10'3> Nmm? = 47250 kNm?

Sljedeci korak jest formiranje ravnotezne matrice. lzraz (26) primjenjujemo za oba elementa:
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(1

(2)

Element 1-2 (1)

Element 2-3 (2)

1
2
1) =3
4
5
6
4
5
(2)=6
7
8
9

Slika 17. Primjer 2.

Fy
[ cos (45)
—sin (45)
0
—cos (45)
sin (45)

0

Fy

[ cos (0)

—sin (0)
0

—cos (0)

sin (0)
L0

F,
sin (45)
cos (45)
—7.071
—sin (45)
—cos (45)
0
Fs
sin (0)
cos (0)
-5
—sin (0)
—cos (0)
0

-4 -7

's 's

F; F, F, F;

01 1 ro707 0.707 0

0 2 |-0.707 0707 0 |

11=3 0 -7.071 1 |

ol 4 [-0707 -0707 o]

ol s [0.707 —0.707 oJ

—1l 6 0 0 —1
Fe F, Fs Fq
01 4 1 0 o0
0 5 [0 1 0]
11=6 0 -5 1
ol 7 |—1 0 0|
ol 8 lO -1 oJ
-11 9 0 0 -1

Reakcije ¢éemo, kao u prethodnom primjeru, zadati u smjeru stupnjeva slobode (1,2,3,8),

Vektor vanjskih optereéenja P dan je matricom:

0

0
0

100 kN

P= 0

100 kNm
0

0
0

=
(e}

I
coococooPococ o
R‘
=

SO OO O

100 kNm
0

0
0

Prilikom prosirenja ravnotezne matrice vektorom P korisno ga je razdvoijiti u dva stupca koji

odgovaraju sili P i sili M zasebno. U zadatku je zadano izra¢unati pomake to¢no u smjerovima

djelovanja vanjskih optereéenja, za Sto su nam potrebni vektori sila od jedinicnog opterecenja

na mjestu i u smjeru sila P i M. Ako razdvojimo vektor P, u konacnici éemo dobiti unutarnje

sile od jedini¢nih optereéenja zasebno, Sto je i potrebno za odrediti svaki pomak zasebno.
Ravnotezna matrica stoga glasi:
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0

-100

-100

0

0
0
0

1

0.707 0.707 0O

-1.071 1

0
-0.707 -0.707 ©

0

0

-5

B

1

2| 07070707 O

3

4

5( 0.707 -0.707 0

Dalje je svodimo na gornjestepenicastu Gaussovim transformacijama:

= =
= = -
MUUUUUJI MUGUUUW_ = = o o = m_ = = o o . .ml_u
T
o =
L oo oS oo L oo oS oo = o = = 2 = = oL = = 2 = =
- - o w w
reoocooao Fooooaoa =] e e = = - T o o = o o
o
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[ I~
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o~ ococoao re ~~w o @ = e & o 0 o F o =& = w o
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M

Fie R R R Ry

Fz Fa F F5

Fy

Fa F Fs Fg R Ra PRs Ry

Fz

Fy

o o o MU_U == = b - ° - = o = o = ° = = o o =) mﬂ m
0 T ]
=1 =
o o 5 o 8 o L e o g o 8 E] L e o g o 8 g L e o ] = 8 2
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Nakon svodenja na gornjestepenicastu matricu vidimo da je sila R, prekobrojna.

Uvrstavanjem unazad u jednadzbu (35) dobivamo sile na osnovnom sistemu od sile P i od

=0

momenta M, s tim da je prekobrojna reakcija R,

500 — 100 = 400

R3 - 1OR4

400 kNm

R3=

=0

R, + R,

R2:0kN

R, = —100 kN

F6 + 5R1 + 10R2 + R3 == _100

Fg=-100—-5-(—-100) —10-0—-400 =0

0 kNm

F6=

41
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Fs+R,=0

Fs = 0kN

F4 + R1 = _100
F, = —100 — (—100) = 0

F4=0kN

F3+5R1+5R2+R3:0
F; =-5-(—100) —5-0—400 =100

F, = 100 kNm

F, =—-0.707 - (—100) — 0.707 - 0 = 70.7

F, = 70.7 kN

F, =—-70.7 — 1.414 - (—100) = 70.7

F, = 70.7 kN

Dobiveni vektor sila u osnovnom sistemu od vanjskog optereéenja jest:

- 70.7 kN
Fo | 707 kN
F3 1100 kNm
F, 0
_ F5 0
Fo = F6 0
R, |-100kN
R, 0
R, |400kNm
R, - O

Ako uvrstavanje unazad izvedemo prvo za silu P, pa za silu M, dobivamo vektore sila u
osnovnom sistemu za svako optereéenje posebno, te ako ,izvu¢emo” faktor vrijednosti
vanjskih sila, dobivamo sile u osnovnom sistemu od jedini¢nih opterecenja:

PF} 0707 0
2 10707 0
F3 0 1
F, 0 0
= _ _Fs 0 0 100 kN
Fo = foP = Fy 0 0 [100 kNm]
R, | -1 o0
R, 0 0
R 5 -1
3
R, 0 0

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 42




Primjeri

Sada ¢éemo odrediti vektor F, uvritavanjem u nazad. Sila R, = 1, te rjeavamo sustav (36):

Ry, —10R, =0
R, =10
R,+R,=0
R, =—1
R, =0

F6+5R1+10R2+R3=0
Fo=—-5:0—10-(=1)—10 =0

Fo=0
Fs+R, =0
Fo=1
F,+R, =0
F,=0

F3+5R1+5R2+R3:0
F;=-5-0—5-(-1)—10 = -5

F3:_5

F, +0.707R, + 0.707R, = 0
F, =-0.707-0-0.707 - (—=1) = 0.707

F, = 0.707

F,+F, + 1.414R, = 0
F, = —0.707 — 1.414- 0 = —0.707

F, = —0.707
Vektor F, jest:
1’::1 ~0.707
2 0.707
F3 _5
F4, 0
= Fs 1
F, F, 0
R, | ©
Rz _1
R | 10
R, 1
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Sada formiramo matricu popustljivosti izrazom (33). Ta matrica je isto dijagonalna, ali po
dijagonali ima blok matrice (32) za svaki element. | dalje se reakcije smatraju nepopustljivima:

[1122:10% o 0 0 0

(LiEA © 0 0o 0 0o 0o 0 o0 0 6 0o 0 0 o0
0 GmEl-2zZ 0 O 0 0 O 0 0 0 2494107 -5291-10% 0 0 0 00 0 ©
0 .ZoEILgg 0 O O O O 0 0 0 -5201-10% 1.497-10* © 0 0 0 0 0 o
0 o] 0 LfEA O 0 0 0 0 0 0 0 0 T’.937‘1l}'7 0 0 0 0 4] 0
%1 6 o o o BpeEl-2E1 0 0 O 0 S 0 0 0 881810" 2646-10* 0 0 0 0O
0 0 0 0 yZELE O O 0 0 0 0 0 0 -264610% 105810* 0 0 0 0
6 o o 0 0 O ©0O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o0
6 o 6 0 0 O0 0O O 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ©
06 0o o 0 0 ©0 ©0 0 0 © 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ©
o o o o o o o o o o] L ¢ o o o o o 0o 0 0 o0 |
Prvo izraCunavamo matricu popustljivosti sistema €2 :
Q=F, 6F
— Iy x
[1.122-10% © 0 0 0 0 0o 0o o o | -0707]
0 2.494-10° -5.291-10* 0 0 0 o 0 o0 o0 0.707
0 -5201-10* 1.497-10% 0 0 0 o o0 o0 o 5
0 0 0 7937107 © 0 0o 0 o0 o0 0
0 0 0 0 gs81810* 2646110 0 0 0 0 1
Mo707 0707 6 0 1 o0 o0 41 10 1 | 0 0 0 0 -2646-10* 105810 0 0 0 0 0
‘ | 0 0 0 0 0 0 o 0o 0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o -1
0 0 0 0 0 0 o 0o o0 o 10
| o 0 0 0 0 0 o o o o | 1 |
[ 7em107 |
4.409-10°
-1.123-10°
0
lo707 077 5 0 1 o o -4 10 1 | 881810 = [9.6145-10‘3]
| | -2.646-10*
o
o
0
— 0 —_—
Q =9.6145-10"3m/kN
Vektor pomaka ¢vora prekobrojne sile od vanjskog optereéenja dg:
do = FxT8F0
[1122-10% o 0 0 0 0 o o o o |77 ]
0 24084-10° -5291-10¢ © 0 0 o o0 0 o© 70.7
0 -5201-10% 1407104 © 0 0 o o o0 o 100
0 0 0 7937107 0 0 o 0o o0 o 0
0 0 0 0 8818107 .284510* 0 ©0 0 O 0
(07070707 5 0 1 0o o -4 1 1! © 0 o 0 -2645-10* 10%810* 0 0 0 0 0
| I 0 0 0 0 0 0 o 0 o o0 | -00
0 0 0 0 0 0 6o 0o 0o o0 0
0 0 0 0 0 0 0 0o 0 o0 | 400
Lo 0 0 0 0 0 o o o o | o |
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|-0.707 0707 -5 0 1 0

o 1 10 1

do = 0.19919 m

7.93310° |

0.1234
-0.0224

o O O O o o

Sada moZemo odrediti vrijednost prekobrojne sile (reakcije) R, iz (39):

Ukupne sile u zadanome sistemu jednadzbom (34) su:

Horizontalni pomak i kut zaokreta ¢vora 2 ra¢unamo metodom jedini¢ne sile (40):

r, = f1d = f7§F

X=R, = do _ 019919 _ 20.718 kN
o Q 96145-10-3 '
F=F,+F.X
- 70.7kN 7 [—0.707 " 85.35 kN
70.7 kN 0.707 56.05 kN
100 kNm -5 203.6 kNm
0 0 0
0 1 _|-20.72 kN
0 +H (—20.718 kN) = 0
—100 kN 0 —100 kN
0 -1 20.72 kN
400 kNm 10 192.8 kNm
0 1 [ _20.72 kN

= |: 0.19919 }

[1122.10% o 0 0 0 0 0 0 0 o | 8535]
0 2494-10° -529110% 0 0 o 6 0 0 0 | 5605
0 5291107 1.497-10¢ © 0 0 0 0 o0 o0 | 2036
| 0 0 0 7937107 0O 0 0o 0 0 © 0
07070707 0 6 O ©O0 41 0 6 0 0 0 0 0 881810 2646104 0 0 0 0 | -2072
© 0o 10 0 0 0 0 -4 0 0 0 0 0 -264610¢ 1.08810° 0 0 0 0 0
I I 0 0 0 0 0 o 0 0 0 | -0
0 0 0 0 0 0 0o 0 0 o0 | 2072
0 0 0 0 0 0 o 0o 0 o | 1928
| o 0 0 0 0 0 o o o o | -2072]
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[9.576-107 |
0.03206
8.2286:10*
0

0707 0707 0 0 0O O 4 0O &5 0O -0.01827

A= 0.02273
0 0o 10 0 0 0 0 1 0 5.4825-10 8.228610*
0

0
0
0

_[Tp] _10.02273m
r"_[ ]_ [0.00083 mo

m
Predznaci su pozitivni, pa su stoga pomaci u smjerovima vanjskih sila.

3. Zadan je gredni sistem sa slike 18. Nacrtajte M, T i N dijagram.

q=20kN/m
E = 210 000 MPa
L=6m
h
5 = 300mm/100mm
q
1 (1) S ) A
. 2 (2) 3 -
@) (3) -

5 °

L . L . L .

Slika 18. Primjer 3.

Za pocetak, mozemo vidjeti da se poprecni presjek i modul elastiénosti poklapaju s

prethodnim zadatkom, stoga znamo:

EA=63-10°N =6.3-10° kN El = 4.725- 10 Nmm? = 47250 kNm?
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Sada formiramo ravnoteZnu matricu za svaki element, uz to da ¢emo odbaciti stupnjeve
slobode 13, 14, 15, 16 i njihove predvidene reakcije jer ¢e se poklapati sa silom u elementima

(4) i (5).

1
4}

2

Element 1-2 (1)

Element 2-3 (2)

Element 3-4 (3)

1
2
(1) =3
4
5
6
4
5
(2)=6
7
8
9
7
8
3)=9
1
1
1

6

0
1
2

9
B4 7 ~10
| i %
15
he
Slika 19. Stupnjevi slobode ¢vorova sistema primjera 3.
F1 FZ F3 F1 FZ F3
[ cos (0) sin (0) 071 1 [ 1 0 0 1
—sin (0)  cos (0) 0 2 |o 1 0]
0 -6 11=3 |0 -6 1|
—cos(0) —sin(0) ol 4 [-1 o o
sin(0) —cos(0) O 5 l 0 -1 0 J
Lo 0 -1 6 L0 0 -1
F4 FS F6 F4 F5 F6
rcos(0) sin(0) 07 g4 [1 0 0]
—sin (0)  cos (0) 0 5 |0 1 0]
0 —6 1]1=6 |0 -6 1]
—cos(0) —sin(0) ol 7 [-1 o o
sin(0) —cos(0) O 8 [ 0 -1 0 J
F; Fg Fy F, F3 F,
r cos (0) sin (0) 01 7 1 0 0
—sin (0)  cos (0) 0 8 0 1 0
0 —6 1(=9 0 -6 1
—cos (0) —sin(0) 0 10 |-1 O 0
sin(0) —cos(0) O 11 | 0 -1 0
0 0 -1 12 to o0 -1

Za Stapne elemente, sile ¢emo nazvati S;1 S, kako bismo ih razlikovali od sila grednih

elemenata.

Stap 5-2 (4)

13

(4) =14

4
5

S1
cos(45) 13
—sin(45) | = 14
— cos(45) 4
sin(45) 5

Sy
0.707

—0.707
—0.707

0.707
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S, s,

15 [ cos(135) 15 [—0.707

Stap6-3(5) (5) =16 [—sin(135)|= 16 |-0.707
7 |—cos(135) 7 0.707

8 sin(135) 8 0.707

Za vanjska optereéenja zadano je kontinuirano optereéenje preko elementa (2). Ako na
obostrano upetoj gredi zadamo kontinuirano konstantno optereéenje g, te izracunamo
reakcije, dobivamo (slika 20.):

\\
o
U

Ry

T h T T YTy Yy »:T)
L "R

&
Ry

Slika 20. Reakcije obostrano upete grede od kontinuiranog optereéenja

- gL

R ’ /2
1 qLZ
Ry _ /12
R; qL
R, LZ/Z
q
B /12_

Dobivene vrijednosti reakcija odgovaraju zadanim smjerovima na slici 20., koje, da bismo ih
prenijeli na sistem, moramo zadati suprotno (slika 21.). Sistemu sa slike 21. ¢e u svim
elementima unutarnje sile odgovarati sistemu sa slike 18. osim u elementu (2). Posto je
opterecenje tog elementa svedeno na optereéenje u ¢vorovima, da bismo odredili sile
elementa (2) potrebno je, nakon odredivanja sila u svim ostalim elementima, odrediti ih
ravnotezom c¢vora 2 i 3, izbacivanjem ,fiktivnih“ opterec¢enja R;_, (u zadanom sistemu, u
¢vorovima 2 i 3 ne djeluju nikakve koncentrirane sile, ve¢ su samo djelovanja na elementu).

U nasem slucaju, sile R;_,4, koje éemo nazvati P;, My, P,, M, su:

— qL —
P /2
1 ql2 / 60 kN
M| _ 12| _ |60 kNm
P, al 60 kN
M, 2 60 kNm
qL?
| 124

Reakcije pocetnog sistema ¢emo zadati da se poklapaju sa stupnjevima slobode 1,2i 11.
Vektor vanjskog opterecenja stoga jest, prema slici 21.:
P=[0 0 0 0 60kN —60kNm 0 60kN 60kNm 0 0 0]7

RavnoteZna matrica, proSirena stupcem —P stoga jest:
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3)

(1)

(2)

(4)

Slika 21. Reducirani (fiktivni) sustav sistema primjera 3.

S R Ry Rs

S,

F, Fs Fy

Fy

-60

-60

-60

0
0

0707 0O

0

0 0707 O

0
0

0 0707 O
0 0707 O

0
0

10
11

12

na

matricu  svodimo

v

eliminacijskim  postupkom, ravnoteinu

Gaussovim

Sada,

v

gornjestepenicastu:

F; Fg Fo 8

Fs Fe

Fa

Fs Fp & 8 R R R

Fr

Fs

Fe Fs

F2 R

o cococ oo oo oo - o0
DDDDDDDDDDDD
oo~ 00 0000 e 0
[
o cocooo R ooe o
o o
55
o ook Ko oo oo oo
3 o
o cococ oo oo -0 e 7
oo oo oo o-%o T o
oo oo oo -0 oW oo
o cococor- o0 Toe o
ceece ~% o7 ooee
oo o ~o0 %o o006 o
oo w~0 o T oo oo o o

o cococ oo oo oo -0
o oo o2 o0 o Qe
- o 00 o0 00 000 e
o
o ocoooo R oo e o
w S o
s B
oo ok Ko oo o0 o o0
e o
o000 oo oo -00 T
oo o0 o0 0~ %o T o
o e cece oo 00T eo
0O o000 o .00 %ooo
coeco ~% o7 ooee
o oo+~ o5 T0 oo oo
oo ~90 0% o0 0000
o~ %Yo T0 0000 Qo0
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$§ & R R R

Fy

P

Fs Fs

F

Fp

Fy

Fo & S R Ry R

Fg

F, B F F5 F

Fy
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1

-0707 0

Q
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o

0707 0

0 0707 0 0
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0
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0 0707 0
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5

V41
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1
a

0 0707 0
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0

0707 0

]
1]

0 o707 0
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10
11

S % R R R

Fs

F: B

FI

Fo Fo & S R R Ry
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F, R F F

e

60

80
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1

0 -0707 0
0 0707 O

o
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0 0707 O
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F; Fg Fs 3 S R R

Fg

F, S S R Ry R

Fg

F

-80

-300

-120
-1080
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]
Q
1
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]
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Prvo izvodimo vektor F, uvrdtavanjem u nazad u (35). Prekobrojne sile R, i R su nula dok su

le osnovnog sistema nepoznanice

Sl

=0

R, + 3R, — 3R,

R]_:OkN

S, +0.707R, + 0.707R, + 0.707R; = —84.866

S, = —84.866 kN

=0

S, — S, — 1.414R,
S, =S, = —84.866

S, = —84.866 kN
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F, + 8.484S, + 4.242S, + 18R, = —1080
F, = —8.484 - (—84.866) — 4.242 - (—84.866) — 1080 = 0

Fo = 0 kNm

Fg = —0.707 - (—84.866) — 0.707 - (—84.866) — 120 = 0

Fs = 0kN

F, =0.707 - (—84.866) — 0.707 - (—84.866) = 0

F7=OkN

F, + 4.2425, + 12R, = —300
Fy = —4.242 - (—84.866) — 300 = 60

F; + 0.707S, + R, = —60
F; = —0.707 - (—84.866) — 60 = 0

Fs = 0kN

F,—0.707S, + R, =0

F, = —60 kN
F;+6R, =0
F, = 0 kNm
F,+R,=0
F, = 0kN

F,+R, =0
F, = 0 kN

Vektor F,, prateéi poredak sila u ravnoteznoj matrici, stoga jest:
Fp=[0 0 0 —60kN 0 60kNm 0 0 0 —84866kN —84866kN 0 0 0]"

Sada je potrebno odrediti vektor F, uvritavanjem u nazad u jednadzbu (36). Matrica F, sadr7i
jedan stupac za svaku prekobrojnu silu, stoga je potrebno uvrstavanje u nazad provesti dok je
sila R, = 1, R; = 0 i obratno, uzimajuéi da su sile osnovnog sistema nepoznanice.

R1+3R2_3R3=0
R, = —3-1=-3
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S, + 0.707R, + 0.707R, + 0.707R5 = 0
S, = —0.707 - (=3) — 0.707 - 1 = 1.414

Sl - SZ - 1.414R1 = 0
S, =1414+ 1.414-(-3) = —2.828

S, = —2.828

F, = —8.484 - (—2.828) — 4.242 - (1.414) — 181 = 0

Fo=0

Fs + 0.707S, + 0.707S, + R, = 0
Fy = —0.707 - (—=2.828) — 0.707 - (1.414) — 1 = 0

Fog=0

F, —0.707S, + 0.707S, + R, = 0
F, = 0.707 - (—2.828) — 0.707 - (1.414) + 3 =0

F7:O

Fs + 4.242S, + 12R, = 0
F, = —4.242-(-2828)—12-1=0

F6:O

F; + 0.707S; + R, = —60
F, = —0.707-(-2.828) -1 =1

F5=1

F4_ - 0.70751 + Rl = O
F, =0.707 - (—2.828) + 3 = 1

F4=1

F3+6R2:0

F3=_6

F2+R2:O
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F2=_1
F1+R1:0
F1:3

Isto tako izvodimo za R, = 0iR3; = 1, te je konaéna matrica F,:

SO OO R

—2.828
1.414
-3
1
-0

—3 7

1.414
—2.828

3
0

1 i

Sada je potrebno odrediti matricu popustljivosti svih elemenata, tako da po glavnoj dijagonali

slazemo koeficijente popustljivosti za svaki element, s tim da se reakcije smatraju

nepopustljivima. Za odredivanje ukupnih sila sistema sa slike 21., potrebno je odrediti

vrijednosti prekobrojnih sila izrazom (39).

_L-,Ir EA O 0 Q 0 Q 0 Q 0 Q 0
0 13mE -L32E O 0 0 0 0 0 0 0
0 Z2El Lm0 0 g 0 g 0 g 0
0 Q 0 LSEA O Q 0 Q 0 Q 0
0 Q 0 0 el -LizEl 0 Q 0 Q 0
0 V] 0 V] 4_%{29 L,fEl 0 V] 0 V] 0
0 Q 0 Q 0 0 LyEA 0 0 Q 0
=10 o o o o o o L§3El LdeEl 0 O
0 g 0 g 0 g 0 LBl LyEI O 0
a ] a ] a ] a ] 0 LJEA 0
0 Q 0 Q 0 Q 0 Q 0 0 LsEA
a ] a ] a ] a ] a ] a
a ] a ] a ] a ] a ] a
L 0 Q 0 Q 0 Q 0 Q 0 Q 0

o o o o o o o o o 9 a o9

S o o o o o 9 o 9 o o a9 o 9

o o o o o o o o o 9 a o9
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9.524-107 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1524-10° -3.809-10* 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -3.809-10% 1.270-10* o0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 9.524-107 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1524-10° -3.809-10*% 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -3.809-10% 1270-10* o0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 9.524-107 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1524-10° -3.809-10* 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -3.809-10* 1.270-10% 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1.347-10°% 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1347-10% o0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

QX+dy=0
Prvo odredujemo matricu popustljivosti sistema Q:
— T =
Q =F, 8F,
[9.524-107 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 152410% -3808-10* 0 0 0 [ ] 0 0 [
0 -3 505-104 1270-10¢ 0 0 0 0 [ 0 0
0 0 0 9524107 0 0 0 [ 0 0 0 0
0 0 0 0 1524-10° 3808-10% 0 [ [] 0 0 0
0 0 0 0 -380910* 1270104 0 0 0 0 0 1]
0 0 0 0 0 0 9524-107 0 [ 0 a 0

|:3-14;110000-2.szs1414-310:| o o

0 0 0 [] 0 0 0 1.52410° -3.809-10* 0 0 0

-3 0 0 2 -1 -6 0 1 0 1414 -2828 3 [i] 1

0 L] 0 L[] 0 0 -3.809-10% 127010* 0 0 []
0 0 0 [] 0 0 0 0 13:4710° 0 0
0 0 0 [] 0 0 ] ] 0 0 1347-10° [
0 0 0 [] 0 0 0 a 0 0 0
0 [ 0 0 0 Q Q [ 0 0 [
L [] 0 0 a 0 0 0 0 a 0 0 0
[ 2@s7-10% 2857109 |
7614107 0
-3811-10* 0
9524107 -1.905-10°%
1524107 761410*
-3.809-10* -3.811-10*
3 4 6 1 1 0 0 0 0 2881414 3 1 0 0 0 30722102
3 0 0 2 1 6 0 1 0 14142883 0 1 0 1524102 7.4015-10°*
0 -3.809-10
-3.809-10°% 1.905-1¢°
1.905-10° -3.809-10°%
0 0
0 0
Q= [3.0722 -1073 7.4015 - 10‘4] m/kN
7.4015-10"* 3.0750-1073

o o e o o0 o 0o o0 0 SO

c O O o O o O o o O o o O o
0O O 0 0O 0 0O O 0o QO o o o o

w

o o e = o4y o
I A ]

0 0
-2.8281.414
1414 -2.828

o oo o oo e 2 e o e o oo

74015107
30750-10°

Sada raunamo matricu pomaka ¢vorova hvatista prekobrojnih sila od vanjskih opterecenja

do:

do = FxTSFO
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9524107 0 0 0 0

0 q 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1524-10° -3808.10% 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0
0 -3809-10* 127040¢ 0 ] 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 0
] 0 0 9524107 0 0 0 0 0 0 ] o 0 o 50
0 0 0 0 1524-10° -3809-10* 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -3809-10" 1270-10°* 0 0 0 0 0 0. 90 60
0 0 [] 0 0 0 9524107 0 0 0 0 ¢ 0 0 0
3 41 6 1 1 0 0 0 0 2828144 3 1
|: :I 0 0 ] 0 ] 0 0 152410 -3809-10* 0 0 0 0 0 0
30 0 2 4 6 0 1 0 144-28283 0 1
0 0 0 0 0 0 0 -3809-10* 1270-10* 0 0 0 0 o0 0
0 9 ] 0 ] 0 [ 0 0 13:47-10° 0 ¢ 0 0 -84.866
0 [} [] 0 ] 0 0 0 0 0 134710 0 0 0 -84.866
0 0 ] 0 ] 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0
] 0 ] 0 ] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Lo 0 ] 0 ] 0 9 0 0 0 0 o 0 o0 || o |
0
0
0
-5.7144-10°
-0.02285
762107
0
3 -1 -6 1 1 0 0 0 0 -28281414 -3 1 0 -0.02275
0 A
3 0 0 2 -1 6 0 1 0 1414 2828 3 0 1 -0.02259
0
-1.143-10°*
-1.143-10"
0
0
0

d. = [—0.02275 m
0~ 1-0.02259

JednadzZba kompatibilnosti (39) sada glasi:
QX+dyp=0

[3.0722 -1073  7.4015 - 10-4] [Rz] _ [0.02275
7.4015-107% 3.0750-10731|R;3 0.02259

Prekobrojne sile su stoga:
R, = 598 kN R; =591 kN
Kako su predznaci pozitivni, prekobrojne sile se poklapaju s pretpostavljenim smjerovima.
Ukupne sile sistema sa slike 21. sada odredujemo jednadzbom (34):
F=F,+FX
Sile F5 i Fg, kao $to smo prethodno napomenuli, ne odgovaraju sistemu sa slike 18., stoga
¢emo ih morati odrediti ravnotezom ¢vora 2 i 3.
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Fy Fy
F, 0 3 -3 g, [ 021kN
P 0 1 0 P —5.98 kN
3 0 —6 0 3 |-35.88 kNm
Fo 1 _gokn 1 —2 Fy | _g5.84 kN
Fs 0 1 -1 Fs 0.07 kN
Fe 60 kNm 0 -6 Fs | 24.54 kNm
ol 0 4 0 0 |. [5.98 kN1 _ F 0
Fg 0 0 1 5.91 kNl ~ Fg 5.91 kN
Fy 0 0 0 Fy 0
s, |-84.866kN| [-2.828 1414 s, | —93.42kN
s, |-84866kN 1.414 —2.828 s, | —9312kN
R, 0 —3 3 R, | —021kN
P 0 1 0 Ry 5.98 kN
R, 0 1 L 9 1 R, 5.91 kN

RavnotezZa ¢vora 3 (slika 22.), sile P, i M, uklanjamo te su nepoznate sile F5 i Fy:

35.46 kKNm

° 65.84 kN | 5-91kN
Fs
]

35 46 kNm |

\j
/ Fg=5.91 kN
65.84 kN
AW 32 93.12 kN
5.91 kN

Slika 22. RavnotezZa ¢vora 3

ZFZ =0 - 0=—F;—65.84+591 - F; = —59.93 kN

zMy =0 - 0 = —F, — 35.46 - F, = —35.46 kNm

Sile na drugom kraju elementa moZzemo izracunati jednadzbama ravnoteze, uzimajudéi u obzir
i kontinuirano optereéenje preko grede. Stoga:

ZFZ=0 —»0=F;—F;+20-6 > F;=6007kN

ZMJL' =0 ->0=F,—F;f—6-F;—3-6-20 > F} = —-35.88 kNm
Moment na lijevoj strani elementa (2) se poklapa s silom F; elementa (1), Sto bi i trebao jer u
tom ¢voru ne djeluju nikakvi koncentrirani momenti.

Sada moZemo konstruirati M, Ti N dijagrame za sistem sa slike 18., odnosno nas zadani sistem,
s tim da su ukupne sile nama zadanog sistema:

Zavrsni rad: Sime Runji¢ 57



Primjeri

|
Il

60.07 kN

0.21 kN

—5.98 kN
—35.88 kNm

—65.84 kN
—59.93 kN

—35.46 kNm
0

591 kN
0

—93.42 kN
—93.12 kN

—0.21 kN
5.98 kN

591 kN

5433 kNm

D

-35.46 kNm

591kN 591 kN

el TR RRERRRRRRRERTARARRD

598 kN

598 kN

Al

[ AT T,
Jat

5993 kN
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7. ZAKLJUCAK

Prilikom analize i izvedbe bilo kakvog graditeljskog pothvata, neophodne su staticke i
dinamic¢ke podloge, odnosno proraduni ponasanja konstrukcije tijekom njezinog
eksploatacijskog vijeka. U ovom radu prikazali smo jednu od metoda proracuna, metodu sila,
formuliranu u matricnom zapisu. Takav zapis nam je omogucio lakSe razumijevanje i
prepoznavanje nekih od glavnih karakteristika nekog promatranog sustava kao Sto su
odredivanje da li je sustav mehanizam, postoji li rjeSenje sustava i slicno... Isto tako, kod
rieSavanja znatno vecih sustava, jasno je da veliki opseg jednadzbi i koraka za dolazak do
rjeSenja ru¢no predstavlja dosta zahtjevan pothvat, ali koji je, ako ga ,predamo” ra¢unalima,
gotovo trivijalan. Primjerima ovoga rada smo pokazali dio postupka koji raCunala provode kako
bi formirali ravnoteznu matricu, rijeSili je Gaussovim eliminacijskim postupkom, te
ukomponirali jednadzbe kompatibilnosti, sve s ciljem dobivanja smislenih i (koliko je mogudée)
tocnih rjeSenja. NajceS¢i uzrok pogreSaka u proracunu ili dobivanja besmislenih rjesenja
proizlazi iz ljudske greSke, naime, s obzirom da se racunalo, za rjeSavanje nekog zadanog
sustava, sluZi nizom radnji koje sukcesivno obavlja (primjer jest svodenje ravnotezne matrice
na gornjestepenicastu), najceséa greska se dogodi u netocnosti zadavanja ili geometrije ili
rubnih uvjeta ili neceg treé¢eg. Uz to, jedna od ¢eséih gresaka pri ruénom odabiru prekobrojnih
sila jest formiranje mehanizma umjesto geometrijski nepromjenjivoga sistema. Svodenjem
ravnotezne matrice na gornjestepenicastu odabir se provodi ,automatski“. Daljnjim
napretkom racunalne tehnologije i nacina prora¢una konstrukcije takve je greske moguée
umanijiti, pa ¢ak i ukloniti.
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