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Sazetak

SAZETAK

Nosaci na elasticnoj podlozi predstavljaju sustave u kojima nosaci leze na deformabilnoj ili
elasticnoj podlozi. Kroz ovaj rad su uz pomoc navedene literature prikazane razne vrste
nosaca na elasticnoj podlozi i nacini proracuna istih. Ovi sustavi su staticki neodredeni, sto
znaci da njihove vanjske reakcije i unutarnje sile ne mozemo odrediti jednadzbama
ravnoteze, pa se oslanjamo na rubne uvjete karakteristicnih tocaka prema Winklerovoj
teoriji.

Takve nosace koristimo u gradevinarstvu, geotehnickom inzenjerstvu, konstrukcijskom
projektiranju i drugim inzenjerskim disciplinama gdje se konstrukcije povezuju s tlom.
Winklerova teorija posebno se primjenjuje kod konstrukcija mostova i zgrada, kao i kod
betonskih hala i kupola velikih raspona.

U ovom radu razmatraju se osnovne metode proracuna unutarnjih sila i deformacija za
nosace na elasticnoj podlozi razlicitih duljina. Takoder su analiticki rijeSeni primjeri
usporedeni s rezultatima proracuna u racunalnom programu SAP. Usporedba pokazuje

razliku u rezultatima manju od 1%.

Klju¢ne rije€i: elasticna podloga, Winklerova teorija, beskonacno dugi nosac,
polubeskonacno dugi nosac, kona¢no dugi nosac



Summary

SUMMARY

Beams supported by an elastic foundation are systems where the beam is situated on a
deformable, elastic substrate. This paper, based on a literature review, shows various types
of beams on elastic foundation as well as ways to calculate them. These systems are
statically indeterminate, which means that their external reactions and internal forces
cannot be fully determined using only equilibrium equations. Instead, the boundary
conditions at specific points, as outlined by Winkler's theory, are used for analysis.

Such beams find applications in various fields, including construction, geotechnical
engineering, structural design, and other areas where structures interact with the ground.
Winkler's theory is particularly relevant for analysing structures such as bridges, buildings,
concrete halls, and large-span domes.

This paper explores fundamental methods for calculating internal forces and deformations
in beams on elastic foundation of varying lengths. It includes a comparison between
analytically derived results and those obtained through SAP software analysis, revealing a
discrepancy of less than 1% between the two methods.

Key words: elastic foundation, Winkler's theory, infinite beam, semi-infinite beam, finite-

length beam
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Uvod

1. UVOD

Tema zavrsnog rada bavi se proucavanjem primjene nosaca na elasti¢noj podlozi, otkrivajuci
kompleksnost inzenjerskih konstrukcija i staticki neodredenih sustava. Rijec je o posebnim
sustavima u kojima Cvrsti nosac lezi na podlozi koja se moze deformirati ili prilagoditi
opterecenju, ¢cime se stvaraju izazovi pri izracunavanju unutarnjih sila i vanjskih reakcija [7].
Zbog toga njihove reakcije nije moguce rijesiti samo pomocu jednadzbi ravnoteze, kao Sto
je slucaj kod staticki odredenih nosaca [7]. Dodatne varijable i rubni uvjeti uvedeni su kako
bi se mogli rijesiti ovakvi sustavi, a primjenjuju se u specificnim tockama konstrukcije.

Kod nosaca na elasticnoj podlozi, vanjska reakcija podloge pojavljuje se kao kontinuirano
opterecenje, dok su kod odredenih i neodredenih sustava vanjske reakcije obi¢no
koncentrirane sile ili momenti. Teorija savijanja nosaca temelji se na pretpostavci da su
reakcije podloge proporcionalne progibu na toj tocki, koncept koji je prvi predstavio E.
Winkler 1867. godine. Danas se Winklerova teorija i dalje koristi u proracunima nosaca
ovoga tipa te ima kljucnu ulogu u procjeni progiba, unutarnjih sila i stabilnosti u stvarnim
radnim uvjetima. Nosaci na elasticnoj podlozi omogucuju precizne proracune koji su bitni za
funkcionalnost, sigurnost i stabilnost konstrukcija.

Zavréni rad: Mia Simunic 1



Nosac na elasti¢noj podlozi

2. NOSAC NA ELASTICNOJ PODLOZI

Nosac na elasti¢noj podlozi je konstrukcija koja je pozicionirana na kontinuiranoj elasticnoj
podlozi koju mozemo zamisliti kao skup neovisnih elasti¢nih opruga. Iz toga slijedi da je
reakcija podloge proporcionalna progibu nosaca u odredenoj tocki.

qr = —k-w (2.1)
Koeficijent podloge, oznacen kao k, karakterizira krutost podloge i predstavlja reakciju
podloge na jedinicu duljine nosaca [1]. Moze se izraziti kao:

k=kib (2.2)

Gdje k; predstavlja modul podloge, a b Sirinu nosaca.

q
i ol
0 [ ¢
, //I/ LSS S S S S

Z lW

Slika 2.1 Nosac na elasti¢noj podlozi [1]

Modul podloge k; odreduje se eksperimentalnim ispitivanjem [1]. Tablica 2.1 prikazuje neke
karakteristi¢ne vrijednosti modula podloge:

Tablica 2.1 Moduli podloge za materijale [1]

Materijal podloge Modul podloge k;

[MN/m?]

Mokra glina, svjeze nasuti pijesak 1-5

Vlazna gling, slegnuti pijesak 5-50

Malo vlazna glina, potpuno slegnuti pijesak 50-100

Pjeskovita glina, tvrda glina 100-200

Sljunak £4000-6000

Beton i armirani beton 8000-15000

Zavréni rad: Mia Simuni¢ 2



Beskonacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

1867. godine E. Winkler je postavio teoriju prema kojoj deformacija elasticne podloge ovisi
samo o pritisku u tocki mjerenja deformacije. Ova teorija kasnije je postala osnova za daljnja
istrazivanja, a koeficijent elasti¢nosti podloge nazvan je Winklerovim koeficijentom [2].

lzraz (2.1) pokazuje da podloga slijedi elasti¢na svojstva prema Hookeovom zakonu [4].
Negativni predznak uizrazu oznacava da je reakcija podloge usmjerena suprotno od progiba.
Ovisno o progibu, reakcija moze biti usmjerena prema gore ili dolje.

Slika 2.2 Ovisnost reakcije o progibu [1]

Zavréni rad: Mia Simuni¢ 3



Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

3. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA ELASTICNE LINIJE NOSACA

Pri odredivanju reakcije podloge g: potrebno je uzeti u obzir deformaciju nosaca uzrokovanu
vanjskim optereCenjima, a ne samo jednadzbe ravnoteze. Razlog tome je staticka
neodredenost sustava.

Slika 3.1 Nosac€ opterecen koncentriranim silama [1]

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

E1EY — _y (3.1)
dx?

El d*w __ azm (3.2)
dx* dx?

Desni ¢lan izraza (3.2) jednak je ukupnom kontinuiranom opterecenju koje djeluje na nosac:

d*mM
dx?

=—(q+a) (3.3)

Uz primjenu izraza (2.1) i (3.3) oblik diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije se mijenja:

EISY = —k-w+g (3.4)[1]
X
atw ko _ 4 35
dx* + g W T (3:5)
Oznacimo:
L (3.6)
El 4a”; T A 4EI
|z toga slijedi izraz:
d*w 4 _ i 37
dx* +4a'w = EI 3.7)

Zavréni rad: Mia Simuni¢ A



Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

Parametar «, definiran izrazom (3.6), ovisi 0 omjeru krutosti nosaca i elasti¢ne podloge te je
kljucan za oblikovanje elasticne linije. Ovaj parametar ukljucuje savojnu krutost grede i
elasti¢nost nosivog medija [1]. Kod nosaca izlozenog samo koncentriranim opterecenjima,
vrijedi q = 0, a jednadzba se pojednostavljuje:

4
Zx‘f +4a*w =0 (3.8)

Opce rjeSenje jednadzbe trazimo kao:

w=¢e™* (3.9)

Uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu (3.8) slijedi:

(r*+4a*)-e™ =0 (3.10)
rt+4a* =0 (3.11)
r=xa-(1+i), i=+vV-1 (3.12)

Uvrstavanjem gornjih izraza u izraz (3.9) dobiva se opce rjesenje homogene diferencijalne
jednadzbe:

w=e*™-[Acosax + Bsinax] + e - [C cos ax + D sin ax] (3.13)

Konstante A, B, Ci D su konstante integracije koje ovise o nacinu oslanjanja grede. One se

odreduju pomocu rubnih uvjeta za w, w, w" iw". Vrijedidajew"=M,aw™ =T.
Svaki kraj nosaca ima dva rubna uvjeta [1]:

e Upeti kraj: w=0, w'=0
e Zglobno oslonjeni kraj: w=0, w"=M =0
e Slobodan krajw"=M=0,w"=T=0

Opce se rjeSenje tako moze zapisati kao:

w=e%-[Acosax + Bsinax] + e™* - [C cosax + D sinax] + w, (3.14)

Zavréni rad: Mia Simunic 5



Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

Gdje w, oznacava partikularno rjeSenje izraza (3.7). Ako na nosac djeluje jednoliko
kontinuirano opterecenje q=konst., partikularno rjeSenje w, tada ima oblik:

wy, =~ q = qo = konst. (3.15)

Zavréni rad: Mia Simuni¢ 6



Beskonacno dugi nosac na elasticnoj podlozi

4. BESKONACNO DUGI NOSAC NA ELASTICNO) PODLOZI

4.1. Opterecenje koncentriranom silom

Kod beskonacno dugog nosaca opterecenog koncentriranom silom F, rjeSenje je
jednostavno. Koordinatni sustav postavljen je tako da ishodiste lezi na pravcu djelovanja sile
F, a zbog simetrije, dovoljno je analizirati samo desnu stranu nosaca. Rubni uvjeti su sljedeci:
kada x — oo, progib w=0, a sve njegove derivacije takoder su jednake nuli [1]. Ti uvjeti su
zadovoljeni kada su konstante A i B jednake nuli.

Slika 4.1 Reakcije nosaca na koncentrirano opterecenje [1]

Jednadzba elasticne linije za desni dio glasi:

w=e *-[Ccosax + D sinax] (4.1)

Konstante Ci D odreduju se pomocu rubnih uvjeta u ishodistu. U toj tocki odredeni su nagib

tangente elasticne linije, gdje je w'(0)=0, i velicina poprecne sile: T = —EIw'"(0) = — g

Slika 4.2 Desni dio nosaca [1]

Deriviranjem (4.1) po x dobiva se:

Zavréni rad: Mia Simunic 7



Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

w' =—a-e ™ -[(C+D)-sinax+ (C— D) - cos ax]

w(@)=—-a-(C—-=D)=0

¢=D (4.2)
Uvrstavanjem C=D u (4.1):
w = Ce % - [cos ax + sin ax] (4.3)
w' = =2aCe™** - sin ax (43.43)
w' = —2a?Ce™% - [cos ax — sin ax] (4.5)
w'"’ = 4a3Ce % - cos ax
(4.6)
TimeuvjetT = —EIw""(0) = —gglasi:
T = —EIw" (0) = —EI - 4a°C = -~ (£.7)
_ F
"~ 8EIa3
(4.8)
Ako (4.8) uvrstimo u izraz (4.3) dobivamo:
w=— e - [cosax +sinax], x>0 (4.9)
8El-a
F _ . T
w=——-e [\/7 sin(ax + Z)]
(4.10)

|z jednadzbe (4.10) primjecuje se da elastitna linija nosaca ima valoviti oblik s amplitudama
koje eksponencijalno padaju s udaljavanjem od tocke sile F {ishodista koordinatnog sustava)
[1]. Duljina valova A je definirana kao:

)lzz—n=27'[-4/4—E1 (4.11)
a k

Zavréni rad: Mia Simuni¢ 8



Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

Ako uizraze (4.4), (4.5), (4.6) uvrstimo (4.8) dobivamo izraze za kutove zaokreta, momente
savijanja i poprecne sile:

’ F

p=w=———-e " sinax

(4.12)
M=—-El-w'= ﬁ e~ - (cos ax — sin ax)

(4.13)
T =—EIw" =—L.e7%% . cosax

2 (4.14)
Uvode se funkcije:
fi(ax) = e~ - (cos ax + sin ax) (4.15)
folax) = e - sinax (4.16)
fz(ax) = e™** - (cos ax — sin ax) (4.17)
ax) = e % - cosax

fa(ax) (6.18)

UvrStavanjem funkcija (4.15), (4.16), (4.17) i (4.18) u gornje izraze dobivamo jednadzbe za
progibe, kutove zaokreta, momente savijanja i poprecne sile:

w = ﬁ - fy(ax) (4.19)
¢ =w=——"f(ax) (4.20)
M =—- fy(ax) (4.21)
T=—-f(ax) (4.22)

JednadZbe vrijede za x > 0, tada su: f1{0) =1, f,(0) =0, f5(0) =1 f.(0) =1; iz ega slijede najvece
vrijednosti za progib, moment savijanja i poprecnu silu u ishodistu koordinatnog sustava:

Zavréni rad: Mia Simuni¢ 9



Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

W(0) = Winqx = === = (4.23)
®(0)=0 (4.24)
M(0) = Myqx = — (4.25)
T(0) = Thax = — = (4.26)

N

Kroz primjer zadatka vidljiva je primjena gornjih izraza:

Za zadani nosac polozen na elasticnu podlogu, treba odrediti progibnu liniju nosaca te
dijagrame unutrasnjih sila.

F=100kN

Slika 4.3 Opterecenje nosaca i poprecni presjek
Zadano:
k=750 MPa
E =2,1-10°> MPa

I, = 2,3-10° mm*

4| k 4 750 1
a = = = 4‘,4‘4‘ -
4EIy 4-2,1-105-2,3:106-10~12 m

a-L=444-5= 22,19 > 5 nosac se moze promatrati kao beskonacno dug

Zax=0:
F _ . 100-103
= re”% - [cos(ax) + sin(ax)] = = 0,296 mm
8El,a3 8-2,1:105:2,3-106-:0,004443
p=w =- il e -sin(ax) =0
4Elya?

Zavréni rad: Mia Simuni¢ 10



Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

F 100
M(x) =—-e * [cos(ax) — sin(ax)] = = 5,63 kNm
@ == [cos(ax) — sin(ax)] = o = 5,
F _ 100
T(x) = —5e ax . cos(ax) = - = —50 kN
w M
-2
-2,5 -2 -1,5 -1 0,5 1 1,5 2 2,5
-2,5 -2 -1,5 -1ﬂ 1,5 2 2,5
T
60
40
2
-2,5 -2 -1,5 -1 0. 1 1,5 2 2,5
-2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0,5 1 1,5 2 2,5

-20

-40

-60

Slika 4.4 Grafovi progiba, kuta zaokreta i unutarnjih sila

Grafovi unutarnjih sila prikazani na Slika 4.4. imaju oblik prigusenih valova. Na mjestu
djelovanja opterecenja (x=0), pojavljuju se vrijednosti dane izrazima (4.24), (4.25) i (4.26).

Tocke u kojima je progib nula dobivamo iz uvjeta:

f1(axy) = e~ %0 - (cos axy + sin ax,)

cosaxy +sinaxy =0

tanax, = —1

_3m 7t 11w
Ao ="y 7y o

x, ==, Ut (4.27)

T 4a’4a’ 4a
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Diferencijalna jednadzba elasticne linije nosaca

|z izraza (4.23), (4.24), (4.25) i {4.26) dobivamo da je progib w(m) = 0,043W,,q, i W(2T) =
0,0019w,,,4, - Na udaljenosti x = %ﬂ od tocke djelovanja sile, progib iznosi 0,19%

maksimalnog progiba. Progibi za koje vrijedi ax > 5, zanemarivo su mali i mogu se smatrati
nula.
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Beskonacno dugi nosac na elasticnoj podlozi

4.2, Opterecenje nizom koncentriranih sila

Ishodiste koordinatnog sustava postavljeno je u presjek nosaca u kojem se izracunavaju
progib, kut zaokreta, moment savijanja ili poprecna sila.

F
v

Slika 4.5 Nosac optereé¢en koncentriranim silama [1]

Apscisa x; predstavlja udaljenost promatranog presjeka od tocke djelovanja sile. Izrazi za
progib, kut zaokreta, moment savijanja i poprecnu silu dobivaju se primjenom zakona
superpozicije [6] te jednadzbi (4.9), (4.12), (4.13), (4.14) i (4.27), uzimajuci u obzir uvjet
simetrije.

1

w(0) = ——- 3L Fe™ ™ (cosax; +sinax;) = —— YL, F; - fi(ax) (4.28)
@(0) = —ﬁ- rFe i -sinax; = —@' w1 Fi - fo(ax;) (4.29)
M(0) = i- i Fe™ i (cosax; — sinax;) = i' iz1 Fi - fa(ax;) (4.30)
T(0) = —%- n L Fe *i-cosax; = —%' =1 Fi* falax;) (4.31)

Zbog simetrije poprecnih presjeka koji su jednako udaljeni od koncentrirane sile, x; ulazi u
jednadzbe kao apsolutna vrijednost. iz toga slijedi da su progibi i momenti savijanja jednaki,
dok se kutovi zaokreta i poprecne sile razlikuju samo u predznaku.
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Beskonacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

4.3. Opterecenje jednolikim kontinuiranim opterecenjem duljine |

4.3.1. Tocka unutar opterecenog dijela

dx
—f =
T
q X
JITITITILTTTIL]

Slika 4.6 Tocka u optereé¢enom dijelu [1]

Zbog elementarnog opterecenja F,=qdx:

dw = 8‘;;_123 e~ . (cos ax + sin ax) (4.32)

Progib u tocki A iznosi:

_ aqu_ —ax . . qux_ —ax . .
=)o s € (cosax + sinax) + fo vl (cos ax + sin ax)
W=——(2—e" % cosaa — e - cos ab)
8EI-a*
(4.33)
w = Zq—k(Z —e . cosaa —e P - cosab)
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Beskonacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

4.3.2. Tocka izvan opterecenog dijela

e
X
o
X
a L
AERRRRRRARRERARN
Laadadaddlliiillil X
E— . A— | —%
3 .7 oS S /‘/', / .
I b,
>
. .
>

Slika 4.7 TocCka izvan neopterec¢enog dijela [1]

Progib u tocki A:
a_qadx —ax . b qdx —ax ]

= . . ln _ _4er . ln

w 0 8EI-a3 e (COS ax +s ax) fO 8Ela3 e (COS ax + s a.X)

w = q—4(e_“b -cosab — e ** - cosaa)
8El-a
(4.34)

w= Zq—k(e‘“b - cosab — e~ - cos aa)

15
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Beskonacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

4.4, Opterecenje koncentriranim momentom

Ft F
Mo
A 4N )
b |
s /7 e s ST ; d
e X
|—-—-—|~— —-—I
ziw

Slika 4.8 Opterecenje koncentriranim momentom [1]

Koncentrirani moment Mo koji djeluje na nosac zamijenimo spregom sila, tako da vrijedi:

F-e=M, e—0

F M,  fila(x+e)]-fi(ax)
=m'{f1(ax)—f1[“(x+9)]}= T - B -
W= — Mo . fila(x+e)l-filax) _ M,  dfi(ax)
T 8EI'a3 650 e T 8EI'a®  dx
_ Mo g _ My
w=_—e sinax = —* f(ax) 435)

Derivacijom izraza (4.35) dobiveni su izrazi za kut zaokreta, moment savijanja i poprecnu

silu:
M,
W= 451-0012 folax)
N
p=w =0 f3(ax)

Mz—ﬂw”z%bﬁm@

=2 f, (ax)
(4.36)

T = —Elw"' = —
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Polubeskonacno dugi nosac na elasticnoj podlozi

5. POLUBESKONACNO DUGI NOSAC NA ELASTICNOJ PODLOZI

Pojam "polubeskonacno dugi nosac" odnosi se na gredu kojoj je jedan kraj beskonacne
duljine, dok je drugi kraj ogranicen [2]. Ograniceni kraj moZe biti razlicito definiran, mozZe biti
slobodan, zglobno povezan ili upet. Bez obzira na specificnost ogranicenog kraja, rieSenja
se mogu pronaci koristenjem formula koje se primjenjuju za beskonacne nosace, uz
upotrebu rubnih uvjeta. Kao primjer uzet je nosac kojem u lijevom kraju djeluju

koncentrirana sila i moment.

Slika 5.1 Polubeskonacno dugi nosa¢ opterecen momentom i silom [1]

Progib i sve njegove derivacije su jednake nuli kada x — oo, konstante A i B su takoder
jednake nuli [1], iz toga proizlazi jednadzba elasti¢ne linije nosaca:

w=e *-[Ccosax + D sin ax] (5.1)

Uz rubne uvjete na lijevom kraju, u ishodistu koordinatnog sustava:
M = —EIw"(0) = M, (5.2)
T =-EIw'"(0) = —-F, (5.3)

Deriviranjem izraza (5.1) dobiva se jednadzba:

w' = —2e % . q?-[D cosax — C sin ax]
w'" = 2e7% - 3 - [D(sin ax + cos ax) — C (sinax — cos ax)] (5.4)
Uvrstavanjem rubnih uvjeta (5.2) i (5.3) slijedi:
= Mo
2EI-a?
€= (5.5)

2EI'a3

Zavréni rad: Mia Simunic 17



Polubeskonacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

U jednadzbu (5.1) uvrste se izrazi (5.5):

W= 22__,0:3 *[Fo - cos ax — aM - (cos ax — sin ax)]
1
W= ke [Fo - falax) — aM, - f3(ax)] (5.6)

Kada je x=0 iznos progiba ispod opterecenja glasi:

Fy—a-Mj
2EI-a3

w(0) = (5.7)

Deriviranjem izraza (5.6) dobivaju se izrazi za kut zaokreta, moment savijanja i poprecnu

silu:
p=w = —%- [F, - (cos ax + sin ax) — 2aM,, - cos ax]
¢ = ———[Fo - filax) — 2aM, - f,(ax)] (5.8)
M = —EIw" = — i [Fo - sinax — aM, - (cos ax + sin ax)]
M= —=[Fy f,(ax) — aM, - fy(ax)] (5.9)
T =—EIw'" = —e ™ - [F, - (cos ax — sinax) — 2aM, - sin ax]
T = —[Fy - fs(ax) + 2aM, - f,(ax)] (5.10)

5.1. Proracun slozenih problema superpozicijom

Slozeni problemi mogu se rijesiti koristeci jednadzbe (5.6) — (5.10) zajedno s principom
superpozicije. Prema ovom principu, kada na konstrukciju djeluje vise sila, ukupni pomak
odredene tocke moze se izracunati tako da se prvo pojedinacno odrede pomaci uzrokovani
svakom silom, a zatim se ti pomaci zbroje. Konacni pomak je rezultat zbroja svih tih
pojedinacnih pomaka [6].

Ovaj princip je prikazan na primjeru polubeskonacno dugog nosaca na elasticnoj podlozi, koji
je opterecen koncentriranom silom na odredenoj udaljenosti c od slobodnog kraja nosaca.
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Polubeskonacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

a)

_—c =
JF
A
X
‘._U?_._._._.
7 i . v na
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‘ |
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] O —
s MTT S 7
| |
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M-+ A
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e AL I e
T
\
zw

Slika 5.2 Proracun superpozicijom [1]

Progib nosaca pod a) dobije se superpozicijom progiba nosaca pod b) i c):

Wq = W, + W, (5.11)
|z toga slijedi:
F
Wp = 8EI'a3 'fl(ax) (5.12)
We = —— AT fy[a(x + )] +aM - f; - [a(x + O]}
(5.13)
s 8;“3 - f1(ax) + 2E11-a3 AT fy-la(x+ )] +aM - f5 - [a(x + )]} (5.14)
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Konacno dugi nosac na elasticnoj podlozi

6. KONACNO DUGI NOSAC NA ELASTICNOJ PODLOZI

Za nosace konacne duljine, ispravno rjesenje mora zadovoljiti zahtjeve diferencijalne
jednadzbe elasticne linije nosaca kao i specificne rubne uvjete na oba kraja grede. Sve ranije
izvedene jednadzbe elasticnih linija beskonacnih nosaca zadovoljavaju uvjet savijanja, a
primjenom principa superpozicije, sve kombinacije tih opterecenja takoder ce ispuniti
navedenu diferencijalnu jednadzbu.

Kombinacija opterecenja koja zadovoljava rubne uvjete elasti¢ne linije daje rjesenje
diferencijalne jednadzbe za nosac konacne duljine.

a) JF b) J,F

T -

et ]|
12—z ——~ T T
d

Z+W

Slika 6.1 Konac¢no dugi nosac¢ na elasti¢noj podlozi [1]

Nosac je opterecen koncentriranom silom u sredini. RjeSenje diferencijalne jednadzbe
prikazuje se kao:

w = (; sin ax - sinh ax + C, sin ax - cosh ax + C5 cos ax - sinh ax

+C, cos ax - cosh ax (6.1)

w' = (C, — C3)asinax - sinhax + (C; — C,)a sin ax - cosh ax

+(Cy + Cy)a cos ax - sinh ax + (C;, + C3)a cos ax - cosh ax

(6.2)
w' = 2C,a? cos ax - cosh ax + 2C,a? cos ax - sinh ax
—2Cza? sin ax - cosh ax — 2C,a? sin ax - sinh ax

(6.3)
w'" = 2(C, — C3)a3 cos ax - cosh ax + 2(C; — C,)a® cos ax - sinh ax
—2(C;y + Cy)a3 sinax - coshax — 2(C, + C3)a® sin ax - sinh ax (6.4)
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Konacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

Kada je x=0, slijede rubni uvjeti:
M = —EIw"(0) =0
T =—EIw"'(0) =0

(6.5)
Vrijedi uvjet simetrije pazax = é slijedi:
(LY _
w'(3) =0
T=-Ew"(3)=1 (6.6)
Iz rubnih uvjeta dobivamo:
w”(0) =2Ca®?=0, C;=0 (6.7)
w"'(0) = 2(C, — C3)a® =0, C, = C3 (6.8)
|z uvjeta (6.6):
w' (é) =C, [cos (a é) - sinh (a é) — sin (a é) * cosh (a é)]
+C32a - cos (a é) - cosh (a: é) =0 (6.9)
w'" (é) = —C,2a3 [cos (a é) - sinh (a é) + sin (a é) - cosh (a é)]
—Cs4a3 - sin (aé) - sinh (aé) =-= (6.10)
RjesSenje sustava jednadzbi:
C3 _ Fa sin(a’é)-cosh(aé)—cos(aé)-sinh(aé) (6.1 1)
k sinh(al)+sin(al)
c, = 2. cos(ay)-cosh(az) (6.12)

k sinh(al)+sin(al)

U izraz (6.1) dodamo pripadne vrijednosti konstanti integracije (6.7), (6.8), (6,11) i (6.12):
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Konacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

p b (e T sintad sin(ax) - cosh(ax) + cos(ax) -

W= F_a{Sin(aé)'COSh(aé>—COS(aé)-sinh(aé> . [

sinh(ax)] n 2 cos(aé)-cosh(aé)

- cos(ax) - cosh(ax)}; za0<x< é

sinh(al)+sin(al) (6.13)
Zaé < x < l deformacije nosaca odreduju se obzirom na hvatiste sile:
l l
_ _ 2Fa cos(az)-cosh(az) 6.14
Wa = W(O) "k sinh(al)+sin(al) (6.14)
_ i _ Fa 2+cos(al)+cosh(al)
We = (2) T2k sinh(al)+sin(al) (6'15)
l 1
4 cos( a=)-cosh(a=

We WG) " 2+cos(al)+cosh(al)

Graficki prikaz odnosa:

W /W,

A c

0.5

e
1 2 3 7 5 al

Slika 6.2 GrafiCki prikaz odnosa progiba i al [1]

Velicina al se odreduje na temelju omjera progiba krajnjeg i srednjeg presjeka. Ako je
vrijednost al manja od 1, progibi su gotovo jednaki, pa se savijanje nosata moze zanemariti,
anosac se smatra apsolutno krutim. Kada je al veci od 3, koncentrirano opterecenje u sredini
nosaca ima zanemariv utjecaj, nosac se moze smatrati beskona¢no dugackim. U slucaju
kada je al u rasponu od 1 do 3, koncentrirano opterecenje znacajno utjece na deformacije
krajnjih presjeka [1]. Na temelju toga, nosace konacne duljine mozemo razvrstati u tri
kategorije:

1. Kratki apsolutno kruti nosaci, al < 0,6, pomaci podloge racunaju se izrazom:

wel (6.17)

kl
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Konacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

~= /2 == 112 =

F

ki i RO

QOr

Slika 6.3 Linearna reakcija sustava [1]

2. Nosaci konacne duljine, 0,6 < al < 5.
3. Beskonacno dugacki nosaci, al > 5

Za nosace konacne duljine, rjesenje se moze postici superpozicijom rjesenja za beskonacno
duge i polubeskonacno duge nosace.
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Nosac na jednako razmaknutim elasti¢nim lezajevima

7. NOSAC NA JEDNAKO RAZMAKNUTIM ELASTICNIM LEZAJEVIMA

- T T, T T I 7T
I | | |

R3R,LR 4Ry Ry R, Rs 2o

Slika 7.1 Nosac€ na jednako razmaknutim leZajevima [1]

Kod jednako razmaknutih elasticnih lezajeva, problem se pojednostavljuje zamjenom
pojedinacnih lezajeva ekvivalentnom neprekinutom elasticnom podlogom, oprugama. Ovo
je izvedivo ako je razmak izmedu susjednih lezajeva dovoljno malen, a koncentrirana reakcija
se moze zamijeniti ekvivalentnim ravnomjerno raspodijeljenim opterecenjem. U praksi,

v v - . TL’ v v . v
razmak a se obi¢no ogranicava tako da vrijedia < e [1]. Krutost elastitnog lezaja oznacava
se s Kiizrazava u N/m. Intenzitet relativhog opterecenja glasi:

R_KW_

4 (7.1)

a a

Ako pretpostavimo da je g=kw dobivamo koeficijent elasticne podloge ekvivalentan nizu
elasticnih lezajeva:

. (7.2

8| =
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Nosac na jednako razmaknutim elasti¢nim lezajevima

8. ANALITICKI PRORACUN NOSACA KONACNE DULJINE

Proracun nosaca temelji se na analizi naprezanja, deformacija i unutarnjih reakcija. Prvi
korak analize je prepoznavanje tipa nosaca, vrste opterecenja (koncentrirano, kontinuirano,
moment), te definiranje rubnih uvjeta [5]. U literaturi za svaki tip nosaca na elasti¢noj
podlozi i vrstu opterecenja postoje gotovi analiticki izrazi pomocu kojih se mogu brzo
odrediti unutarnje sile i progibi u odredenim poprecnim presjecima.

U literaturi se koeficijent a oznacava i kao B. Taj koeficijent odreduje doprinos podloge
ukupnoj krutosti sustava, veci B znaci krucu podlogu sto za rezultat daje manji progib, dok
manji  oznacava meksu podlogu i time povecava progibe i smanjuje ukupnu stabilnost.

Koeficijente F1, F3, F3, Fu, Far, Faz, Fas, Fas | Fas dobivamo prema sljedecim trigonometrijskim

izrazima:

F, = cosh Bx cos fx
F, = cosh fx sin fx + sinh fx cos fx
F; = sinh fx sin fx

F, = cosh x sin fx — sinh Bx cos fx

(8.1)
Fy1 = [x — a]® cosh[B(x — a)] cos[B(x — a)]
F,, = cosh[B(x — a)]sin[B(x — a)] + sinh[B(x — a)] cos[B(x — a)]
Fq3 = sinh[B(x — a)] sin[B(x — a)]
F,, = cosh[B(x — a)]sin[B(x — a)] — sinh[B(x — a)] cos[B(x — a)]
Fos = [x —a]® = Fy
(8.2)

U nastavku su navedene formule za slucaj kada je konacni nosac opterecen koncentriranom
silom [5].

M R w
9=9A'F1+ﬁ'F2+ﬁ'F3—yA'ﬁ'Fll_—W'Fa:g (83)
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Konacno dugi nosac na elasti¢noj podlozi

A Fz F3 - F4_ - L - Fa4— (84)

y=yaFit 28 2EIBZ 4E1B3 4EIB3

M=M, F + R/’; F, — y,2EIB% - Fy — 0,EIB - F, — % - Fyy (8.5)
V=R, F, —y2EIB3 - F, — 0,2EIB? - F3 — MyBF, — WF,, (8.6)

U slucaju da je konacni nosac opterecen kontinuiranim opterecenjem izrazi glase:

V =Ry F, —ya2EIB® - F, — 0,2EIB? - F; — M,SF, — ﬁF (8.7)
M=M,-F + 2 F, — y,2EIB% - F; — 04EIB - F, — ﬁ “ Fys (8.8)
0=0,"F + 2EIE F2+%'F3—}’A'3'F4_#'Fa4 (8.9)
Yy=ya-F+ 22 Fz"'m F3+#I;33'F4_#'Fa5 (8.10)

Vrijednosti progiba, kuta zaokreta, momenta i poprecne sile za polubeskonacni nosac
dobivamo pomocu sljedecih izraza:

V =Ry F, —y,2EIB3 - F, — 0,2EIB? - F; — MuBF, + LT, (8.11)
M =M, F + R; Fy = ya2E1B? - Fy — 04EIB - Fy + LTy (8.12)
0=6, Fi+5 0 Bt slie B —ya B Fy+ LT, (8.13)
y =y, F + 2 F2+2E1B2 F3+4E1ﬁ3 F, +LT, (8.14)

Izrazi za LTy, LTw, LTe, LT, racunaju se odredenim formulama ovisno o vrsti opterecenja
nosaca [5].
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Numericki primjeri

9. NUMERICKI PRIMJERI

1. zadatak

Za beskonacno dugi nosac na elasticnoj podlozi treba odrediti glavna naprezanja i glavne osi
u tocki C presjeka I-I.

Zadano je:

E =2,1-10° MPa

k; = 18 N/mm?3
Presjek I-I
20 40 20
F=200kN
I M=80kNm
| m 5({
£ i vo2 120
LT - P .-,.{I,.,'/,, -
a=200 b=150
e
¢=350 mm *
80 mm

Slika 9.1 Opterec¢enje nosaca i poprecni presjek

Karakteristike materijala i poprecnog presjeka:

40-203
12

20-1403
12

+20-40- (62,5 — 10)2

=2 +20-140 - (70 — 62,5)°| +

= 116,93 - 10° mm*

Sy =2-[20-50-(77,5—25).] = 105000 mm?3

k =k, b=18-80 = 1440 N/mm?

4 k 4 1440 -3 1
a = = =3,48-107% —
4EIy 4-2,1-105-116,93-105 mm
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Numericki primjeri

aa =3,48-1073-200 = 0,696
ab =3,48-1073-150 = 0,522

Zax=200 mm

Elasti¢na linija nosaca:

— F . p—aa : _ . ,—ab | —
= s e [cos(aa) + sin(aa)] I e sin(ab) =
200-10° . ,—0,696 . : _
82,1:105:116,93-105-(3,48:103)3 € [COS(0'696) + Sm(o'696)]
80-10° 0,522 . o
4-2,1-105-116,93-105(3,48:1073)2 € 51n(0,522)
= —0,029 mm
Kut zaokreta:
—w = _—_F . pmaa.g; M_ . ,-ab. g -
p=w'= P e sin(aa) + i e [cos(ab) — sin(ab)]

200-103 —0,696 .
— e~ "°7%-5in(0,696) +
4-2,1-105-116,93-105+(3,48:1073)2 o, )

80-10°
4-2,1-10°5-116,93-105-3,48:10~3

=—2,615-10"°rad

270522 . [c0s(0,522) — sin(0,522)]

Moment savijanja:

M(x) = % "% . [cos(aa) — sin(aa)] — % e~ - cos(ab)

. 3 . 6
= % =069 . [c0s(0,696) — sin(0,696)] — 2212 . ¢=0522 . 05(0,522)
= —19,67 kNm

Poprecna sila:

T(x)=— g e~ % . cos(aa) — % e~ . [cos(ab) + sin(ab)]
_ % - £7069 . ¢05(0,696) — @ . e79522 . [¢05(0,522) + sin(0,522)]
= —151,04 kN

Naprezanja u tocki C:
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Normalno naprezanje:

of = M), -19,67-10°
x ¢ 116,93-105

- (=27,5) = 46,26 MPa (vlak)

Iy

Posmicno naprezanije:

T(x)-Sy  —151,04-103-105000
5, = Y = = = —33,91 MPa
Iy be 116,93-105-40

Glavna naprezanja:

of 1
ofy == 15 (@D + 4 (15,)?

of =224~ [(46,26)% + 4~ (=33,91) = 64,18 MPa (vlak)
c_ 4626 1 2 2 —
of === —" J(46,26)2 + 4 - (—33,91)2 = —17,92 MPa (tlak)

Glavne osi:

oy + oy =01 +0;

of =0

tan 2, = 2;: - 64‘21';2’371‘)92) — 1,466 => @, = —27,85°
tan g, = Glcffzdzc _ 6—4,3132;9_10 =—0,528 => @, = —27,83°

tan @g, = G;fzd == 1892 => @ = 62,15°

Zavréni rad: Mia Simuni¢
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Numericki primjeri

2. zadatak

Zanosac konacne duljine na elasti¢noj podlozi treba odrediti funkcije za progib, kut zaokreta,
moment savijanja i poprecnu silu. Poprecni presjek je kvadratni (0,4 m).

E =21,7-10°kN/m?

k; = 10000 kN/m3

[=10m
a=3m
W = 300 kN

MA* a }|

‘P'h —————— 7

¢

Slika 9.2 Nosac¢ konacne duljine na elasti¢noj podlozi optereéen koncentriranom

silom [5]

Zadatak treba rijesiti u SAP-u ili ETABS-u i usporediti s analitickim vrijednostima.

Karakteristike materijala i poprecnog presjeka:

_ 04043

=213-10"3m*
12

I

1 1

g = (ﬂ)z _ ( 0,4-10000 )Z = 0,38337 i

4EI 4-21,7-106-2,13-10~3

Bl =0,3833-10 = 3,833 - nosac konacne duljine
B(l—a) = 0,3833- (10 — 3) = 2,6831

Koeficijenti:
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Numericki primjeri

C, = cosh flsin fl + sinh fl cos fl = —32,5234

C3 = sinh Blsin fl = —14,7225

C, = cosh flsin fl — sinh Sl cos 1 = 3,0508

C,;;, = (sinh B1)? — (sin f1)? = 532,7251

C,1 = cosh[B(l — a)] cos[B(l — a)] = —6,5903

Caz = cosh[B(l — a)]sin[B(l — a)] + sinh[B(l — a)] cos[B(l —a)] = —3,2762

Napomena: vrijednosti koeficijenata dobivene su pomocu Excel tablice.

Koeficijenti, kut zaokreta i progib preuzeti su iz tablice 8.5., Young and Budynas, Roark’s
Formulas for Stress and Strain, za slobodno polozeni nosac:

RA = MA = O
0. = W _ . CoCaa=2CsCar _ 300 —32,5234-(~3,2762 )—2-(—14,7225)-(—6,5903)
A7 2EIB2 C11 T 2:21,7-106-2,13:10~3-0,38332 532,7251
= —3,69 1073 rad
W CyCay—C3Cay 300 3,0508:(—6,5903)—(—14,7225)-(~3,2762 )
Ya = 2EIB3 C11 " 2:21,7-106-2,13:10-3-0,38333 532,7251

=-7,4-10"3m = —7,4 mm

Progib u presjeku x = 3 m:

Koeficijenti:

F; = cosh Bx cos fx = 0,7098

F, = cosh fx sin Bx + sinh fx cos fx = 2,1661

F, = cosh fx sin fx — sinh fx cos fx = 1,0052

F,, = cosh[B(x — a)]sin[B(x — a)] — sinh[B(x — a)] cos[B(x —a)] =0
~3,69-10~3

Fpy =—7,4-1073-0,7098 + ———- 2,1661 —
2:0,38337

0 w
}’(X=3)=YA'F1+2_A'F2—W

s
300 0=-0,0158m = —15,8 mm

4-21,7-10%-2,13-103-0,383373

Zavréni rad: Mia Simuni¢ 31



Numericki primjeri

Predznaci progiba i kuteva zaokreta odnose se na koordinatni sustav na slici 9.2.

Kut zaokreta u presjeku x =3 m:

O0(x=3)=0, F—y, B F;— #-Fﬁ = —3,69-1073-0,7098 — (7,4 1073) -

0,38337 - 1,0052 — 0 = —2,78-10"* rad

Moment savijanja u presjeku x = 3 m:

M: _yA2E132F3_6AEIﬁF4
=—(-7,4-1073)-2-21,7-10%-2,13-1073-0,38337% - 1,2966
—(-3,69-1073)-21,7-10°-2,13-1073-0,38337 - 1,0052 = 190,9 kNm

Numericko rjeSenje:

£ F 6 H I

{ _tr v T

A B C

J

2000 kN/m* 4000 kN/m* 4000 kN/m? 4000 kN/m? 4000 kN/m?* 4000 kN/m* 4000 kN/m? 4000 kN/m? 4000 kN/m?*

Slika 9.3 Model optere¢en koncentriranom silom u presjeku D

22
9

@

2000 kN/m?

@
@
° R . S — -, S
L g = Gid e o — =
= < 1 } D

//:

190.99

Slika 9.4 Dijagram momenata savijanja

120
44.8}
4
3
1

— S I — |

Slika 9.5 Dijagram poprecnih sila
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Slika 9.6 Progibna linija

Tablica 9.1 Progibi i kutovi zaokreta u svim toCkama nosaca
E

Presjek: A B C D
-14,345 -15,815 -13,799

U3 (mm) -7,446 -11,116

R2(rad) | 0,003711 | 0,00355 | 0,002587 | -0,000278 | -0,003107

G H | J
3,79

Presjek: F

U3 (mm) -10,1 -6,159 -2,545 0,708

-0.00394 | -0.00381 | -0.003419 | -0.003143 | -0.003061

R2 (rad)

Usporedba analitickih i numerickih vrijednosti za progib i kut zaokreta:

Tablica 9.2 Usporedba analitickih i numerickih vrijednosti

Progib (mm): Kut zaokreta (rad):

x (m) 0 3.0 0 3,0
Analiticki -7.4 -15,8 -0,00369 -0,000278
Numericki -7.45 -15,82 -0,00371 -0,000278

Razlika izmedu analitickog i numerickog rjesenja iznosi oko 1%.
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Zakljucak

10. ZAKLJUCAK

Ovaj rad naglasava klju¢nu ulogu nosaca na elasticnoj podlozi u modernom inzenjerstvu.
Koristenje ovih nosata omogucuje ravnomjernu raspodjelu opterecenja, povecanu
stabilnost te smanjenje vibracija u konstrukcijama. Elasticne podloge znatno umanjuju
negativne posljedice koncentriranih opterecenja i neujednacenih slijeganja, sto doprinosi
dugotrajnosti i otpornosti konstrukcija.

Rad ukljuCuje proracune unutarnjih sila i deformacija za razne vrste nosaca uz razlicite rubne
uvjete te usporeduje analiticke i numericke metode rjeSavanja. Pokazano je da su
odstupanja minimalna, manja od 1%, Sto ukazuje na visoku preciznost analitickih izraza.

Nosaci na elasticnoj podlozi pokazuju izuzetnu prilagodljivost u Sirokom spektru
inzenjerskih primjena, ukljucujuci potporne zidove mostova te temelje za strojeve i zgrade.
Njihova prisutnost je takoder vidljiva u temeljima tehnickih konstrukcija, poput pragova
ispod zeljeznickih tracnica i temeljnih greda tracnica luckih dizalica. U slucajevima kada su
konstrukcije izlozene raznolikim opterecenjima, njihova vaznost u suvremenom
inzenjerskom projektiranju dodatno dolazi do izrazaja, pridonoseci optimizaciji gradnje i

smanjenju troskova odrzavanja.
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