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𝑞𝑟 = −𝑘 ∙ 𝑤

𝑘 = 𝑘1 ∙ 𝑏

Slika 2.1 Nosač na elastičnoj podlozi [1] 

Tablica 2.1 Moduli podloge za materijale [1] 



Slika 2.2 Ovisnost reakcije o progibu [1] 



 

Slika 3.1 Nosač opterećen koncentriranim silama [1] 

 

𝐸𝐼
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2 = −𝑀

𝐸𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 = −
𝑑2𝑀

𝑑𝑥2

𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
= −(𝑞 + 𝑞𝑟)

𝐸𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 = −𝑘 ∙ 𝑤 + 𝑞

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 +
𝑘

𝐸𝐼
∙ 𝑤 =

𝑞

𝐸𝐼

𝑘

𝐸𝐼
= 4𝛼4;       𝛼 = √

𝑘

4𝐸𝐼

4

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 + 4𝛼4𝑤 =
𝑞

𝐸𝐼



𝛼,

𝑞 

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+ 4𝛼4𝑤 = 0

𝑤 = 𝑒𝑟𝑥

(𝑟4+4𝛼4) ∙ 𝑒𝑟𝑥 = 0

𝑟4+4𝛼4 = 0

𝑟 = ±𝛼 ∙ (1 ± 𝑖),   𝑖 = √−1

𝑤 = 𝑒𝛼𝑥 ∙ [𝐴 cos 𝛼𝑥 + 𝐵 sin 𝛼𝑥] + 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [𝐶 cos 𝛼𝑥 + 𝐷 sin 𝛼𝑥]

• 

• 

• 

𝑤 = 𝑒𝛼𝑥 ∙ [𝐴 cos 𝛼𝑥 + 𝐵 sin 𝛼𝑥] + 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [𝐶 cos 𝛼𝑥 + 𝐷 sin 𝛼𝑥] + 𝑤𝑝



𝑤𝑝 =
𝑞0

𝑘
,         𝑞 = 𝑞0 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.



 

 

𝑥 → ∞, 

 

Slika 4.1 Reakcije nosača na koncentrirano opterećenje [1] 

 

𝑤 = 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [𝐶 cos 𝛼𝑥 + 𝐷 sin 𝛼𝑥]

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′(0) = −
𝐹

2

Slika 4.2 Desni dio nosača [1] 

 



w′ = −α ∙ e−αx ∙ [(C + D) ∙ sin αx + (C − D) ∙ cos αx]

w′(0) = −α ∙ (𝐶 − 𝐷) = 0

𝐶 = 𝐷

𝑤 = 𝐶𝑒−𝛼𝑥 ∙ [cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥]

w′ = −2α𝐶𝑒−𝛼𝑥 ∙ sin 𝛼𝑥

w′′ = −2α2𝐶𝑒−𝛼𝑥 ∙ [cos 𝛼𝑥 − sin 𝛼𝑥]

w′′′ = 4α3𝐶𝑒−𝛼𝑥 ∙ cos 𝛼𝑥

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′(0) = −
𝐹

2

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′(0) = −𝐸𝐼 ∙ 4α3𝐶 = −
𝐹

2

𝐶 =
𝐹

8𝐸𝐼∙α3

𝑤 =
𝐹

8𝐸𝐼∙α3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥],      𝑥 ≥ 0

𝑤 =
𝐹

8𝐸𝐼∙α3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [√2 ∙ sin(𝛼𝑥 +
𝜋

4
)]

λ

𝜆 =
2𝜋

𝛼
= 2𝜋 ∙ √

4𝐸𝐼

𝑘

4



𝜑 = 𝑤′ = −
𝐹

4𝐸𝐼𝛼2 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ sin 𝛼𝑥

𝑀 = −𝐸𝐼 ∙ 𝑤′′ =
𝐹

4𝛼
∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 − sin 𝛼𝑥)

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′ = −
𝐹

2
∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ cos 𝛼𝑥

𝑓1(𝛼𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥)

𝑓2(𝛼𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥 ∙ sin 𝛼𝑥

𝑓3(𝛼𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 − sin 𝛼𝑥)

𝑓4(𝛼𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥 ∙ cos 𝛼𝑥

𝑤 =
𝐹

8𝐸𝐼∙𝛼3
∙ 𝑓1(𝛼𝑥)

𝜑 = 𝑤′ =
𝐹

4𝐸𝐼∙𝛼2 ∙ 𝑓2(𝛼𝑥)

𝑀 =
𝐹

4𝛼
∙ 𝑓3(𝛼𝑥)

𝑇 = −
𝐹

2
∙ 𝑓4(𝛼𝑥)

𝑥 ≥ 0



𝑤(0) = 𝑤𝑚𝑎𝑥 =
𝐹

8𝐸𝐼∙α3 =
𝐹𝛼

2𝑘

𝜑(0) = 0

𝑀(0) = 𝑀𝑚𝑎𝑥 =
𝐹

4𝛼

𝑇(0) = 𝑇𝑚𝑎𝑥 = −
𝐹

2

Slika 4.3 Opterećenje nosača i poprečni presjek  

𝐸 = 2,1 ∙ 105 MPa

𝐼𝑦 = 2,3 ∙ 106 mm4

𝛼 = √
𝑘

4𝐸𝐼𝑦

4
= √

750

4∙2,1∙105∙2,3∙106∙10−12

4
= 4,44 

1

m

𝛼 ∙ 𝐿 = 4,44 ∙ 5 = 22,19 > 5

𝑤 =
𝐹

8𝐸𝐼𝑦𝛼3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [cos(𝛼𝑥) + sin(𝛼𝑥)] =
100∙103

8∙2,1∙105∙2,3∙106∙0,004443 = 0,296 mm

𝜑 = 𝑤′ = −
𝐹

4𝐸𝐼𝑦𝛼2
∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ sin(𝛼𝑥) = 0



𝑀(𝑥) =
𝐹

4𝛼
∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [cos(𝛼𝑥) − sin(𝛼𝑥)] =

100

4∙4,44
= 5,63 kNm

𝑇(𝑥) = −
𝐹

2
∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ cos(𝛼𝑥) = −

100

2
= −50 kN

Slika 4.4 Grafovi progiba, kuta zaokreta i unutarnjih sila 

 

𝑓1(𝛼𝑥0) = 𝑒−𝛼𝑥0 ∙ (cos 𝛼𝑥0 + sin 𝛼𝑥0)

cos 𝛼𝑥0 + sin 𝛼𝑥0 = 0

tan 𝛼𝑥0 = −1

𝛼𝑥0 =
3𝜋

4
,

7𝜋

4
,

11𝜋

4
 , …

𝑥0 =
3𝜋

4𝛼
,

7𝜋

4𝛼
,

11𝜋

4𝛼
 , …
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𝑤(𝜋) = 0,043𝑤𝑚𝑎𝑥 𝑤(2𝜋) =

0,0019𝑤𝑚𝑎𝑥 𝑥 =
2𝜋

𝛼

α



 

Slika 4.5 Nosač opterećen koncentriranim silama [1] 

 

𝑤(0) =
1

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ ∑ 𝐹𝑖𝑒−𝛼𝑥𝑖 ∙ (cos 𝛼𝑥𝑖 + sin 𝛼𝑥𝑖) =
1

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙𝑛
𝑖=1 ∑ 𝐹𝑖 ∙ 𝑓1(𝛼𝑥𝑖)𝑛

𝑖=1  

𝜑(0) = −
1

4𝐸𝐼∙𝛼2
∙ ∑ 𝐹𝑖𝑒

−𝛼𝑥𝑖 ∙ sin 𝛼𝑥𝑖 = −
1

4𝐸𝐼∙𝛼2
∙𝑛

𝑖=1 ∑ 𝐹𝑖 ∙ 𝑓2(𝛼𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1

𝑀(0) =
1

4𝛼
∙ ∑ 𝐹𝑖𝑒

−𝛼𝑥𝑖 ∙ (cos 𝛼𝑥𝑖 − sin 𝛼𝑥𝑖) =
1

4𝛼
∙𝑛

𝑖=1 ∑ 𝐹𝑖 ∙ 𝑓3(𝛼𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1

𝑇(0) = −
1

2
∙ ∑ 𝐹𝑖𝑒−𝛼𝑥𝑖 ∙ cos 𝛼𝑥𝑖 = −

1

2
∙𝑛

𝑖=1 ∑ 𝐹𝑖 ∙ 𝑓4(𝛼𝑥𝑖)𝑛
𝑖=1



 

 

Slika 4.6 Točka u opterećenom dijelu [1] 

 

𝑑𝑤 =
𝑞 𝑑𝑥

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥)

𝑤 = ∫
𝑞 𝑑𝑥

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥)
𝑎

0
+ ∫

𝑞 𝑑𝑥

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥)
𝑏

0

𝑤 =
𝑞 

8𝐸𝐼∙𝛼4
(2 − 𝑒−𝛼𝑎 ∙ cos 𝛼𝑎 − 𝑒−𝛼𝑏 ∙ cos 𝛼𝑏)

𝑤 =
𝑞 

2𝑘
(2 − 𝑒−𝛼𝑎 ∙ cos 𝛼𝑎 − 𝑒−𝛼𝑏 ∙ cos 𝛼𝑏)  



 

Slika 4.7 Točka izvan neopterećenog dijela [1] 

 

𝑤 = ∫
𝑞 𝑑𝑥

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥)
𝑎

0
− ∫

𝑞 𝑑𝑥

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥)
𝑏

0

𝑤 =
𝑞 

8𝐸𝐼∙𝛼4
(𝑒−𝛼𝑏 ∙ cos 𝛼𝑏 − 𝑒−𝛼𝑎 ∙ cos 𝛼𝑎)

𝑤 =
𝑞 

2𝑘
(𝑒−𝛼𝑏 ∙ cos 𝛼𝑏 − 𝑒−𝛼𝑎 ∙ cos 𝛼𝑎)



 

Slika 4.8 Opterećenje koncentriranim momentom [1] 

 

𝐹 ∙ 𝑒 = 𝑀𝑜;   𝑒 → 0

𝑤 =
𝐹

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ {𝑓1(𝛼𝑥) − 𝑓1[𝛼(𝑥 + 𝑒)]} = −
𝑀𝑜

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙
𝑓1[𝛼(𝑥+𝑒)]−𝑓1(𝛼𝑥)

𝑒

𝑤 = −
𝑀𝑜

8𝐸𝐼∙𝛼3 lim
𝑒→0

𝑓1[𝛼(𝑥+𝑒)]−𝑓1(𝛼𝑥)

𝑒
= −

𝑀𝑜

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙
𝑑𝑓1(𝛼𝑥)

𝑑𝑥

𝑤 =
𝑀𝑜

4𝐸𝐼∙𝛼2 ∙ 𝑒−𝛼𝑥 ∙ sin 𝛼𝑥 =
𝑀𝑜

4𝐸𝐼∙𝛼2 ∙ 𝑓2(𝛼𝑥)

𝑤 =
𝑀𝑜

4𝐸𝐼∙𝛼2
∙ 𝑓2(𝛼𝑥)

𝜑 = 𝑤′ =
𝑀𝑜

4𝐸𝐼𝛼
∙ 𝑓3(𝛼𝑥)

𝑀 = −𝐸𝐼𝑤′′ =
𝑀𝑜

2
∙ 𝑓4(𝛼𝑥)

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′ = −
𝑀𝑜𝛼

2
∙ 𝑓1(𝛼𝑥)



 

Slika 5.1 Polubeskonačno dugi nosač opterećen momentom i silom [1] 

 

𝑥 → ∞

𝑤 = 𝑒−𝛼𝑥 ∙ [𝐶 cos 𝛼𝑥 + 𝐷 sin 𝛼𝑥]

𝑀 = −𝐸𝐼𝑤′′(0) = 𝑀0

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′(0) = −𝐹0

𝑤′′ = −2𝑒−𝛼𝑥 ∙ 𝛼2 ∙ [𝐷 cos 𝛼𝑥 − 𝐶 sin 𝛼𝑥]

𝑤′′′ = 2𝑒−𝛼𝑥 ∙ 𝛼3 ∙ [𝐷(sin 𝛼𝑥 + cos 𝛼𝑥) − 𝐶 (sin 𝛼𝑥 − cos 𝛼𝑥)]

𝐷 =
𝑀0

2𝐸𝐼∙𝛼2

𝐶 =
𝐹0−𝛼∙𝑀0

2𝐸𝐼∙𝛼3



𝑤 =
𝑒−𝛼𝑥

2𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ [𝐹0 ∙ cos 𝛼𝑥 − 𝛼𝑀0 ∙ (cos 𝛼𝑥 − sin 𝛼𝑥)]  

𝑤 =
1

2𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ [𝐹0 ∙ 𝑓4(𝛼𝑥) − 𝛼𝑀0 ∙ 𝑓3(𝛼𝑥)]  

𝑤(0) =
𝐹0−𝛼∙𝑀0

2𝐸𝐼∙𝛼3

𝜑 = 𝑤′ = −
𝑒−𝛼𝑥

2𝐸𝐼∙𝛼2 ∙ [𝐹0 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥) − 2𝛼𝑀0 ∙ cos 𝛼𝑥]

𝜑 = −
1

2𝐸𝐼∙𝛼2 ∙ [𝐹0 ∙ 𝑓1(𝛼𝑥) − 2𝛼𝑀0 ∙ 𝑓4(𝛼𝑥)]

𝑀 = −𝐸𝐼𝑤′′ = −
𝑒−𝛼𝑥

𝛼
∙ [𝐹0 ∙ sin 𝛼𝑥 − 𝛼𝑀0 ∙ (cos 𝛼𝑥 + sin 𝛼𝑥)]  

𝑀 = −
1

𝛼
∙ [𝐹0 ∙ 𝑓2(𝛼𝑥) − 𝛼𝑀0 ∙ 𝑓1(𝛼𝑥)]  

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′ = −𝑒−𝛼𝑥 ∙ [𝐹0 ∙ (cos 𝛼𝑥 − sin 𝛼𝑥) − 2𝛼𝑀0 ∙ sin 𝛼𝑥]

𝑇 = −[𝐹0 ∙ 𝑓3(𝛼𝑥) + 2𝛼𝑀0 ∙ 𝑓2(𝛼𝑥)]

 



Slika 5.2 Proračun superpozicijom [1] 

 

𝑤𝑎 = 𝑤𝑏 + 𝑤𝑐

𝑤𝑏 =
𝐹

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ 𝑓1(𝛼𝑥)

𝑤𝑐 =
1

2𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ {𝑇 ∙ 𝑓4 ∙ [𝛼(𝑥 + 𝑐)] + 𝛼𝑀 ∙ 𝑓3 ∙ [𝛼(𝑥 + 𝑐)]}

𝑤𝑎 =
𝐹

8𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ 𝑓1(𝛼𝑥) +
1

2𝐸𝐼∙𝛼3 ∙ {𝑇 ∙ 𝑓4 ∙ [𝛼(𝑥 + 𝑐)] + 𝛼𝑀 ∙ 𝑓3 ∙ [𝛼(𝑥 + 𝑐)]}



 

Slika 6.1 Konačno dugi nosač na elastičnoj podlozi [1] 

 

𝑤 = 𝐶1 sin 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥 + 𝐶2 sin 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥 + 𝐶3 cos 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥

+𝐶4 cos 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥   

 

𝑤′ = (𝐶2 − 𝐶3)𝛼 sin 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥 + (𝐶1 − 𝐶4)𝛼 sin 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥

+(𝐶1 + 𝐶4)𝛼 cos 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥 + (𝐶2 + 𝐶3)𝛼 cos 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥  

𝑤′′ = 2𝐶1𝛼2 cos 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥 + 2𝐶2𝛼2 cos 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥

−2𝐶3𝛼2 sin 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥 − 2𝐶4𝛼2 sin 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥

𝑤′′′ = 2(𝐶2 − 𝐶3)𝛼3 cos 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥 + 2(𝐶1 − 𝐶4)𝛼3 cos 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥

−2(𝐶1 + 𝐶4)𝛼3 sin 𝛼𝑥 ∙ cosh 𝛼𝑥 − 2(𝐶2 + 𝐶3)𝛼3 sin 𝛼𝑥 ∙ sinh 𝛼𝑥



𝑀 = −𝐸𝐼𝑤′′(0) = 0

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′(0) = 0

𝑥 =
𝑙

2

𝑤′ (
𝑙

2
) = 0

𝑇 = −𝐸𝐼𝑤′′′ (
𝑙

2
) =

𝐹

2

𝑤′′(0) = 2𝐶1𝛼2 = 0,   𝐶1 = 0

𝑤′′′(0) = 2(𝐶2 − 𝐶3)𝛼3 = 0, 𝐶2 = 𝐶3

𝑤′ (
𝑙

2
) = 𝐶4𝛼 [cos (𝛼

𝑙

2
) ∙ sinh (𝛼

𝑙

2
) − sin (𝛼

𝑙

2
) ∙ cosh (𝛼

𝑙

2
)]

+𝐶32𝛼 ∙ cos (𝛼
𝑙

2
) ∙ cosh (𝛼

𝑙

2
) = 0

𝑤′′′ (
𝑙

2
) = −𝐶42𝛼3 [cos (𝛼

𝑙

2
) ∙ sinh (𝛼

𝑙

2
) + sin (𝛼

𝑙

2
) ∙ cosh (𝛼

𝑙

2
)]

−𝐶34𝛼3 ∙ sin (𝛼
𝑙

2
) ∙ sinh (𝛼

𝑙

2
) = −

𝐹

2𝐸𝐼

𝐶3 =
𝐹𝛼

𝑘
∙

sin(𝛼
𝑙

2
)∙cosh(𝛼

𝑙

2
)−cos(𝛼

𝑙

2
)∙sinh(𝛼

𝑙

2
)

sinh(𝛼𝑙)+sin(𝛼𝑙)

𝐶4 =
2𝐹𝛼

𝑘
∙

cos(𝛼
𝑙

2
)∙cosh(𝛼

𝑙

2
)

sinh(𝛼𝑙)+sin(𝛼𝑙)



𝑤 =
𝐹𝛼

𝑘
{

sin(𝛼
𝑙

2
)∙cosh(𝛼

𝑙

2
)−cos(𝛼

𝑙

2
)∙sinh(𝛼

𝑙

2
)

sinh(𝛼𝑙)+sin(𝛼𝑙)
 ∙ [sin(𝛼𝑥) ∙ cosh(𝛼𝑥) + cos(𝛼𝑥) ∙

sinh(𝛼𝑥)] +
2 cos(𝛼

𝑙

2
)∙cosh(𝛼

𝑙

2
)

sinh(𝛼𝑙)+sin(𝛼𝑙)
∙ cos(𝛼𝑥) ∙ cosh(𝛼𝑥)} 0 ≤ 𝑥 <

𝑙

2

𝑙

2
< 𝑥 ≤ 𝑙

𝑤𝐴 = 𝑤(0) =
2𝐹𝛼

𝑘
∙

cos(𝛼
𝑙

2
)∙cosh(𝛼

𝑙

2
)

sinh(𝛼𝑙)+sin(𝛼𝑙)

𝑤𝑐 = 𝑤 (
𝑙

2
) =

𝐹𝛼

2𝑘
∙

2+cos(𝛼𝑙)+cosh(𝛼𝑙)

sinh(𝛼𝑙)+sin(𝛼𝑙)

𝑤𝐴

𝑤𝑐
=

𝑤(0)

𝑤(
𝑙

2
)

=
4 cos(𝛼

𝑙

2
)∙cosh(𝛼

𝑙

2
)

2+cos(𝛼𝑙)+cosh(𝛼𝑙)

Slika 6.2 Grafički prikaz odnosa progiba i αl [1] 

 

α

α

α

α

 α

𝑤 =
𝐹

𝑘𝑙



Slika 6.3 Linearna reakcija sustava [1] 

 

  α

 α



 

Slika 7.1 Nosač na jednako razmaknutim ležajevima [1] 

 

𝑎 ≤
𝜋

4𝛼

𝑅

𝑎
=

𝐾𝑤

𝑎
= 𝑞

𝑘 =
𝐾

𝑎



 

α β.

β

β

𝐹1 = cosh 𝛽𝑥 cos 𝛽𝑥

𝐹2 = cosh 𝛽𝑥 sin 𝛽𝑥 + sinh 𝛽𝑥 cos 𝛽𝑥

𝐹3 = sinh 𝛽𝑥 sin 𝛽𝑥

𝐹4 = cosh 𝛽𝑥 sin 𝛽𝑥 − sinh 𝛽𝑥 cos 𝛽𝑥

𝐹𝑎1 = [𝑥 − 𝑎]0 cosh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] cos[𝛽(𝑥 − 𝑎)]

𝐹𝑎2 = cosh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] sin[𝛽(𝑥 − 𝑎)] + sinh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] cos[𝛽(𝑥 − 𝑎)]

𝐹𝑎3 = sinh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] sin[𝛽(𝑥 − 𝑎)]

𝐹𝑎4 = cosh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] sin[𝛽(𝑥 − 𝑎)] − sinh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] cos[𝛽(𝑥 − 𝑎)]

𝐹𝑎5 = [𝑥 − 𝑎]0 − 𝐹𝑎1

𝜃 = 𝜃𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝑀𝐴

2𝐸𝐼𝛽
∙ 𝐹2 +

𝑅𝐴

2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝑦𝐴 ∙ 𝛽 ∙ 𝐹4 −
𝑊

2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹𝑎3



𝑦 = 𝑦𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝜃𝐴

2𝛽
∙ 𝐹2 +

𝑀𝐴

2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 +
𝑅𝐴

4𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹4 −
𝑊

4𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹𝑎4

𝑀 = 𝑀𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝑅𝐴

2𝛽
∙ 𝐹2 − 𝑦𝐴2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝜃𝐴𝐸𝐼𝛽 ∙ 𝐹4 −

𝑊

2𝛽
∙ 𝐹𝑎2

𝑉 = 𝑅𝐴 ∙ 𝐹1 − 𝑦𝐴2𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹2 − 𝜃𝐴2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝑀𝐴𝛽𝐹4 − 𝑊𝐹𝑎1

𝑉 = 𝑅𝐴 ∙ 𝐹1 − 𝑦𝐴2𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹2 − 𝜃𝐴2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝑀𝐴𝛽𝐹4 −
𝑊

2𝛽
𝐹𝑎2

𝑀 = 𝑀𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝑅𝐴

2𝛽
∙ 𝐹2 − 𝑦𝐴2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝜃𝐴𝐸𝐼𝛽 ∙ 𝐹4 −

𝑊

2𝛽2 ∙ 𝐹𝑎3

𝜃 = 𝜃𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝑀𝐴

2𝐸𝐼𝛽
∙ 𝐹2 +

𝑅𝐴

2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝑦𝐴 ∙ 𝛽 ∙ 𝐹4 −
𝑊

4𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹𝑎4

𝑦 = 𝑦𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝜃𝐴

2𝛽
∙ 𝐹2 +

𝑀𝐴

2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 +
𝑅𝐴

4𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹4 −
𝑊

4𝐸𝐼𝛽4 ∙ 𝐹𝑎5

𝑉 = 𝑅𝐴 ∙ 𝐹1 − 𝑦𝐴2𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹2 − 𝜃𝐴2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝑀𝐴𝛽𝐹4 + 𝐿𝑇𝑣

𝑀 = 𝑀𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝑅𝐴

2𝛽
∙ 𝐹2 − 𝑦𝐴2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝜃𝐴𝐸𝐼𝛽 ∙ 𝐹4 + 𝐿𝑇𝑀

𝜃 = 𝜃𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝑀𝐴

2𝐸𝐼𝛽
∙ 𝐹2 +

𝑅𝐴

2𝐸𝐼𝛽2
∙ 𝐹3 − 𝑦𝐴 ∙ 𝛽 ∙ 𝐹4 + 𝐿𝑇𝜃

𝑦 = 𝑦𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝜃𝐴

2𝛽
∙ 𝐹2 +

𝑀𝐴

2𝐸𝐼𝛽2
∙ 𝐹3 +

𝑅𝐴

4𝐸𝐼𝛽3
∙ 𝐹4 + 𝐿𝑇𝑦

θ



 

𝐸 = 2,1 ∙ 105 MPa

𝑘1 = 18 N/mm3

 

Slika 9.1 Opterećenje nosača i poprečni presjek 

𝐼𝑦 = 2 ∙ [
20∙1403

12
+ 20 ∙ 140 ∙ (70 − 62,5)2] +

40∙203

12
+ 20 ∙ 40 ∙ (62,5 − 10)2

= 116,93 ∙ 105 mm4

𝑆𝑦
𝑐 = 2 ∙ [20 ∙ 50 ∙ (77,5 − 25). ] = 105000 mm3

𝑘 = 𝑘1 ∙ 𝑏 = 18 ∙ 80 = 1440 N/mm2

𝛼 = √
𝑘

4𝐸𝐼𝑦

4
= √

1440

4∙2,1∙105∙116,93∙105

4
= 3,48 ∙ 10−3  

1

mm



𝛼𝑎 = 3,48 ∙ 10−3 ∙ 200 = 0,696

𝛼𝑏 = 3,48 ∙ 10−3 ∙ 150 = 0,522

𝑤 =
𝐹

8𝐸𝐼𝑦𝛼3 ∙ 𝑒−𝛼𝑎 ∙ [cos(𝛼𝑎) + sin(𝛼𝑎)] −
𝑀

4𝐸𝐼𝑦𝛼2 ∙ 𝑒−𝛼𝑏 ∙ sin(𝛼𝑏) =

200∙103

8∙2,1∙105∙116,93∙105∙(3,48∙10−3)3
∙ 𝑒−0,696 ∙ [cos(0,696) + sin(0,696)] −

80∙106

4∙2,1∙105∙116,93∙105∙(3,48∙10−3)2 ∙ 𝑒−0,522 ∙ sin(0,522)

= −0,029 mm

𝜑 = 𝑤′ = −
𝐹

4𝐸𝐼𝑦𝛼2 ∙ 𝑒−𝛼𝑎 ∙ sin(𝛼𝑎) +
𝑀

4𝐸𝐼𝑦𝛼
∙ 𝑒−𝛼𝑏 ∙ [cos(𝛼𝑏) − sin(𝛼𝑏)] =

−
200∙103

4∙2,1∙105∙116,93∙105∙(3,48∙10−3)2 ∙ 𝑒−0,696 ∙ sin(0,696) +

80∙106

4∙2,1∙105∙116,93∙105∙3,48∙10−3 ∙ 𝑒−0,522 ∙ [cos(0,522) − sin(0,522)]

= −2,615 ∙ 10−5 rad

𝑀(𝑥) =
𝐹

4𝛼
∙ 𝑒−𝛼𝑎 ∙ [cos(𝛼𝑎) − sin(𝛼𝑎)] −

𝑀

2
∙ 𝑒−𝛼𝑏 ∙ cos(𝛼𝑏)

=
200∙103

4∙3,48∙10−3
∙ 𝑒−0.696 ∙ [cos(0,696) − sin(0,696)] −

80∙106

2
∙ 𝑒−0,522 ∙ cos(0,522)

= −19,67 kNm

𝑇(𝑥) = −
𝐹

2
∙ 𝑒−𝛼𝑎 ∙ cos(𝛼𝑎) −

𝑀𝛼

2
∙ 𝑒−𝛼𝑏 ∙ [cos(𝛼𝑏) + sin(𝛼𝑏)]

= −
200

2
∙ 𝑒−0.696 ∙ cos(0,696) −

80∙3,48

2
∙ 𝑒−0.522 ∙ [cos(0,522) + sin(0,522)]

= −151,04 kN



𝜎𝑥
𝑐 =

𝑀(𝑥)

𝐼𝑦
∙ 𝑧𝑐 =

−19,67∙106

116,93∙105 ∙ (−27,5) = 46,26 MPa (vlak)

𝜏𝑥𝑧
𝑐 =

𝑇(𝑥)∙𝑆𝑦
𝑐

𝐼𝑦∙𝑏𝑐
=

−151,04∙103∙105000

116,93∙105∙40
= −33,91 MPa 

𝜎1,2
𝑐 =

𝜎𝑥
𝑐

2
±

1

2
∙ √(𝜎𝑥

𝑐)2 + 4 ∙ (𝜏𝑥𝑧
𝑐 )2

𝜎1
𝑐 =

46,26

2
+

1

2
∙ √(46,26)2 + 4 ∙ (−33,91)2 = 64,18 MPa (vlak)

𝜎2
𝑐 =

46,26

2
−

1

2
∙ √(46,26)2 + 4 ∙ (−33,91)2 = −17,92 MPa (tlak)

𝜎𝑥
𝑐 + 𝜎𝑦

𝑐 = 𝜎1
𝑐 + 𝜎2

𝑐

𝜎𝑧
𝑐 = 0

tan 2𝜑0 =
2∙𝜏𝑥𝑧

𝑐

𝜎𝑥
𝑐 =

2∙(−33,91)

64,18+(−17,92)
= −1,466 =>  𝜑0 = −27,85°

tan 𝜑01 =
𝜏𝑥𝑧

𝑐

𝜎1
𝑐−𝜎𝑧

𝑐 =
−33,91

64,18−0
= −0,528 =>  𝜑0 = −27,83°

tan 𝜑02 =
𝜏𝑥𝑧

𝑐

𝜎2
𝑐−𝜎𝑧

𝑐 =
−33,91

−17,92−0
= 1,892 =>  𝜑0 = 62,15°



𝐸 = 21,7 ∙ 106 kN/m2

𝑘1 = 10000 kN/m3

𝑙 = 10 m

𝑎 = 3 m

𝑊 = 300 kN

Slika 9.2 Nosač konačne duljine na elastičnoj podlozi opterećen koncentriranom 

silom [5] 

𝐼 =
0,4∙0,43

12
= 2,13 ∙ 10−3 m4

𝛽 = (
𝑏∙𝑘1

4𝐸𝐼
)

1

4
= (

0,4∙10000

4∙21,7∙106∙2,13∙10−3
)

1

4
= 0,38337 

1

m

𝛽𝑙 = 0,3833 ∙ 10 = 3,833

𝛽(𝑙 − 𝑎) = 0,3833 ∙ (10 − 3) = 2,6831



𝐶2 = cosh 𝛽𝑙 sin 𝛽𝑙 + sinh 𝛽𝑙 cos 𝛽𝑙 = −32,5234

𝐶3 = sinh 𝛽𝑙 sin 𝛽𝑙 = −14,7225

𝐶4 = cosh 𝛽𝑙 sin 𝛽𝑙 − sinh 𝛽𝑙 cos 𝛽𝑙 = 3,0508

𝐶11 = (sinh 𝛽𝑙)2 − (sin 𝛽𝑙)2 = 532,7251

𝐶𝑎1 = cosh[𝛽(𝑙 − 𝑎)] cos[𝛽(𝑙 − 𝑎)] = −6,5903

𝐶𝑎2 = cosh[𝛽(𝑙 − 𝑎)] sin[𝛽(𝑙 − 𝑎)] + sinh[𝛽(𝑙 − 𝑎)] cos[𝛽(𝑙 − 𝑎)] = −3,2762

𝑅𝐴 = 𝑀𝐴 = 0

𝜃𝐴 =
𝑊

2𝐸𝐼𝛽2 ∙
𝐶2∙𝐶𝑎2−2∙𝐶3∙𝐶𝑎1

𝐶11
=

300

2∙21,7∙106∙2,13∙10−3∙0,38332 ∙
−32,5234∙(−3,2762 )−2∙(−14,7225)∙(−6,5903)

532,7251

= −3,69 ∙ 10−3 rad

𝑦𝐴 =
𝑊

2𝐸𝐼𝛽3 ∙
𝐶4∙𝐶𝑎1−𝐶3∙𝐶𝑎2

𝐶11
=

300

2∙21,7∙106∙2,13∙10−3∙0,38333 ∙
3,0508∙(−6,5903)−(−14,7225)∙(−3,2762 )

532,7251

= −7,4 ∙ 10−3 m = −7,4 mm

𝐹1 = cosh 𝛽𝑥 cos 𝛽𝑥 = 0,7098

𝐹2 = cosh 𝛽𝑥 sin 𝛽𝑥 + sinh 𝛽𝑥 cos 𝛽𝑥 = 2,1661

𝐹4 = cosh 𝛽𝑥 sin 𝛽𝑥 − sinh 𝛽𝑥 cos 𝛽𝑥 = 1,0052

𝐹𝑎4 = cosh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] sin[𝛽(𝑥 − 𝑎)] − sinh[𝛽(𝑥 − 𝑎)] cos[𝛽(𝑥 − 𝑎)] = 0

𝑦(𝑥 = 3) = 𝑦𝐴 ∙ 𝐹1 +
𝜃𝐴

2𝛽
∙ 𝐹2 −

𝑊

4𝐸𝐼𝛽3 ∙ 𝐹𝑎4 = −7,4 ∙ 10−3 ∙ 0,7098 +
−3,69∙10−3

2∙0,38337
∙ 2,1661 −

300

4∙21,7∙106∙2,13∙10−3∙0,383373 ∙ 0 = −0,0158 𝑚 = −15,8 mm



𝜃(𝑥 = 3) = 𝜃𝐴 ∙ 𝐹1 − 𝑦𝐴 ∙ 𝛽 ∙ 𝐹4 −
𝑊

2𝐸𝐼𝛽2
∙ 𝐹𝑎3 = −3,69 ∙ 10−3 ∙ 0,7098 − (−7,4 ∙ 10−3) ∙

0,38337 ∙ 1,0052 − 0 = −2,78 ∙ 10−4 rad

𝑀 = −𝑦𝐴 ∙ 2𝐸𝐼𝛽2 ∙ 𝐹3 − 𝜃𝐴 ∙ 𝐸𝐼𝛽 ∙ 𝐹4

= −(−7,4 ∙ 10−3) ∙ 2 ∙ 21,7 ∙ 106 ∙ 2,13 ∙ 10−3 ∙ 0,383372 ∙ 1,2966

− (−3,69 ∙ 10−3) ∙ 21,7 ∙ 106 ∙ 2,13 ∙ 10−3 ∙ 0,38337 ∙ 1,0052 = 190,9 kNm 

Slika 9.3 Model opterećen koncentriranom silom u presjeku D 

 

Slika 9.4 Dijagram momenata savijanja 

Slika 9.5 Dijagram poprečnih sila 



Slika 9.6 Progibna linija 

Tablica 9.1 Progibi i kutovi zaokreta u svim točkama nosača 

Tablica 9.2 Usporedba analitičkih i numeričkih vrijednosti 



 





 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 


