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1. Gumena prizma nalazi se unutar apsolutno krutog okvira. Za zadano
opteretenje odredi koeficijent ,k“ takav da je promjena volumena
prizme jednaka nuli (AV=0 mm3) . Zanemariti trenje izmedu gumene
prizme i okvira.

Equna=15 MPa;

Vauma=0, 45.

Y
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2. Celic¢na prizma nalazi se unutar apsolutno krutog materijala.
Kolika naprezanja nastaju u prizmi ako na nju djeluje tlac¢na sila F
= 1100 kN? Napisite tenzor naprezanja.

E=2,1-10% MPa;
v=0, 3;

A=0,1 mm.

100 mm
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SAZETAK

Rad se bavi primjenom Hookeovog zakona za prostorno stanje
naprezanja. Teorijsko metodoloska polazista glavne teze
ukljuc¢uju analizu naprezanja u prizmama, odredivanje
koeficijenta k za gumenu prizmu te proracdun naprezanja za
¢elic¢nu prizmu. U prvom zadatku, odredivanje koeficijenta k za
gumenu prizmu ukljucuje proucavanje elastic¢nih svojstava
materijala i primjenu Hookeovog zakona. U drugom zadatku,
analiza naprezanja na Celiénoj prizmi zahtijeva izracun
tenzora naprezanja za opisivanje stanja napreznja u prizmi. Na
temelju proracduna naprezanja, mogu se izvesti zakljucci o
sigurnosti materijala, potrebnoj c¢vrstodi 1 stabilnosti
strukture prizme.

Kljuéne rijecéi: Hookeov zakon, naprezanje, koeficijent Xk,
elastic¢na svojstva, tenzor naprezanja, c¢vrstoca.
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SUMMARY

The paper deals with the application of Hook's law for spatial
stress analysis. The theoretical and methodological basis of
the main thesis includes analyzing stress in prisms,
determining the coefficient k for a rubber prism, and
calculating stress on a steel prism. In the first task,
determining the coefficent k for a rubber prism involves
studying the elastic properties of the material and applying
Hooke's law. In the second task, analyzing stress on the steel
prism requires calculating the stress tensor, which involves
determining all nine components of the stress tensor to
describe the stress state in the prism. Based on the stress
calculations, conclusions can be drawn regarding material
safety, required strength, and structural stability of the
prism.

Key words: Hooke's law, stress, coefficient k, elastic
properties, stress tensor, strength.
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1.UVOD

Tema ovog rada istrazuje primjenu Hook-ovog zakona u analizi
prostornog stanja naprezanja materijala. Hookov zakon je
fundamentalni princip u mehanici materijala koji opisuje
linearno- elastic¢no ponasSanje materijala pod djelovanjem
vanjskih sila. Razumijevanje ovog zakona kljucno je za
pravilnu interpretaciju ponasSanja materijala pod opteredenjem
te za predvidanja deformacija 1 naprezanja u materijalima.

Tema je od velike vaZnosti jer omoguc¢ava inZenjerima i
znanstvenicima da precizno analiziraju i1 predvide ponasSanje
materijala u razlic¢itim uvjetima opterecenja. Razumijevanje
prostornog stanja naprezanja kljucan je za razvoj sigurnih i
uc¢inkovitih konstrukcija, jer omogucuje identifikaciju
kritiénih tocaka naprezanja te optimizaciju dizajna materijala
kako bi se osigurala maksimalna &vrstoc¢a 1 izdrzljivost.

Kroz ovaj rad, istrazit ¢emo primjenu Hook-ovog zakona u
analizi prostornog stanja naprezanja te istaknuti vaZnost ovog
koncepta u inZenjerskoj praksi i znanstvenim istraZivanjima.
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2.VEZE IZMEPU NAPREZANJA I DEFORMACIJA

2.1 Eksperimentalni podaci o vezi izmedu naprezanja i deformacija

Funkcionalnu vezu izmedu naprezanja 1 deformacija ne mozZzemo
odrediti teorijski, wvel eksperimentalnim ispitivanjem uzoraka
izradenih od odredenog materijala. Pokusom utvrdujemo vezu
izmedu naprezanja i deformacija u obliku dijagrama pri odredenim
uvjetima. Isti se materijal ponasa razlic¢ito pri razlic¢itim
uvjetima. Izvode se pokusi na rastezanje, pritisak, posmik,
torziju 1 savijanje. Iz eksperimentalno dobivenih podataka
definiraju se veze 1izmedu naprezanja 1 deformacija ne samo za
promatrani ve¢ i za op¢i slucaj naprezanja i deformacija. Osnovni
oblik ispitivanja pri static¢kom optereéenju Jje na rastezanje.
Uzorci odredenih dimenzija i oblika rasteZu su uzduZnom silom F
u stroju za ispitivanje. Mjeri se velicdina sile F 1 produljenje
Al na mjerenoj duzini wuzorka 1lg, te se prikazuju u obliku
dijagrama rastezanja F- Al.

Fmax

FT | FE|Fp /

|
|
|
|

Slika 1 Dijagram rastezanja F- Al
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Na dijagramu uocavamo nekoliko karakteristiénih tocaka. U tocki
T nastaje teclenje materijala, odnosno deformacije rastu bez
povecanja opterecenja. Na poliranoj povrSini uzorka se
pojavlijuju kose linije nazvane Ludersovim linijama. Nakon stanja
teCenja materijal ponovno dobiva sposobnost da se opire
djelovanjima optereé¢enja. Dolazi do povec¢anja sile sve do tocke
M pri kojoj sila poprima maksimalnu vrijednost Fpa.x. Nakon tocke
M nastupa iscrpljenost materijala, produljenje raste do tocke L
u kojoj nastupa raskid uzorka. Trajno produljenje uzorka nakon
raskida AL; naziva se apsolutno produljenje pri raskidu. Uzorak
se u uzduznom smjeru produlji za Al= 1-1p;, a u poprecnom smjeru
suzi za Ad= d-do. Kad opterec¢enje dosegne tocku M daljnja
deformacija uzorka lokalizira se na manjem dijelu epruvete (sl.
2.3) 8to dovodi do naglog suzenja presjeka 1 pojave grla na
uzorku (sl 2.2). Raskid epruvete nastupa na najmanjem presjeku
Ay,

Slika 2 Pojava grla na uzorku

Slika 3 Lokaliziranje deformacija na manjem dijelu epruvete
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Produljenje Alr trajno je ili plasticno.

Da bismo dobili dijagram koji karakterizira mehanic¢ka svojstva
materijala neovisno o apsolutnim dimenzijama uzorka, dijagram
rastezanja u koordinatnom sustavu F- Al transformira se u
koordinatni sustav o-¢.

Na slici 2.4 punom crtom Je prikazan dijagram nominalnih
naprezanja, a crtkanom linijom dijagram stvarnih naprezanja.

Naprezanje o©p, koje odgovara toc¢ki P naziva se (granica
proporcionalnosti 1 to je najveée naprezanje do kojeg vrijedi
linearna ovisnost izmedu naprezanja i1 deformacija.

Naprezanje o koje odgovara toc¢ki E naziva se (granica
elasti¢nosti i to Jje najvece naprezanje do kojeg se materijal
ponasa elastic¢no tj. nakon rasterec¢enja uzorak se u potpunosti
vrac¢a u prvobitni oblik.

=]

Slika 4 Dijagram nominalnih i stvarnih naprezanja

10
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Naprezanje or koje koje odgovara toc¢ki T naziva se granicom
teCenja 11i popusStanja i to je naprezanje pri kojemu deformacije
rastu bez porasta opterecdenja.

Naprezanje oy koje odgovara toc¢ki M vlac¢na Jje 1li rastezna
¢vrstoc¢a materijala i to Jje naprezanje koje odgovara najvecem
opterec¢enju koje epruveta moze izdrzati. op prijelomno Jje
naprezanje pri kojemu dolazi do raskida uzorka.

Naprezanje koje odgovara tocCki C naziva se ¢vrstoc¢a pri raskidu.

€ Jje elasticna, &r je trajna 1li plastiéna deformacija koja
trajno ostaje u tijelu. Svojstvo tijela da se moZe trajno
deformirati naziva se plasticnost.

S obzirom na relativno produljenje pri raskidu materijale
dijelimo na duktilne i krhke. Duktilni su materijali
elastoplasticéni materijali koji imaju izrazito podrucije
elasti¢nih i plasti¢nih deformacija 1 sposobnost da prije
raskida pretrpe znatne plastic¢ne deformacije. Krhki materijali
imaju malu sposobnost deformiranja, s povecanjem naprezanja
deformacije polako rastu 1 onda naglo dolazi do raskida bez
pojave znatnih plastic¢nih deformacija.

Raskid uzorka nastaje bez pojave grla na uzorku.

oM

Slika 5 Dijagram naprezanja za krhki materijal

11
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Dijagrami posmika po obliku su sliéni dijagramima rastezanja 1
pritiska i imaju karakteristicne tocke: granicu
proporcionalnosti t,, granicu elasticnosti 1g, granicu tecenja Tr,
1 posmicnu ¢&vrstolu 1.

T _y [
—_— M
7 g /
/ /
T P
T x ; ‘_ 1 fET )
/ / / "
b L/ TT| TE|7p /
b/ 7/ /
/ / Y 4
T

Slika 6 Djelovanje paralelnih sila na pravokutnik

Slika 7 Dijagram posmika

Iz navedenih eksperimentalnih podataka dobivenih ispitivanjem
uzoraka materijala wvidi se da su kod vec¢ine gradevinskih
materijala deformacije elasticne 1 razmjerne naprezanjima do
odredene granice. U normalnim uvjetima upotrebe u konstrukciji
se pojavljuju naprezanja manja od granice proporcionalnosti.
Zbog toga se u znanosti o otpornosti materijala razmatra model
idealnog elastic¢nog tijela u kojega su veze izmedu naprezanja i
deformacija linearne. Takvo tijelo naziva se Hookovim tijelom.

12
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3.HOOKOV ZAKON, KONSTANTE ELASTICNOSTI MATERIJALA

Iz dijagrama o-¢ (sl. 2.2) vidimo da je:
(o
TgO(=E=E, (2.1)

Odnosno:

izrazi (2.1) 1 (2.2) predsravljaju Hookeov zakon za jedoosno
stanje naprezanja 1 vrijede samo do granice proporcionalnosti
Op, tJ. za Hookeovo tijelo.

Linearnu vezu izmedu naprezanja 1 deformacija (2.2) prvi Jje
formulirao Robert Hooke godine 1678. promatrajuéi ponasanije
Celi¢nih opruga pod opterecenjem.

Koeficijent proporcionalnosti E izmedu naprezanja i1 deformacija
naziva se modul elastic¢nosti ili Youngov modul. Ima dimenziju
naprezanja 1 u dijagramu naprezanja predstavlja tangens kuta
izmedu pocletnog pravocrtnog dijela dijagrama i osi apscise.

Pri ispitivaniju uzorka na rastezanje (sl. 2.2) pocetna se duljina
1o povecala za Al, a promjer se smanjio za:

Ad = d-do. (2.3)

Pri rastezanju poprepcna Jje deformacija negativna (poprecni se
presjek smanjuje), a pri pritisku je pozitivna (poprecéni presjek
se povecava), tj. uzduzZna 1 poprec¢na deformacija uvijek su
protivna predznaka.

13
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Al je apsolutna uzduZna deformacija, a Ad apsolutna poprecna
deformacija. Vidjeli smo da u uzorku (sl. 2.2) do odredene
granice postoji homogeno stanje naprezanja i deformacija pa je
relativna duzinska deformacija:

a relativna poprec¢na deformacija za izotropni materijal za sve
poprecne smjerove Jjednaka je:

Ad
do*

pokusima Jje pokazano da kod Jjednoosnog stanja naprezanja
(rastezanja ili pritiska) u podrucju u kojemu vrijedi Hookeov
zakon, 1zmedu izmedu relativne poprec¢ne i relativne uzduZne
deformacije postoji konstantan odnos. Apsolutna vrijednost toga
odnosa naziva se Poissonov koeficijent:

&p
B

y = (2.06)

Budu¢i da su wuzduzne 1 poprec¢ne deformacije uvijek suprotna
predznaka, dobiva se:

g = —Ve. (2.7)

Kod izotropnih materijala Poissonov je koeficijent 0< v < 0,5.
Za vecinu je gradevinskih materijala v= 0,30.

U plastic¢nome podrucju za sve Jje materijale v = 0,5.
Na osnovu dijagrama Tt-y na (sl. 2.7

) analogno se definira Hookeov zakon pri posmiku:

14
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ITli:

gdje je:

Yij = 2€ij' (3.1)

G Je koeficijent proporcionalsnosti koji se naziva  Coulombov
modul, modul posmika i1ili modul klizanja. Ima dimenzije
naprezanja 1 u dijagramu posmika predstavljen je tangensom kuta
izmedu pocletnog pravocrtnog dijela i osi apscise.

Poissonov koeficijent v, modul elastic¢nosti E i modul posmika G
karakteriziraju elasti¢na svojstva materijala. Odreduju se
eksperimentalno. E 1 G 1imaju dimenzije naprezanja, a Vv Je
bezdimenzionalni koeficijent.

E
G= 2(1+v) (3.2)

Za elastic¢no tijelo dovoljno je eksperimentalnim putem odrediti
dvije konstante elastic¢nosti, a tre¢a ¢e se odrediti pomocu
izraza (3.2).

Uobicajeno je da se modul elastic¢nosti E i1 Poissonov koeficijent
v odrede ispitivanjem uzorka na rastezanje ili pritisak, a modul
se posmika odredi izrazom (3.2)

Modul posmika G eksperimentalnim se putem odreduje mnogo teze
nego modul elastic¢nosti E i Poissonov koeficijent wv.
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4 . HOOKEOV ZAKON ZA PROSTORNO STANJE NAPREZANJA

Promatramo homogeno, izotropno 1 idealno elastié¢no tijelo.
Zamislimo elementarni paralelopiped isjeCen iz napregnutog
tijela s bridovima paralelnim s pravcima glavnih naprezanja u
danoj toc¢ki tijela. Buduc¢i da se radi o homogenom i izotropnom
tijelu, to ¢e ujedno biti 1 pravci glavnih deformacija. Na
stranicama paralelopipeda djeluju glavna naprezanja 01, Oz, O3.

Slika 8 Paralelopiped s normalnim naprezanjima

Slika 9 Paralelopiped s normalnim i posmicnim naprezanjima

Deformacije paralelopipeda ¢€1,¢€,,€3 odredit ¢emo pomoéu zakona
superpozicije.

Naprezanje o1 izaziva uzduZnu deformaciju:

I poprecne deformacije:

[oF (o3
£ =—VE =~V &= —vE =V

Zbog naprezanja o, dobivamo.

" (] " (] " g2
& = —: £ = —V—: & = —VV—
2 g’ 1 E’ 3 E
A zbog naprezanja o3 dobivamo:
" o3 " g3 " 03
& = —: £ = —vV—: €& = -V —
3 g’ 1 E’ 2 E

16
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Ukupne deformacije u glavnim smjerovima dobit ¢emo zbrajanjem:

g1 gy a3 1
g1 = £{+£é’+£é"= F — ? —v? = E[O’l— Uu(o, + 03 )].

Analogne izraze dobivamo za €,, €3, pa imamo:

1
& =7 [0y — v(0; + 03)]
1
& =—loy —v(0y + 03)] (3.3)
1
€& =7 [o3 —v(0y + 03)]
Izraz (3.3) predstavlja Hookov zakon za troosno stanje

naprezanja, moze se prikazati i1 u ovom obliku:

1 1

& = [(1+v)01—v(01+02+03)]=E[(1+v)01—v6] (3.4)
Gdje je:

®211=O-1+O-2+0-3 (3.5)
prva invarijanta naprezanja.
Tako dobivamo: o3

8122%[(1+V) oy —vO]

g2 =2 (1+v) 0, —10 ] (3.6)

8322%[(1+V) 03 — VO]

JednadZbe 2.2 mogu se rijediti po glavnim naprezanjima o; , pa
¢emo dobiti:

1

1 = m[ (l—V) &1 +V(82+S3)]

]
1

o2==a:;izjzs[(l—v) & +V (g +&3) ] (3.7)

1

3 = m[ (l—V) &3 +V(Sl+82)]

o
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ako zbrojimo jednadZbe u izrazu 3.3 dobit ¢emo:
1-2v
€v=€1+€2+€3=T(O_1+0-2+0-3), (3.8)

Sto nam daje vezu izmedu prve invarijante deformacije (relativne
promjene volumena) 1 prve invarijante naprezanja.

U sluc¢aju hidrostatskog tlaka o4 =0, =03= -p, =za relativnu
promjenu volumena dobivamo:

€, _@ (3.9)
ITli:

&=~ (4.1)
Gdje je:

K= 3(1521;) (4.2)

Modul kompresije ili volumenski modul elasticnosti.

Iz izraza (3.8) vidimo da tijelo ne mijenja volumen ako Jje
Poissonov koeficijent v = 0,5.

U plastic¢nom podrucdju element ne mijenja volumen, e,= 0, pa iz
izraza (3.8) slijedi da je =za sve materijale u plastic¢nom
podruc¢ju Poissonov koeficijent v = 0,5.

Iz izraza (3.9) slijedi da je 1-2v 2 0, odnosno v £ vy, Jer bi u
protivnome dobili povec¢anje volumena pod hidrostatskim tlakom
Sto je nemoguce. Time je odredena gornja granica Poissonovog
koeficijenta. Prema tome, za sve izotropne materijale Poissonov
je koeficijent:

0 <£v<0,5
I za dotic¢ni materijal odreduje se eksperimentalno.

Ako u nekoj toc¢ki napregnutog tijela isjeCemo elementarni
paralelopiped s bridovima proizvoljno orijentiranim u odnosu na
pravce glavnih naprezanja 1 deformacija, dobit ¢emo, u opcéem
sluc¢aju, svih devet komponenata tenzora naprezanja koje djeluju
na pobockama paralelopipeda (sl 2.9).
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Ako su nam poznate glavne deformacije &, &, & 1 njihovi smjerovi,
onda mozemo odrediti deformaciju u smjeru osi x prema izrazu:

Exx= & Cco0s? (x,1)+ & cos? (x,2)+ & cos? (x,3). (4.3)

Izrazimo 1i &, &, & sa 0y, 05, 03 1 ® pomoéu izraza (3.7), dobit
¢emo

gmzi[(l+v)(01cos2(x,l)+o¢cosZ(x,2)+03c052(x,3))v@(cosZ(x,1)+
cos?(x,2)+cos?(x,3))]. (4.4)

Budu¢i da je prema izrazu:
o, = 07 cos? (x,1)+ o0, cos? (x,2)+ cos? (x,3) (4.5)

Te da je prema izrazu:

Cos?(x,1)+ cos? (x,2)+ cos(x,3)=1, (4.06)
Dobivamo:
1 1 1
Exx= E[(1+V) Oy — v@]=E[(l+v)ok - v(oyto,to,)= E[ok—v(ay—ka}]
(4.7)

Analogne ovisnosti mogu se dobiti 1 za druge dvije normalne
deformacije &y, &, 1 normalna naprezanja 0y, 0y, 0.
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Posmic¢na je deformacija prema izrazu:

gw=£1cos(x,l)cos(y,l)+€2cos(x,2)cos(y,2)+€3cos
(4.8)

(x,3)cos (y,3) .

Zamjenimo 1i &, &, & sa 0y, 0y, 03 1 © pomocu izraza (3.7), dobit

¢cemo:
Exx= %[(1+v) (01 cos(x, 1l)cos(y, 1)+ ocos(x, 2)cos(y, 2)+ 03

cos (x, 3) cos(y, 3))- vO (cos (x,1)cos(y,1)+ cos (x,2)cos(y,2)+

cos (x,3)cos(y,3))]. (4.9)

Budu¢i da Jje prema izrazu:

Tmﬁ%HCOSZ(X,l)COS(y,l)+OéCOS(X,2)COS(y,2)+COS(X,3)COS(y,3)
(5.1)

A zbog orginalnosti osi x i y Jje:

f-7=010052(x,1)cos(y,l)+0§cos(x,2)cos(y,2)+cos(x,3)cos(y,3)
(5.2)

Pa dobivamo:

1+v 2(14v) Ty
Exy 7 Toy= 5 (5.3)
Ako usporedimo izraze (3.8) i (1.8), dobivamo da je:
E
~2(+v) (5.4)
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Pa je:

_Yxy Txy
XY 2 26°

Analogne izraze dobivamo i za druge dvije posmic¢ne deformacije
Eyz 1 &gy

Konac¢no mozemo napisati Hookov zakon za opée stanje naprezanja

m
X
X

|

= %[Ok—v(ob +0,)]
€y = ~[0y-s(0x + 0,)] (5.6)

€., = %[az_v(ax + ay)]

_ Txy _ 1+v
SyT ¢ T g Ty
_ Tyz _ 14v 5.6
&yz= %6 T g Wz (5.6)
Tzx 1+v
Ep= =5 = —7T
zZX 2G E zX
Rije$avanjem sustava Jjednadzbi (5.6), komponente naprezanja

mozZzemo izraziti pomoéu komponenata deformacija:

E

- m[ (1-V) &xx TV (Eyy + &z7) ]

Ox

E

% = G L (1Y) By V(¥ e ]

ozzm[u—w €17 HV (Exx + Eyy) ] (5.7)
Tyy= 2G &y = i—vsxy
Ty,= 2G &, = %syz
Tam 26 £ = e,
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Ili u matric¢nom obliku

[ Ox 1 1 —v v v 0 0 0 7ré&xx
Oy v 1—v v 0 0 0 Eyy
oz | E v v 1-v 0 0 0 Ezz
Tay | @+v)(1-20)] 0 0 0 1-2v 0 0 Exy
Tyz 0 0 0 0 1-2v 0 Eyz

LTz L0 0 0 0 0 1 —2vilEzx
(5.8)

Odnosno

{o} = [D]{e}. (5.9)

Matrica [D] konstanta elastic¢nosti je simetricna.

Iz prethodnih izraza vidimo da se kod homogenog, izotropnog i
elasti¢nog tijela sve veze izmedu naprezanja 1 deformacija mogu
izraziti s konstantama elastic¢nosti E 1 wv.

Prema tome, mehanic¢ko ponaSanje  homogenog i izotropnog
materijala odredeno Jje dvijema neovisnim konstantama
elastic¢nosti. Uobicajeno je da se eksperimentalno odredi E i v,
a modul posmika G onda se odredi izrazom (5.4)

Iz prethodnih se izraza vidi da kod homogenog, izotropnog i
elasti¢nog materijala normalna naprezanja 1izazivaju samo
promjenu duzine, ali ne i kuta, dok posmic¢na naprezanja izazivaju
samo promjenu kuta, ali ne i duZine. DuZinske deformacije ne
ovise o posmic¢nim naprezanjima, a kutne deformacije ne ovise o
normalnim naprezanjima. To Jje razlog razlog za3to se duZinske
deformacije nazivaju jod 1 normalnim deformacijama, a kutne
deformacije posmi¢nim deformacijama.
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5.0PCI PRISTUP RJESAVANJU PROBLEMA U ZNANOSTI O
OTPORNOSTI MATERIJALA

Postupak odredivanja naprezanja 1 deformacija u napregnutom
tijelu, kada su poznati oblik, dimenzije i materijal tijela, kao
i vanjske sile koje djeluju na tijelo, je sljedeci:

1)

2)

Usvajanje pretpostavki ( npr. Opterecéenja, homogenost
materijala, itd...).

Provodenje static¢ke analize ( ravnoteza wvanjskih i
unutarnjih sila).

Na osnovu uvjeta kompatibilnosti deformacija postavljamo
jednadzbe koje uspostavljaju vezu izmedu deformacija i
pomaka.

Veza izmedu naprezanja i deformacija ( npr. Hookeov zakon).

RjesSavanje jednadzbi ( 2,3,4 )- utvrdeno stanje naprezanja
i deformacija promatranog tijela.
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6. RIJESENJE PRVOG ZADATKA

2 of
o X
3 Q
~1 Al
”}
v
Slika 10 Gumena prizma opterecena na tlak u x osi i na viak u z osi
Sa prikazanih slika se vidi:
F . “ . .
E# 0, ox= - > Sila F tlac¢i prizmu u pravcu osi x: ox < 0.
& =0, o, # 0 Radi krutog okvira nema pomaka prizme u
pravcu osi y (& = 0).
kF . - . .
€, # 0, o, = e Sila kF razvlaci prizmu u pravcu 0Osl z:
o, > 0.
Hookeov zakon za troosno stanje naprezanja
Relativna duljinska deformacija u pravcu osi x, & :
1
& = E[GX-— u(oy, + 0, )] (5.6)
F
oy = - — [ MPa ] (6.1)
Ax
- . 3F
Povrsina okomita na os x, Ayx: (5.0), (6.1) Ox = —Z;-[Mpa] (6.2)
2
A, = a-za [ mm? ] (6.3)
kF
c, = — [MPa] (6.4)
Az
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PovrSina okomita na os z, A,: (6.3), (6.4)

A, = a-%a (6.3)

1 F 1+F
&::El—zﬁ—v<%f+zgﬂ (6.6) E, Oy, k =7
3

Relativna duljinska deformacija u pravcu osi y, &;:

&y = % [Uy—v (o, + Uz)]

1, (<304 2)
&y = E Oy-v 2a2  3a?

1 3VF 2vkF
ey=0egloy 435 -TE)=0
3vF  2VkF
%t 5w 0
F(4k—-9
o, =" (Mpa]  (6.7)

Relativna duljinska deformacija u pravcu osi z, &,

1

& = E[Uz—v(ax + Uy)]
1 [2kF 3F

& =3l v (-t y)] (6.9

Ako nema promjene obujma, tada Jje 1 relativna
deformacija jednaka O:

€, v

A0 =0

v=0=>¢v

z 3a2

Zavrsni rad

= 2kF 5. 5)

obujamska
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Relativna obujamska deformacija jednaka Je zbroju relativnih
duljinskih deformacija:

g =&xtey+ez
ev=0oex+ey+ez=0

[O'X - U (Gy + O, ) ] + % [O_y—v(o_x + O_z)]'i'% [GZ—V(UX + Uy)]z 0

0X — 2U0X 4 0, — 2U0Cy , 0, — 2U0zZ]= 0
y

= mRr =R

(1—2U)(cx+ay+az)=0
oX+ oy, t+0, =

3F vF(4k—9) 2kF
——+ +
2a? 6a? 3a?

~9+v(4k — 9) + 4k = 0

= 0|6a?|: F

dk (1+v) = 9 + 9v
_9(1+v)
T a(1+v)
o= 2
4
k = 2,25
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7 .RIJESENJE DRUGOG ZADATKA

2. Celiéna prizma nalazi se unutar apsolutno krutog materijala.
Kolika naprezanja nastaju u prizmi ako na nju djeluje tlacna
sila F = 1100 kN? Napisite tenzor naprezanja.

E=2,1-10% MPa;
v=0, 3;

A=0,1 mm.

100 mm

Slika 11 Celi¢na prizma opterecena na tlak u z osi i razmakom A u y osi

Sa skice se wvidi:
€. =0, ox # 0 (radi krute stijenke u pravcu x) Ly= 100 mm

E,#0 L,=200 mm
E,# 0, oz # O, cz::—ﬁ% L, = 100mm
Hookeov zakon za troosno stanje naprezanja
Relativna duljinska deformacija u pravcu osi x, &x:

E = [O-X_ U(Oy+ o,)] (5.6)

oy | =

Ako je & = 0: 0oX— v(oy + 0,) =0

ox= v(oy, + 0, ) [MPa] (6.9)
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Naprezanje u pravcu osi z je tlacno:

6Zz=—— [MPa] (7.1)
Az
A, = 1y x 1, [mm?]
1100000 N
0z =
100 mm x 200 mm
oz = —55 MPa

Relativna duljinska deformacija u pravcu osi y, &;:
1
€ = z [ay_,,(ax + O'Z)] (5.6)

Pretpostavit ¢u da, uslijed djelovanja tlac¢ne sile F, ne dolazi
do dodira prizme sa stijenkom u pravcu osi y, tj. da Jje ukupna
daljinska deformacija u pravcu osi y, Aly, manja od zracnosti A.

Tada je: o, = 0, & # 0

%==—£®x+a@ (7.2)

Relativna duljinska deformacija u pravcu osi z, &;:

€. =2[o, (0 +0))] (5.6)
Sada imam uz pretpostavku sustav jednadZbi:
oXx= vu(oy + Oz )
o, =0
oz = —55 MPa
ox = 0,3[0 + (=-55)]
ox = - 16,5 MPa

Obzirom na nac¢in djelovanja sile F, ocekivano Je tlacno
naprezanje u pravcu osi x, Sto je rezultat i potvrdio.

Provjera pretpostavke Aly < A - o, = 0 MPa
Iz (7.2):

£, = ————1[0—0,3(-16,5 — 55)]

2,1-105MP,

€ = 1,021 x 10
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Geometrijska definicija relativne deformacije u pravcu osi y, &

_ Ay
& = lyo (6)

Aly = &y Ly, [mm] (7)
Aly, = 1,021 x 107% x 200 mm
Aly, = 0,020429 mm
Usporedba:
Al, = 0,020 mm < A = 0,1 mm

Znac¢i pretpostavka da prizma nec¢e dodirnuti okvir u pravcu osi
y je toc¢na. Prema tome, normalna naprezanja su:

ox = - 16,5 MPa
o, =0
oz = —55 MPa

Posto se zanemaruje trenje strana prizme o okvir, tada ¢e sva

tangencijalna naprezanja biti jednaka 0, pa tenzor naprezanja
ima oblik:

[N] = |[tyx o, 1tyz 0 0 0

(Z2 2 A 0 0 -55

ox Xy Ix1 [_1@5 0 0 ]
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8 . ZAKLJUCAK

U ovom =zavr3nom radu smo detaljno istrazili fundamentalne
aspekte otpornosti materijala, s posebnim naglaskom na Hookov
zakon za prostorno naprezanje, kao 1 na njegovu primjenu u
konkretnim inZenjerskim problemima. Analizirani su zadaci vezani
za gumenu prizmu unutar apsolutno krutog okvira i ¢elicnu prizmu
pod tla¢nom silom, Sto Je omoguc¢ilo primjenu  teorije
elasti¢nosti u razlic¢itim kontekstima. Prvi zadatak zahtijevao
je izracunavanje koeficijenta k koji bi omoguc¢io da promjena
volumena gumene prizme bude nula kada se nalazi unutar apsolutno
krutog okvira. Analizom Jje utvrdeno da koeficijent k mora biti
takav da se eliminiraju naponi koji uzrokuju promjene u volumenu.
Ovo ukazuje na vaznost toénog namjestanja uvjeta opterecenja
kako bi se postigla Zeljena stabilnost i oCuvao integritet gumene
prizme. U drugom zadatku izracdunato Jje naprezanje u c¢elicCnoj
prizmi kada je optereé¢ena tlacnom silom od 1100 kN. Koristec¢i
podatke o modulu elastic¢nosti 1 deformaciji, izracunata su

normalna naprezanja. Zakljuéno, ovaj rad potvrduje vazZznost
razumijevanja 1 primjene Hookovog zakona u analizi naprezanja i
deformacija. Primijenjeni principi omogucavaju precizno

predvidanje ponasSanja materijala pod razlic¢itim uvjetima
opterec¢enja, S$to je od velikog znacaja za inZenjerski dizajn i
analizu. Precizni izraduni naprezanja 1 deformacija pruZaju
osnovu za dizajn sigurnih i efikasnih struktura, dok
razumijevanje svojstava materijala omogucava 1inZenjerima da
donose informirane odluke tokom projektiranja i izgradnije.
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