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Sazetak

SAZETAK

U radu je obradena tema uzduino optereéenih konstruktivnih elemenata. U uvodnom
poglavlju opisan je Stap kao konstruktivni element. U idu¢im je poglavljima analiziran slucaj
Stapa opterecenog koncentriranom silom u uzduinom smjeru, pripadne deformacije i
naprezanja te utjecaj promjene temperature na Stapne elemente. Analiziran je problem
izvijanja tla¢no opterecenih Stapnih elemenata pri proracunu grani¢nog stanja stabilnosti.
RijeSena su tri prakti¢na racunska primjera stati¢ki odredenih i neodredenih Stapnih sustava.

Klju€ne rijeci: Stap, uzduzno, optereéenje, naprezanje, deformacije, izvijanje

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic i



Summary

SUMMARY

The thesis deals with the topic of axially loaded structural elements. The introductory chapter
describes the rod as a structural element. In the following chapters, the case of a rod loaded
with a concentrated force in the longitudinal direction, the corresponding strains and stresses
as well as the influence of temperature changes on the rod elements are analyzed. The
problem of buckling of compressively loaded rod elements when calculating the stability limit
state was analyzed. Three practical examples for statically determinate and indeterminate rod
systems were solved.

Key words: rod, axial, load, stress, strain, buckling

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic i
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Uvod

1 UVOD

Svaka konstrukcija sacinjena je od konstrukcijskih elemenata. Konstrukcijski elementi
podvrgnuti su razli¢itim vrstama optereéenja. Razlikuju se staticka i dinamic¢ka optereéenja
prema ovisnosti o tome ostaju li konstantna ili se mijenjaju s vr.emenom [1]. Sile, momenti sila
i spregovi sila staticke su veli¢ine koje uzrokuju gibanja nekog tijela na razli¢ite nacine [2]. Kod
sila se razlikuju: unutarnje sile, koje postoje uvijek unutar tijela i zahvaljujuéi kojima tijelo ima
odreden oblik, te vanjske sile, koje djeluju na tijelo, a uzrokovane su djelovanjem drugih tijela
[3]. Nacini djelovanja vanjskog opterecenja na tijelo dijele se na: osnovne oblike vanjskog
optereéenja i slozena opterecenja [2]. SloZzena opterecenja, koja nastupaju kombinacijom dva,
tri ili viSe osnovnih oblika vanjskog opterecenja, vrlo su Cest slucaj u praksi [2,3]. Osnovni su
oblici vanjskog opterecéenja: aksijalno optereéenje, smicanje (odrez), uvijanje (torzija) i
savijanje [2,3]. Ovaj rad koncentriran je na analizu slucaja aksijalnog (uzduznog) opterecenja.
Ukoliko se vanjske sile svode na sile usmjerene uzduz osi, odnosno linije koja spaja teZiSnice
poprecnih presjeka elementa, tako da u popre¢nom presjeku djeluje samo uzduzna sila N, a
sve su ostale komponente unutarnjih sila jednake nuli, tada je element opterecen aksijalno
(uzduzno ili osno) [3,4]. Konstrukcijski elementi mogu se klasificirati i prema svojem
geometrijskom obliku pa se tako, medu elementima povezanim s aksijalnim opterec¢enjem,
razlikuju: a) Sipka ili Stap: konstrukcijski element Cija je duljina velika u usporedbi s njegovom
poprecnom dimenzijom presjeka i koji mozZe prenijeti tlacne i vlacne sile u smjeru svoje osi, b)
kabel ili uZze: konstrukcijski element cija je duljina, kao i kod Stapa, velika u usporedbi s
njegovom popre¢nom dimenzijom presjeka, ali koji moZe prenijeti samo vlacne sile u smjeru
svoje osi, c) zavojna opruga: konstrukcijski element izraden savijanjem po zavojnici [5]. Medu
njima, najceséi i najjednostavniji tip je ravni Stap ili Sipka, a neki od primjera aksijalno
opterecenih Stapova su: reSetkasti elementi, stupovi u konstrukcijama i slicno [1]. Prikazani su
razli¢iti slucajevi za ravni aksijalno optereéeni Stap prerezan duZ proizvoljno odabranog
poprecnog presjeka.

RASTEZANJE ILI WLAK PRITISAK LI TLAK

Slika 1: Ravni aksijalno optereceni Stap

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 1



Uvod

Rastezanje ili vlak je slu¢aj opterecenja Stapa u kojem je uzduzna sila N usmjerena u smjeru
vanjske normale (N>0), dok je pritisak ili tlak slucaj optereéenja Stapa u kojem je uzduzna sila
N usmjerena suprotno od smjera vanjske normale (N<0), pri ¢emu je predznak sile N jedina
razlika izmedu rastezanja i pritiska [3]. Glavne karakteristike deformiranja tijela pri djelovanju
sile u aksijalnoj osi su promjena oblika i volumena tijela, pri éemu se nastala deformacija naziva
produljenje ili skracenje, a naprezanja koja se javljaju u poprenom presjeku nazivaju se
normalna naprezanja [2]. ,Pri projektiranju konstrukcijskih elemenata, kao i konstrukcije u
cijelosti, potrebno je osigurati njezinu ¢vrstocu, krutost i stabilnost kako bi time bila osigurana
i njezina funkcionalnost” [2]. Zbog toga je vazno poznavati razliCite vrste uzro¢nika nezeljenih
pojava i utjecaj koji oni imaju na konstrukcijske elemente. Na taj nacin se ostvaruju uvjeti za
razumno projektiranje konstrukcijskih elemenata kojim se postize odredena sigurnost da nece
doéi do loma konstrukcije. Aksijalno opterecenje nekog elementa moZe biti uzrokovano
koncentriranim silama, vlastitom teZinom, kontinuiranim optereéenjem, temperaturnim
promjenama i slicno [2]. Neki osnovni i vazniji primjeri djelovanja uzrocnika aksijalnog
optereéenja pod razli¢itim uvjetima razmatraju se u sljedeéim poglavljima.

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 2



Metode i tehnike rada

2 METODE | TEHNIKE RADA

Pri analizi teme proracuna uzduzno optereéenih konstrukcijskih elemenata koristeni su podaci
iz prikupljenih razlicitih publikacija mjerodavnog istrazivackog podrucja. Usporedivanjem i
razmatranjem razli¢itih mjerenja, rezultata i spoznaja sistematizirana je raspodjela i
medusobna ovisnost klju¢nih elemenata istrazivanja. Pri izradi grafickih prikaza pojedinih
slucajeva koji su analizirani koristen je racunalni program za tehnicko crtanje: AutoCAD.

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 3



Aksijalno opterecenje Stapa

3  AKSIJALNO OPTERECENJE STAPA

Kako bi se postigla funkcionalnost i sigurnost konstrukcije i njezinih elemenata tijekom
eksploatacije, potrebno je pri projektiranju razmotriti sve slucajeve optereéenja. Analizirat
¢emo zakone i ponasanja aksijalno optereéenih elemenata uslijed djelovanja koncentriranih
sila (ravni Stapovi i Stapovi promjenjivog popre¢nog presjeka) i vlastite tezine. Takoder éemo
analizirati plan pomaka, energiju deformacija, ucinke temperaturnih promjena i koncentracije
naprezanja, te pojavu izvijanja tla¢no opterecenih elemenata. Medu vrijednostima kojima su
izrazeni rezultati analize pojedinih sluéajeva, istaknut éemo naprezanja i deformacije kao
kljuéne faktore na temelju kojih se odreduju karakteristike konstrukcijskih elemenata.

3.1 Ravni Stapovi

Prikazan je ravni Stap konstantnog poprecnog presjeka, duljine |, na jednom kraju optereéen
uzduznom silom F koja djeluje u tezistu poprecnog presjeka, a na drugom kraju upet, slika 2

[3].

F
AVANANANAY \\\:[\\\ ANAMIVANAN

F F
v v

Slika 2: Ravni Stap opterecen koncentriranom silom u tezistu

Stap je prerezan du? proizvoljno odabranog popre¢nog presjeka a-a, te se u njemu javljaju
normalna naprezanja g, koja daju rezultantu unutarnjih sila: uzduznu silu N, pa se iz uvjeta
ravnoteze XF, = 0 dobiva izraz:

J, 0x"dA=N=F (11) [3].

Slijedi da je uzduZna sila N jednaka vanjskoj sili F. Sila F djeluje tako da uzrokuje produljenje
Stapa u uzduZznom smjeru, odnosno suzenje u popreénom smjeru, ali presjeci Stapa ostaju ravni

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 4



Aksijalno optereéenje Stapa

i okomiti na os Stapa, Sto znadi da je relativna deformacija uzduznih vlakana u popre¢nom
presjeku: &,,=konst. Uvrstavajuci jednadzbu Hookeovog zakona za linijsko stanje naprezanja
(0x = &xx * E) uranije izvedenu integralnu jednadzbu (1.1), dobiva se:

o,-A=N=F (1.2),

Sto znaci da je naprezanje u slucaju rastezanja:

N F
Oy = Z = ; (1.3),

odnosno za slucaj pritiska:
F
pri ¢emu su normalna naprezanja Stapa u popre¢nom presjeku a-a raspodijeljena jednoliko [3].
,U praksi je redovno duljina Stapa | mnogo veca od popre¢ne dimenzije h (50 do 100 puta ili
viSe), pa se za izracunavanje produljenja Stapa neravnomjernost naprezanja u blizini ruba moze
zanemariti, tj. moZzemo smatrati da su deformacije i naprezanja jednoliko raspodijeljeni po
¢itavoj duljini Stapa“ [6]. Time se ostvaruje izjednacenje prave deformacije Stapa i srednje
duljinske deformacije Stapa:
Al
7T Exsr (1.5),
te se pomoc¢u Hookeova zakona za linijsko stanje naprezanja dobiva izraz:
Ox .
Al = " [ (1.6),
a uzmemo li u obzir izraz (1.3), tada izraz (1.6) prelazi u:

_ N
Al=2 (L),

te predstavlja Hookeov zakon za rastezanje ravnoga Stapa, pri ¢emu je produljenje Al pozitivho
s poveéanjem duljine, a negativno sa smanjenjem duljine [3,6]. ,Veli¢ina AE poznata je kao
aksijalna krutost” [4]. Kada je Stap promjenjive aksijalne krutosti AE, a optere¢en nizom
koncentriranih sila, tada izraz:

N;-l;
Al = ?zlﬁ (18)

predstavlja apsolutnu deformaciju Stapa [3]. Ukoliko se presjek aksijalno optereéenog Stapa
mijenja polagano, hipoteza ravnih poprecnih presjeka je i dalje prihvatljiva te vrijede izrazi kao
i za ravni Stap zbog toga Sto u tom slucaju raspodjela naprezanja po povrsini ne odstupa mnogo
od jednolike raspodjele [3].

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 5



Aksijalno optereéenje Stapa

3.2 Utjecaj vlastite tezine

,Vlastita tezina materijala jest volumenska sila koja je rasprostranjena po ¢itavom volumenu
tijela i razmjerna je masi tijela” [3]. Prikazan je ravni Stap konstantnog poprecnog presjeka,
duljine |, specifi¢ne tezine y, na gornjem kraju objeSen i optere¢en vlastitom tezinom, slika 3

[3].

RANAAANN \\\\]&\\\ AN

|
I
I
I
L
M
I
I
I
I
|

vA(l-x)

v

Slika 3: Ravni Stap opterecen vlastitom tezinom

Stap je presjecen ravninom a-a pa se iz ravnoteZe donjega djela dobiva:
N=y -A- (L —x) (2.1),

odnosno naprezanja:

N

O-x:Z:I/'(l_x) (2.2),

gdje se najvece naprezanje javlja u gornjem upetom presjeku. Prema tome, iz uvjeta:
Oxmax =V "L < Odop (2.3),

proizlazi izraz za dopustenu duljinu Stapa:

ldop < Pdor (2-4);
14
dok iz uvjeta:
Oxmax =V 'L =0y (2.5),
proizlazi izraz za kriti¢nu duljinu Stapa:

L == (2.6),

pri kojoj dolazi do pucanja Stapa pod utjecajem vlastite teZine.

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 6



Aksijalno optereéenje Stapa

Produljenje Stapa uslijed nepomicnog gornjeg presjeka glasi:
.12
Al=YE (2.7),
2E

pa s obzirom na teZinu Stapa (G= yAl) proizlazi izraz:
2

Al:ﬂ.ﬂ=c_'l (2.8),
2E A 2:AE

iz kojeg je vidljivo da je produljenje Stapa uslijed djelovanja koncentriranog opterecenja na

slobodnome kraju, kako je razmatrano u prethodnom poglavlju, dvaput vece od produljenja
uslijed djelovanja vlastite teZine [3].

3.3 Stapovi promjenjivog presjeka

Stap konstantnog popre¢nog presjeka u kojem se zbog vlastite tezine naprezanje po duljini
mijenja linearno, a najvece naprezanje u opasnom presjeku mu je jednako dopustenom, nije
najbolje rjeSenje u smislu iskoristivosti materijala zbog cinjenice da naprezanja u drugim
presjecima Stapa ostaju manja od dopustenih [3]. Materijal se moze bolje iskoristiti izvodenjem
Stapa Ciji se presjek smanjuje prema slobodnom kraju te su tako u svim presjecima naprezanja
ista i jednaka dopustenim [3]. Takav Stap kod kojeg su po cijeloj duljini svi poprecni presjeci
jednako iskoristeni naziva se Stapom jednake ¢vrstoce na rastezanje ili pritisak [3]. Medutim,
vazno je obratiti pozornost na to da promjena poprecnog presjeka ne bude nagla kako se ne bi
pojavila koncentracija naprezanja, odnosno pojava mnogo ve¢eg maksimalnog naprezanja od
prosjecnog naprezanja [6]. Vise o koncentraciji naprezanja razmatrano je u jednom od
slijedecih poglavlja. Prikazan je Stap uc€vrséen na gornjem kraju, duljine |, i pod djelovanjem
vlastite teZine i sile F [3].

Slika 4: Stap promjenjivog presjeka

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 7



Aksijalno optereéenje Stapa

Na udaljenosti x od donjega presjeka izrezan je beskonac¢no mali element Stapa duljine dx i

tezine:
dG =y-A,-dx (3.1),
dok izraz:
F
Ay = — (3.2)

predstavlja potrebnu povrSinu donjega presjeka [3]. Primjenom uvjeta ravnoteze za taj
element Stapa te integriranjem jednadzbi dobiva se izraz:

rx yx
A, =4y edor = - e%or  (3.3),

Odop

koji predstavlja zakon promjene povrSine poprecnog presjeka Stapa jednake cvrstoce [3].
Primjenom uvjeta ravnoteze za Citav Stap:

F+G = Udop ' Amax (34),
dobiva se izraz:
G = Oaop * (Amax — Ao) (3.5),

koji predstavlja vlastitu teZinu $tapa jednake &vrstoée. Stap jednake évrstoée na pritisak
razlikuje se od Stapa jednake ¢vrstoce na rastezanje po tome sto je kod njega doniji presjek upet
i ima najvecu povrsinu, te se povrsina presjeka smanjuje eksponencijalno prema gornjem
slobodnom kraju. lako su oblici Stapova jednake ¢vrsto¢e najekonomicnije rjeSenje, skupa i
sloZzena izrada vrlo Cesto sprjecava njihovu upotrebu, pa se u praksi obi¢no koriste sastavljeni
Stapovi. To su Stapovi stepenasta oblika sastavljeni od nekoliko prizmati¢nih dijelova razlicitih
presjeka tako da su na kraju svakog dijela naprezanja jednaka dopustenim, a u svim ostalim
presjecima manja od dopustenih. Prema iskoristenju materijala sastavljeni Stapovi bolje su
rjeSenje od Stapova konstantnog poprecnog presjeka, ali loSije nego Stapovi jednake ¢vrstoce

[3].

3.4 Plan pomaka

Ako vanjsko opterecenje djeluje u ¢vorovima kojima je dva ili vise Stapova spojeno kod
konstrukcija sastavljenih od Stapova, tada su Stapovi aksijalno optereéeni te dolazi do njihovog
produljenja ili skraéenja, ovisno o tome je li Stap optereéen na rastezanje ili pritisak [3].
Deformacije Stapova uzrokuju pomicanje €vorova, a njihovi pomaci mogu se odrediti preko
geometrijskih odnosa [3]. Ako na konstrukciju sastavljenu od dva Stapa djeluje sila F u évoru B,
kako je prikazano na slici 5, u Stapovima ¢ée se pojavit sile F1 i F2 koje izazivaju produljenje
odnosno skracenje Stapova Alli Al2 [6]. Iz uvjeta ravnoteZe tocke B odreduju se vrijednosti
sila F1 i F2, dok se pomoéu Hookeovog zakona odreduju produljenja odnosno skracenja
Stapova:
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All =22 (aa),
A1'E1
F2:12

A2 =2 (42) [6]

Kako bi se odredio pomak tocke B, primijenjena je zamisljena situacija u kojoj Stapovi nisu
spojeni u tocki B, ali su ostali paralelni s prvobitnim poloZajem te su optereceni silama F1i F2
[6]. Sile F1 i F2 uzrokuju produljenje Stapa AB tako da njegov kraj dode u tocku B', te skracenje
Stapa CB tako da njegov kraj dode u tocku B", kako je prikazano na slici 5 [6]. Ukoliko bi se Stap
CB okretao oko zgloba C, a Stap AB oko zgloba A, u jednom trenutku bi se preklopili, Sto je
oznaceno s polozajem B1 [6]. U tom slucaju tocka B' opisuje luk B'B1, a tocka B" luk B"B1, ali
se, zbog vrlo velikih polumjera i vrlo malih kutova za koje su se Stapovi okrenuli, lukovi mogu
zamijeniti s pravcem B'B1 koji je okomit na Stap AB i pravcem B"B1 koji je okomit na Stap CB
[6]. Spojnica BB1 = §B oznacava pomak tocke B, pri ¢emu je taj pomak na slici 5 prikazan puno
vecdi kako bi se jasnije vidio [6]:

Slika 5: Plan pomaka

»Plan pomaka daje nam mogucénost da lako utvrdimo analiticku ovisnost izmedu pomaka
tocaka konstrukcije i deformacije Stapova“ [3].

3.5 Energija deformiranja

Rad vanjskih sila trosi se, prilikom procesa deformiranja, na promjenu volumena i oblika tijela,
promjenu temperature tijela, promjenu elektriénoga potencijala itd., a u elasti¢cnom podrucju
i uz staticko uvodenje opterecenja moze se smatrati da se sva energija trosi na promjenu oblika
[2]. Naime, rad vanjskih sila ili potencijal vanjskog optereéenja pretvara se u energiju
deformiranja koja se takoder naziva i potencijalna energija ili rad unutrasnjih sila [2]. Prikazan
je ravni osno optereéeni stap duljine | i konstantnog poprecnog presjeka [7].
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Slika 6: Ravni osno optereceni Stap

Izrazi koji vrijede za prethodno prikazan sluc¢aj osno opterecenog Stapa jesu:

N=F (5.1),
Oy = % = const. (5.2),
Al N Ox __
=T === const. (5.3),

dV =A-dx (5.4),

dok su ostala naprezanja jednaka nuli [7,8]. Linearna promjena intenziteta unutrasnjih sila u
funkciji deformiranja dovodi do izraza za rad unutrasnjih sila (unutrasnju energiju):

1
U= Efv oedV (5.5),
na osnovi kojeg, uz konstantan volumen po duljini Stapa i konstantnu raspodjelu naprezanja

po presjeku, slijedi izraz:

U= FT“ (5.6),

koji predstavlja potencijalnu energiju elasticne deformacije [2]. Imajuci u vidu da je unutrasnja
sila N u promatranom presjeku, slijedi:

_ N
Al == (5.7)

iz Cega, uvrstavajudiizraz (5.7) u izraz (5.6), proizlazi:

2,
Uu=""1 (53).
2A'E

U sluéaju promjenjivih vrijednosti aksijalne krutosti Stapa vrijedi:

N7
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3.6 Toplinska naprezanja

Osim pod djelovanjem sila, tijela se mogu deformirati i prilkom promjene temperature,
vlaznosti, kemijskih reakcija itd., te pri tome mogu nastati naprezanja koja nisu posljedica
vanjskog opterecenja, a koja mogu biti izrazito opasna jer se tesko otkrivaju [6]. Lom
konstrukcije moze nastupiti ¢ak i ako je naprezanje koje potje¢e od optere¢enja manje od
dopustenog [6]. U slucaju slobodnog Sirenja ili skupljanja tijela, deformacije &; nastaju bez
naprezanja u tijelu, a ako je Sirenje ili skupljanje sprije¢eno, tada zbog promjene temperature
u tijelu nastaju naprezanja koja se nazivaju toplinska naprezanja [3]. Deformacije elemenata
kod staticki odredenih konstrukcija nisu podvrgnute nikakvim ograni¢enjima, pa se sile i
naprezanja pri promjeni temperature pojedinih elemenata ili itave konstrukcije mogu pojaviti
samo u staticki neodredenim konstrukcijama, odnosno onima koje za odredivanje sila u
pojedinim elementima zahtijevaju vise jednadzbi nego od onih koje su dane statickim uvjetima
ravnoteze [3,6].

Fa Fe

| Al

Slika 7: Stap pod utjecajem promjene temperature

Prikazan je ravni Stap, upet izmedu dviju nepomicnih stijenki, koji bi se pri porastu temperature
za AT produljio prema izrazu:

AltZSt'ZZCZ'AT'l (6.1),

pri ¢emu su: AT-promjena temperature, &;-duljinska deformacija pri promjeni temperature,
a-koeficijent  toplinskog naprezanja, koji pri malim promjenama temperature
(AT = 100 do 200°C), kako je utvrdeno eksperimentima, ima konstantnu vrijednost [3,6].
Medutim, produljenje Stapa sprje€avaju oslonci u kojima se javljaju reakcije F, i Fg , iz ¢ega
proizlazi: F, = Fz , prema uvjetu ravnoteze [3]. Stap ne moZe promijeniti svoju duljinu, pa
vrijedi uvjet kompatibilnosti deformacija:

a-AT-1 =541 (6.2),
E-A

iz kojeg proizlaze izrazi:
Fy=Fg=a-AT-E-A (6.3),

za reakciju oslonca, te:

axz%‘:a-AT-E (6.4),
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za naprezanje u Stapu [3]. Naprezanje u Stapu, koje u ovom sluéaju ne ovisi o povrsini
poprecnog presjeka, biti ¢e tlaéno ukoliko je AT > 0 tj. temperatura raste, a vla¢no ukoliko je
AT < 0 tj. temperatura se smanjuje [3].

3.7 Koncentracija naprezanja

Raspodjela naprezanja po povrsini poprecnoga presjeka jednolika je kod aksijalno opterecenih
Stapova konstantnog poprecnog presjeka, sto vrijedi s dovoljnom to¢noséu i za Stapove kojima
se poprecni presjek mijenja postupno [3]. U praksi se upotrebljavaju i elementi konstrukcije Ciji
presjeci imaju nagle promjene u veli€ini te su na tim mjestima oslabljeni [2]. U blizini otvora,
utora ili manjega poprecnog presjeka intenzitet i nejednolika raspodjela naprezanja uvelike se
razlikuju od onih u neoslabljenim dijelovima presjeka [2,3,6]. Najvece vrijednosti naprezanja
pojavljuju se u tockama pocetka slabljenja presjeka i mogu biti puno veée od prosjecnih
(nominalnih) naprezanja, pa se takvo povecanje naprezanja u pojedinim tockama naziva
koncentracijom naprezanja [2,6]. ,Velicina maksimalnoga naprezanja ovisi o odnosu promjera
otvora i promjera Stapa, o obliku i dubini utora te o razlici izmedu povrsina poprecnih presjeka“
[3]. Stupanj koncentracije naprezanja definira se pomocu srednjeg ili nominalnog naprezanja
o, i faktora koncentracije naprezanja a; koji se odreduje metodama teorije elasti¢nosti ili
eksperimentalnim metodama kao Sto je metoda fotoelasti¢nosti [3]. Izraz glasi:
(oF
a === (7.1),

N

gdje je g5 srednje naprezanje koje se moze se izraziti kao:
F
05 = Z (72)1

a A, je povrsina oslabljenog presjeka [3]. Povecana naprezanja pri statickim optereéenjima ne
moraju imati znatniji utjecaj na trajnost konstrukcije, ali u slucaju dinamickih optereéenja
koncentracija naprezanja moZze biti vrlo Stetna, odnosno moze prijevremeno izazvati razaranje
i popustanje materijala [2,3]. Stoga je potrebno pri projektiranju elemenata konstrukcije
izbjegavati ostre kuteve prilikom prijelaza presjeka, te po moguénosti uvoditi ve¢e polumjere
zaobljenja, Zljebove za rastereéenje i sli¢no [2,3].
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3.8 lzvijanje

Slucajevi loma konstrukcijskog elementa ili konstrukcije u cjelini mogu nastupiti kod elemenata
izloZenih aksijalnome pritisku, Cak i onda kada je zadovoljen uvjet Cvrstoce: Opax < Tgop [2].
Naime, problem koji se javlja, a nije vezan za provjeru uvjeta ¢vrstoce, jest problem stabilnosti
ravnoteze kod elasticnog, odnosno deformabilnog tijela [2]. Kada na elasti¢no tijelo djeluje
vanjsko opterecenje, ono se deformira sve do zauzimanja ravnoteznog deformiranog oblika
koji moZe biti stabilan, labilan ili indiferentan, ovisno o veli€ini vanjskog optereéenja [2]. Pri
odredenim vrijednostima aksijalnih sila pritiska, vitki Stapovi iz pravocrtnog oblika prelaze u
krivocrtni, te se takav oblik deformacije naziva izvijanje [2]. ,,Grani¢na vrijednost centri¢ne
tlacne sile, do koje je prvobitni ravan oblik ravnoteze Stapa josS stabilan, naziva se kriticnom
silom i oznacava se s Fi,.“ [9]. Kako ne bi doSlo do izvijanja ravnog Stapa koji je opterecen
centricnom tlacnom silom F, potrebno je zadovoljiti uvjet stabilnosti:

F < Fiq0p (8.1),
gdje je:
F T
F; dop = k_kl (8.2),

a k; je koeficijent sigurnosti protiv izvijanja [9]. Potrebno je, dakle, odrediti kriti¢nu silu F,. za
razlicite oblike i dimenzije Stapova izradenih od raznih materijala [9]. Istrazivac¢ Leonhard Euler
prvije 1774. godine izveo izraz za kriti¢nu silu i pokazao da vrijednost kriticne sile ovisi o nacinu
ucvrséenja krajeva Stapa [9]. Razlikuju se 4 osnovna slucaja izvijanja Stapa prema nacinu
ucvrscivanja krajeva Stapa: a) Stap zglobno ucvrséen na oba kraja, b) Stap na jednome kraju
upet, a na drugome slobodan, c) Stap na jednome kraju upet, a na drugome slobodno oslonjen,
d) $tap upet na oba kraja [9]. Stap zglobno uévri¢en na oba kraja, prikazan na slici 8, ostaje
ravan ukoliko je centri¢na tla¢na sila F manja od kriti¢ne sile Fy,., ali kada se njihove vrijednosti
izjednace, pojavljuje se moguénost krivocrtnog oblika Stapa:

F < Fkr F < Fkr

F = Fkr F = Fkr

%

Slika 8: Izvijanje Stapa

Najmanja vrijednost kriti¢ne sile pri kojoj postoji mogucnost izvijanja Stapa jednaka je:

n? ‘E-lmin
lZ

FkT = (83)/
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te predstavlja Eulerovu kriti¢nu silu za Stap zglobno oslonjen na oba kraja [9]. Vrijednosti
kriticne sile za slucajeve izvijanja Stapa: b), c) i d), redom su izrazene izrazima (8.4), (8.5) i (8.6):

7 E-Imin
Fkr = T (84),
a2 - B
Py = B (g5
4- Z'E'Im'
Fkr=% (8.6) [9].

Usporedbom izraza (8.3), (8.4), (8.5) i (8.6) dolazi se do zakljucka da se izraz za kriti¢nu silu
moZze prikazati i kao:

_ 3 Elgn
Fk‘i" - (w2 (87)1

gdje je u-koeficijent duljine izvijanja Stapa i iznosi:

1

p=— 1(88),

dok je n-broj poluvalova sinusoide elasticne linije izvijena Stapa [9]. Primjenom zamjene
(l; = ul), izraz (8.7) moze se zapisati kao:

% Elmin
2
i

FkT = (89)1

gdje je l;-duljina izvijanja, odnosno dio duljine Stapa na kojoj se pojavljuje jedan poluval
sinusoide [9]. Ovisno o nacinu ucvrSéenja Stapa, odreduju se i razli¢ite duljine izvijanja za
pojedini slucaj, pa ¢e tako za slucajeve ucvrséenja Stapa: a), b), c) i d) vrijediti redom sljedeci

izrazi:
Z'E'Imin
Fip = =™ (8.10),
2-E-Lpin
Fio = =02 (811),
2ELipin
Fio = =707 (812),
2'E'Imin
Fkr :n(O,T)Z (813) [9]

Iz izraza (8.9) moze se vidjeti da kriticna sila ovisi o: materijalu Stapa odnosno modulu
elasti¢nosti E, popre¢nom presjeku Stapa odnosno minimalnom momentu tromosti Iy,
duljini Stapa [ i o nacinu ucvrsc¢enja krajeva Stapa [9].
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4 RACUNSKI PRIMJERI

1. Zadatak
Resetka je izvedena od celi¢nih cijevnih profila vanjskog promjera 51 mm i opterecena
kao na skici. Treba dimenzionirati potrebnu debljinu stijenke Celicnih profila ako je
dopusteno naprezanje Celika 04,, = 240 MPa , modul elasticnosti E=200 GPa , a
koeficijent sigurnosti k=1,2.

F =50 kN

1m

L R

2m 2m , 2m |

Slika 9: ReSetka

U pocetnom koraku potrebno je odrediti vrijednosti sila koje djeluju u lezajevima, te
odrediti veli¢inu kuta a izmedu Stapa poloZenog u smjeru osi x i dijagonalnog Stapa:

My =0- -50-4+B-6 =0 — B=33,33 kN (tlak)
YE, =0->C=0kN
IF,=0->A-F+B=0—->A-50+33,33=0—A=16,67kN (tlak)

tga = g - @ = 26,565°

Preko pojedinih ¢vorova, primjenjujuci uvjete ravnoteze i trigonometrijske funkcije,
racunaju se sile koje djeluju u Stapovima resetke kako bi se odredila maksimalna tla¢na
i maksimalna vlacna uzduzna sila koja djeluje u nekom Stapu:

Cvor 1:

YF, =0—->a=0kN

2F, =0->A-b=0-Db=16,67kN (tlak)
Cvor 2:

dx=d-cosa — dx=0,894d
dy=d-sina - dy=0,447d

ZF, =0->b-dy=0-dy=16,67 kN
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d=-2 - 1087 __, §-37,28 kN (vlak)
sina  sin(26,565)

dx =0,894 - 37,28 = 33,33 kN

YF, =0—->dx—c=0—-c=33,33 kN (tlak)
Cvor 3:

YF, =0—->c—f=0-f=33,33 kN (tlak)
2F, =0—->e=0kN

Cvor 4:

2F, = 0—>dy—gy=0-gy=16,67 kN
d=g=37,28 kN (tlak)

dx =gx=33,33 kN

YF, =0->dx+gx—h=0-33,33+33,33-h=0-h=66,66 kN (vlak)
YF,=0-j-h=0-]=66,66 kN (vlak)
IE, =0—-i=0kN

YE, =0-1=0kN

2F, =0->m=0kN

Cvor 8:

YF, =0- kx—j=0- kx =66,66 kN
2F, =0->B-ky=0-ky=33,33kN

k= \kx? + ky? — k=74,53 kN (tlak)

Na slici su prikazane dobivene vrijednosti i smjerovi sila koje djeluju u pojedinim

Stapovima:

im

b= 16,67 kN

IA b
= 4 = 5 - 8
e a=0kN = 66,86 kN J = 66,86 kN el
A= 1807 kN B=33,33 kN

1 2m 1 2m 1 2m 1

Slika 10: Sile u reSetci

Nmax (tlak) = 74,53 kN, Nmax (vlak) = 66,66 kN
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Preko uvjeta da maksimalna naprezanja moraju biti manja ili jednaka dopustenima,
izraZava se uvjet potrebne veli¢ine povrsine poprecnog presjeka:

Odop [MPa] > Nmax (vlak) [N] N 240 - 66,66 - 103

A [mm?] 1,2 A

A > 333,3 mm?

Odop
—= >0 -
= “max K

Iz priru€nika [10] je ocitana potrebna povrsina:
A = 352 mm?
Odabran je tipski cijevni profil sljedeéih dimenzija:
D =51 mm, h=23mm

Na slici je prikazan odnos razlicitih veli¢ina koje ¢ine poprecni presjek profila:

| D=51mm |
[ I

Slika 11: Poprecni presjek cijevnog profila

Potrebno je za Stap u kojem djeluje najveda tlacna sila napraviti provjeru na izvijanje
Stapa u elastitchom podrucju. Odredivanjem i uvrstavanjem vrijednosti kriticne sile u
izraz za Eulerovu kriti¢énu silu dobiva se vrijednost minimalnog momenta tromosti, iz
¢ega proizlazi uvjet za odabiranje tipskog cijevnog profila:

Npnax (tlak) = Fgo, = 74,53 kN
Fir = Faop -k = 74,53+ 1,2 = 89,436 kN
L =L (k) = V22 + 12 = 2,23607 m = 2236,07 mm
_w?E- Dy 2 -200- 103 - I,y

Fir = L2 89436 = (2236,07)2

L

> Lyn = 22654444 mm*

Iz priru€nika [10] je ocCitan potreban minimalan moment tromosti:
I = 242000 mm*
Odabran je mjerodavni tipski cijevni profil sljedecih dimenzija:

D =51 mm, h = 7,1 mm, d = 43,9 mm, A = 979 mm?
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Mjerodavan cijevni presjek dobiven je iz uvjeta stabilnosti:
D =51mm, h=7,1mm
Za provjeru bezdimenzionalne karakteristike Stapa zvane vitkost Stapa izrazavaju se

vrijednosti povrsine poprecnog presjeka i minimalnog polumjera tromosti presjeka:

Lmin = \[IAZN = \[249270900 = 15,72 mm
Potrebno je da vitkost Stapa bude veca od granic¢ne vitkosti:

A=A

Li 7T2'E
>

Lmin Op

2236,07 - m2-200-103
15,72 — 240

142,24 = 90,69

— Uvjet je zadovoljen

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic
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2. Zadatak

Nadstresnica je izvedena kao kruta greda OABC duljine 4,5 m i ovjeSena o dva
aluminijska kabla AD i BD. Kablovi su kruznog poprecnog presjeka, promjera d=10 mm,
a modul elasti¢nosti je E=70 GPa. Ukupna tezina nadstresnice je G=5,5 kN. Treba naci
dopustenu vrijednost sile F ako je dopusteno naprezanje u kablovima ogg,, =
120 MPa.

Slika 13: NadstreSnica (lzvor: [11])

IzraZzena je povrsina poprec¢nog presjeka kabla:

d?-m _ 102
4 4

A = 251 = 78,54 mm?

A=
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Za potrebe daljnjeg prora¢una potrebno je odrediti vrijednosti duljina kablova te kuteva
izmedu kablova i grede. Stoga su radi bolje preglednosti izdvojeni pojedini djelovi
razmatranog slucaja. U prvom djelu izdvojen je dio OAD, kako je prikazano na slici, te je

pomodu trigonometrijskih odnosa izrazena duljina kabla L1 i kut a izmedu kabla L1 |
grede:

25-0,51=199m
25m

1,5-sin(20) =0,51 m

1,5 c0s(20) = 1,41 m

Slika 14: Dio nadstresnice OAD

L1=414124+199?2 - L1=2439m

tgal === - a1 = 54,68°

1,41

tga2 =22 - g2 =19,89°

1,41

a=al+a2 - a=7457°
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U drugom djelu izdvojen je dio OBD, kako je prikazano na slici, te je, kao i u prvom djelu,

pomocu trigonometrijskih odnosa izrazena duljina kabla L2 i kut § izmedu kabla L2 i
grede:

25-103=147m

3-sin(20)=1,03m

3-cos(20)=2,82m

Slika 15: Dio nadstresnice OBD

L2 =./2,822+147? - L2=3,180m

1,47 _ o

1,03 _ °

B=p1+p2 - B =4759°
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Na slici je prikazan plan ocekivanog pomaka usljed djelovanja vlastite tezine
nadstresnice i sile F. Radi jednostavnijeg proracuna, koordinatni sustav je zaokrenut

tako da se polozaj grede poklapa s osi x:

N2 - sin(B)

Slika 16: Plan pomaka nadstresnice

IzraZzene su vrijednosti produljenja kablova, pri ¢emu su sile koje djeluju u kablovima
nepoznanice:
N1-L1 N1-2,439-10% 2,439:-N1
E-A  70-10%-25m 1750w
N2-L2 N2-3,180-10% 3,180-N2
E-A  70-103-25m 1750w

ALl =

AL2 =

Koristeci slicnost trokuta, izraZzen je odnos pomaka dA i 6B dviju tocaka u kojima se
kablovi spajaju s gredom. Preko uvjeta deformacija izvedena je medusobna ovisnost
produljenja kablova i prethodno opisanih pomaka. UvrStavanjem izraza u zajednicku
jednadzbu izraZena je ovisnost dviju sila koje djeluju u kablovima:

. 6A OB 54 1 5B
= = — - — —
99=15773 2
SA = A.Ll 8B = A.LZ
sina sinf
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ALl 1 AL2
sina 2 sinf
2,439 - N1 1 3,180 - N2
17507 - sin(74,57) 2 17507 - sin(47,59)

2,53 -N1=2,15-N2
N1=0,85-N2

Raspisan je uvjet ravnoteZe, odnosno suma momenata na tocku O. Pri tome je u
jednadZbu uvrstena ranije izvedena ovisnost dviju sila koje djeluju u kablovima kako bi
se trazena nepoznata sila F mogla izraziti preko samo jedne od tih dviju sila:

IMy, =0 - N1-:sina*1,5+ N2-sinf-3— G -cos(20)-2,25—F-cos(20)-4,5=10
0,85 N2 -sin(74,57) - 1,5 + N2 - sin(47,59) - 3 — 11628,7 — F - cos(20) - 4,5 =0
423-F=3,44-N2—11628,7

o 3,44-N2 —11628,7
N 4,23

Iz uvjeta dopustenih naprezanja dobivena je vrijednost maksimalne sile koja smije
djelovati u kablu. Kao maksimalna sila uzeta je sila u drugom kablu posto je ona veca
od sile u prvom kablu, kako se moze vidjeti iz njihovog ranije izvedenog medusobnog
odnosa veli¢ina. Uvrstavajuci dobivenu vrijednost sile koja djeluje u drugom kablu u
ranije izvedenu jednadZzbu dobivenu iz uvjeta ravnoteZe, izracunata je dopustena
vrijednost traZzene sile F:

_ Nmax
Ogop = T
N2 =04, - A
N2 =120-257
N2 = 9424,78
e 3,44-N2 — 11628,7
N 4,23
e 3,44 -9424,78 — 11628,7
N 4,23

Faop = 4915,49 N ~ 4,92 kN

Zavrsni rad: lvan Vucemilovic 23



Aksijalno optereéenje Stapa

3. Zadatak
Za zadani sustav potrebno je odrediti koeficijent sigurnosti za tlacno i vlaéno
optereéeni $tap, ako se $tap 2 hladi za AT = —10°C. Stapovi su kruznog popre¢nog
presjeka promjera d = 60 mm.

op = 250 MPa
Oyraop = 230 MPa
E =200 GPa

a =13-10°K1!

DT=-10°C

g = 20 kN/m EA

3m

2m

Slika 17: Optereceni sustav

Izracunate su vrijednosti povrSine poprecnog presjeka Stapova, duljina Stapova te kuta
a kojeg Stap 1 zatvara s osi x:

: 2,
A=—= R A =9007 = 2827,43 mm?

L1=+v32422 - L1=3606m , L2=3m

tga =§ - a = 33,69°
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Na slici je prikazan plan ocekivanog pomaka uslijed djelovanja kontinuiranog

optereéenja i temperaturne promjene u drugom Stapu:

am

Q="180kN

im | 3m

Slika 18: Plan pomaka optere¢enog sustava

Izrazene su vrijednosti produljenja Stapova, pri cemu su sile koje djeluju u Stapovima

nepoznanice:
N1-L1 N1-3,606-103

AL == =200-10% - 900
3,606 N1
ALL = 800007
a2 =NE L2 AT 12 = NZ-3-10° +1,3-1075 - (=10) -3+ 10°
E-A 200-10% - 9007 ©

AL2 0,39

~ 1800007

Koristeci slicnost trokuta, izrazen je odnos pomaka 6B i §C dviju to¢aka u kojima se
Stapovi spajaju s gredom. Preko uvjeta deformacija izvedena je medusobna ovisnost
produljenja Stapova i prethodno opisanih pomaka. UvrStavanjem izraza u zajednic¢ku

jednadzbu izraZena je ovisnost dviju sila koje djeluju u Stapovima:

§B  6C
tgp =— =— = 2:8B=6C
go=73==

SB =2 5C=AL2

sina
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, 3606-N1  _ 3:N2 .
1800007 - sin(33,69) ~ 180000

2,299-107°-N1=5,305-10"%-N2 — 0,39
N1=10,231-N2—-16963,9

Raspisan je uvjet ravnoteZe, odnosno suma momenata na tocku A. Pri tome je u
jednadzbu uvrstena ranije izvedena ovisnost dviju sila koje djeluju u Stapovima kako bi

se izracunom dobile njihove vrijednosti:

IM,=0 > —Q-45+N1-sina-3+N2-6=0
—180-103- 4,5 + (0,231 - N2 — 16963,9) - (sin(33,69) -3) + 6 - N2 = 0
—810000 + 0,384 - N2 — 28229,59 + 6 - N2 = 0
6,384 - N2 = 838229,59
N2 =131301,63 N (vlak) , N1 = 13366,78 N (tlak)

Uvrstavajuci prethodno dobivene vrijednosti sila koje djeluju u Stapovima, izrazene su
vrijednosti naprezanja u svakom Stapu. Preko odnosa naprezanja u Stapu i dopustenih
tlacnih odnosno vla¢nih naprezanja, izracunati su koeficijenti sigurnosti za pojedini

Stap:

1 N1 _ 1536678 1 = 4,73 MPa (tla¢
=" e d =
o y 282743 o , a (tlatno)

,_ N2 _ 13130163 ) 644 MPa (ol
- S =
94T A T 282743 7 ’ a (vlacno)

T op 250
SP ™ 617 4,73
o _ 230
VLT 52 T 46,44
kyp = 52,85
ks,vl = 4-, 9
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Potrebno je za Stap koji je izlozen pritisku napraviti provjeru na izvijanje Stapa u
elastitchom podrucju. Vrijednosti duljine izvijanja (u ovom sludaju duljine Stapa) i
minimalnog momenta tromosti uvrstavaju se u izraz za kriticnu silu. Preko odnosa
kriticne sile i sile koja djeluje u tom Stapu, izraunat je koeficijent sigurnosti za izvijanje:

L;=L1=3,606m = 3606mm
d*-m  60*-

T 3 4
; __nz-E-Q“N__n2-200-103-63&173-103__965725]V__9657kN
T2 - (3606)2 - e
N1=13366,78 N = 13,37 kN
_ Fye 9657

;= = =7,22
" N1 1337 7

Za dobivenu vrijednost koeficijenta sigurnosti moze se zakljuciti da sila u Stapu neée biti
veca od dopustene sile:
N1 < Fyop

— Uvjet je zadovoljen

Za provjeru bezdimenzionalne karakteristike Stapa zvane vitkost Stapa izrazavaju se
vrijednosti povrsine poprecnog presjeka i minimalnog polumjera tromosti presjeka:

A = 2827,43 mm?

. IMIN 636,173-103
Uin = = =15mm
min \/ A 2827,43

Potrebno je da vitkost Stapa bude veéa od grani¢ne vitkosti:

2> 2

Li 2 E
=

Lmin Op

3606 - m2-200-103
15 — 250

240,4 = 88,86

— Uvjet je zadovoljen
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Zakljucak

5 ZAKLJUCAK

Provedena je analiza razliCitih oblika uzduznog optereéenja elementa u svrhu dobivanja
rezultata i spoznaja klju¢nih za ispravan proracun uzduzno optereéenih elemenata. Kod ravnih
Stapova optereéenih koncentriranom silom u uzduznom smjeru izvedeni su osnovni zakoni za
veli¢ine naprezanja i deformacija u sluaju rastezanja i pritiska. Izrazen je zakon za odredivanje
produljenja odnosno skra¢enja Stapova, Sto je uzrokovano vanjskim opterec¢enjem. Objasnjen
je i graficki prikazan postupak konstrukcije zvan plan pomaka kojim se odreduje pomak
pojedinog c¢vora, te sluzi za lakSe utvrdivanje ovisnosti pomaka tocaka konstrukcije i
deformacija Stapova. Analiziran je utjecaj temperature na Stapne elemente te je utvrdeno da
se toplinska naprezanja mogu pojaviti samo kod staticki neodredenih konstrukcija. Preko
primjera Stapa koji je upet izmedu dviju nepomicnih stijenki izvedeni su, prema uvjetu
ravnotezZe i uvjetu kompatibilnosti deformacija, izrazi za reakciju u osloncu te naprezanje u
Stapu. Bududi da je uvjet stabilnosti temeljni zahtjev za konstruktivne elemente, analiziran je
problem izvijanja kod Stapnih elemenata izlozenih aksijalnome pritisku. lzraZzen je uvjet
stabilnosti kojeg je potrebno zadovoljiti kako ne bi doslo do izvijanja ravnog Stapa. Kao kljucan
faktor proracuna definirana je Eulerova kriti¢cna sila, te da njezina vrijednost ovisi o nacinu
ucvrSéenja krajeva Stapa. Primjenjujuci zakone i spoznaje utvrdene teorijskom analizom,
rijeSena su 3 prakti¢na racunska primjera.
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